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序 言 


电动 力学 是 作者 讲授 时 间 最 长 的 课程 , 从 1956 年 春季 开始 讲 ( 那 已 是 半 个 世 
纪 前 的 事 了 ), 总 共 讲 了 二 十 多 年 . 最 初 是 在 兰州 大 学 讲 , 因为 1955 年 夏 作者 从 北 
京 大 学 研究 生 院 毕业 后 , 即 由 教育 部 分 配 去 兰州 大 学 任教 (当时 尚 无 学 位 制 , 大 学 
中 只 有 本 科 毕 业 和 研究 生 毕 业 两 个 级 别 ). 1957 年 春 , 作者 奉 教育 部 调 令 , 回 到 母校 
北京 大 学 , 接手 讲授 电动 力学 课 . 二 十 多 年 间 , 虽 也 讲授 过 其 他 理论 物理 课程 如 热 
力学 、 统 计 物 理 、 量 子 力学 以 及 数学 物理 方法 等 , 但 主要 还 是 担任 电动 力学 课程 的 
教学 . 到 很 后 来 才 改 成 讲授 量子 非 阿 贝尔 规范 场 论 和 辐射 与 光 场 的 量子 统计 理论 等 
研究 生 课程 . 现 出 版 的 理论 物理 三 卷 集 就 是 在 这 三 门 课程 讲义 的 基础 上 加 工 写成 
的 . 本 书 最 初 的 文稿 是 当年 作者 在 北京 大 学 为 物理 系 (以 及 无 线 电 电子 学 系 ) 本 科 
生 授课 的 讲义 , 当时 大 学 本 科学 制 为 五 年 (并 曾 改 为 六 年 ), 电动 力学 课程 以 及 其 他 
三 门 理论 物理 课程 (理论 力学 、 热 力学 与 统计 物理 、 量 子 力学 ) 的 授课 时 间 均 为 一 
年 . 在 1961 年 初 教育 部 召开 的 高 校 教材 会 议 上 , 该 讲义 被 推荐 为 供 全 国 高 校 物 理 
系 使 用 的 交流 教材 (一 般 称 为 “ 统 用 教材 ”), 并 由 人 民 教 育 出 版 社 于 1961 年 7 月 
出 版 , 书 名 为 《电动 力学 》. 这 次 本 书 作 为 《理论 物理 》 三 卷 集 的 第 一 卷 由 科学 出 版 
社 重新 出 版 , 内 容 有 较 大 的 更 动 , 基本 上 是 以 1983 年 作者 在 安徽 大 学 举办 的 青年 
教师 学 习 班 上 用 的 讲义 为 底稿 , 作 了 某 些 修改 而 成 , 该 书 仍 保持 原来 的 六 章 章 名 . 

记得 我 刚 上 大 学 时 , 曾 听 高 年 级 的 一 位 同学 说 , 麦克 斯 韦 方程 组 是 综合 库仑 定 
律 、 安 培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 和 法 拉 第 定律 并 补充 了 位 移 电流 的 效应 后 的 结果 . 可 是 
后 来 我 学 电动 力学 时 , 很 快 就 看 见 在 从 麦克 斯 韦 方程 组 求 出 的 等 速 运动 带电 粒子 的 
电磁 场 中 , 电场 分 布 与 库仑 定律 所 给 出 的 结果 明显 不 一 致 (更 不 必 说 加 速 运动 的 情 
况 了 ). 这 才 认 识 到 , 原来 听 到 的 那 种 说 法 并 不 确切 . 库仑 定律 作为 特殊 情况 (静电 
状态 ) 的 规律 , 其 中 既 包 含 了 电磁 现象 普遍 性 的 内 容 , 又 有 其 特殊 性 的 反映 . 这 也 就 
是 哲学 中 所 说 的 “普遍 性 寅 于 特殊 性 之 中 , 但 又 与 特殊 性 不 全 同 ” 的 体现 . 根据 这 
一 精神 , 作者 在 教学 中 强调 了 对 库仑 定律 、 安 培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 和 法 拉 第 定律 进 
行 分 解 , 以 便 提 取 其 中 所 含 的 普遍 性 因素 . 在 此 基础 上 再 根据 电荷 守恒 定律 , 补充 
上 位 移 电 流 项 , 这 才 给 出 一 般 情况 下 适用 的 麦克 斯 韦 方 程 组 . 

上 述 讲法 虽 没 有 什么 新 颖 的 东西 , 但 可 以 避免 一 些 误会 (如 上 述 那 位 高 年 级 同 
学 那样 ), 也 体现 了 上 述 哲学 理论 中 阐述 的 重要 思想 , 教学 的 效果 较 好 . 

在 作者 1961 年 出 版 的 《电动 力学 》 一 书 中 , 为 了 适应 当时 “大 批判 ”的 环境 ， 
在 联系 实际 方面 有 一 些 勉强 的 地 方 . 这 本 书 则 是 在 1974 年 作者 重 写 的 讲义 基础 上 


序 襄 


.二 . 


修改 而 成 的 . 作者 曾 应 故乡 的 安徽 大 学 邀请 , 在 1983 年 该 校 举办 的 青年 教师 讲习 
班 上 , 将 讲义 作为 教材 印发 给 参加 讲习 班 的 学 员 . 为 了 表示 与 1961 年 所 写 书 的 区 
别 , 本 书 书 名 改 为 《经 典 电动 力学 ) 吕 . 至 于 课程 的 习题 , 由 于 教育 部 没有 规定 统一 
的 标准 , 各 个 学 校 采用 的 习题 , 难度 也 相差 较 大 , 所 以 本 书 在 最 初出 版 时 就 没有 将 
习题 收录 在 内 , 中 山大 学 所 编写 的 书 中 列 入 的 习题 , 有 不 少 就 是 我 们 在 北大 使 用 的 . 
由 于 现在 已 有 一 些 专门 的 电动 力学 习题 集 , 故 在 本 书 中 仍 不 录入 习题 . 


作 者 
2007 年 1 月 


”加 顺带 说 一 下 , 作者 对 量子 力学 亦 有 一 个 简单 的 概括 , 载 于 (辐射 和 光 场 的 量子 统计 理论 ) 一 书 的 81.1 
节 , 可 供 读者 学 习 量子 力学 时 参考 . 


， 
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“每 一 种 科学 都 是 分 析 单 个 的 运动 形态 或 一 系列 互相 关联 和 互相 转变 的 运动 
形态 .” 一 一 恩格斯 《自然 辩证 法 》 


电动 力学 研究 的 领域 是 电磁 现象 , 或 者 说 是 电磁 运动 形态 . 它 具体 研究 的 对 象 ， 
概括 地 说 , 就 是 电磁 场 的 性 质 以 及 它 与 带电 物体 间 的 作用 . 

现在 已 经 明确 地 认识 到 , 电磁 场 是 物质 存在 的 一 种 形式 , 并 非 是 描述 带电 体 之 
间 相 互 作用 的 一 种 手段 ， 电荷 也 不 是 某 种 客体 , 从 根本 上 来 说 (例如 就 电子 和 质子 
而 言 ) 所 谓 “ 带 电 ”, 是 指 它们 具有 与 电磁 场 相 互 作用 的 性 能 , 其 电荷 值 就 是 它们 与 
电磁 场 间 耦 合 常数 ， 只 是 对 宏观 物体 来 说 , 带 负 电 才 是 指 它 带 有 多 余 的 (超过 抵消 
质子 正 电 荷 所 需 的 ) 电子 . 带 正 电 是 指 只 有 不 足 的 电子 (或 者 说 带 有 过 多 的 质子 ). 

电磁 场 与 带电 物质 相互 作用 , 从 而 表现 出 各 种 各 样 的 电磁 现象 . 然而 对 电磁 现 
象 的 这 一 本 质 , 人 们 并 不 是 一 下 子 就 认识 到 的 . 像 所 有 的 认识 过 程 一 样 , 人 类 对 电 
磁 现 象 的 认识 , 也 是 在 实践 中 由 特殊 到 一 般 、 由 现象 到 本 质 逐 步 深入 的 . 在 早先 的 
时 候 , 人 们 把 带电 体 之 间 以 及 载 流 导线 之 间 存 在 的 作用 力 解释 成 为 带电 体 之 间或 载 
流 导 线 之 间 的 超 距 作用 , 而 电磁 场 (静止 的 ) 只 是 作为 描 叙 手段 引入 的 , 并 没有 被 
当成 为 一 种 客观 的 物质 存在 . 人 们 对 电磁 现象 的 认识 面 , 也 是 从 静电 、 静 磁 和 似 稳 
流动 等 特殊 范围 逐步 扩大 , 直到 一 般 的 情况 . 因此 , 电动 力学 的 任务 , 就 是 在 各 种 特 
殊 范 围 的 实验 定律 的 基础 上 , 阐明 电磁 现象 的 本 质 和 它 的 一 般 规律 , 并 在 得 出 一 般 
规律 以 后 , 再 回 到 实际 中 去 , 运用 这 些 规律 来 研究 各 种 物理 过 程 . 在 电磁 场 和 带电 
物质 这 一 对 矛盾 中 , 电动 力学 又 着 重地 研究 电磁 场 这 一 方 , 即 研究 电磁 场 的 基本 属 
性 、 它 的 运动 规律 以 及 它 和 带电 物质 的 相互 作用 . 
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第 一 章 ”电磁 现象 的 基本 规律 


本 章 内 容 共 有 三 个 方面 : 

(1) 对 静电 、 静 磁 和 似 稳 电流 等 特殊 范围 的 实验 定律 进行 分 析 、 综合 和 推广 ， 以 
上 升 到 电磁 现象 的 基本 规律 玫 克 斯 书 方 程 组 和 洛 伦 慈 力 公 式 . 

(2) 根据 基本 规律 对 电磁 场 的 主要 属性 进行 分 析 研 究 , 以 阐明 : 在 一 定 条 件 下 
( 迅 变 情况 )， 电 磁场 可 以 脱离 电荷 电流 而 独立 存在 , 并 具有 能 量 和 动量 , 因此 是 一 种 
客观 的 物质 存在 ; 阐明 电磁 场 与 经 典 的 质点 相 比 , 又 具有 自己 的 特点 ,， 即 以 波动 的 
形式 进行 运动 . 

(3) 讨论 介质 的 电磁 性 质 和 介质 中 电荷 电流 的 各 种 形式 ， 在 宏观 电磁 现象 中 ， 
带电 物质 主要 是 介质 . 本 章 的 这 一 部 分 就 是 阐明 电磁 场 与 介质 作用 的 有 关 规 律 . 


1.1 静电 、 静 磁 和 似 稳 电流 状态 的 实验 规律 


关于 静电 、 静 磁 和 似 稳 电流 状态 的 实验 定律 在 基础 物理 中 都 已 经 学 过 . 在 这 里 
我 们 只 对 它 作 一 小 结 并 进行 一 些 补充 的 讨论 . 
1.1.1 ”库仑 定律 


库仑 定律 是 静电 情况 的 实验 定律 , 它 给 出 静止 电荷 之 间作 用 力 对 距离 和 电量 的 
依赖 关系 . 此 定律 是 直接 从 实验 材料 中 总 结 出 来 的 . 它 的 内 容 可 表 叙 如 下 : 

如 果 空 中 有 两 个 静止 的 点 电荷 和 92( 我 们 并 且 用 gq 和 gz 来 表示 两 者 的 电 
量 即 电 荷 的 值 ), 由 qz 到 qi 的 距离 为 R12, 则 ol 和 gs 所 受 的 力 分 别 为 


qq2 Ri2 
一 
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_ jg1g2 Ri2 ( ) 


Ris 
其 中 Rzi1(= 一 Ri2) 为 ga 到 qj 的 距离 , 为 比例 常数 ， 若 距离 和 力 选 用 CGS 制 
单位 , 并 令 = 1, 则 由 此 定 出 的 电荷 单位 叫做 电荷 的 静电 单位 (或 写作 CGS 制 单 
位 ). 本 书 采 用 的 电磁 单位 制 为 高 斯 单位 制 . 在 高 斯 单位 制 中 , 对 于 电 方 面 的 物理 量 
都 采用 静电 单位 . 

需要 注意 的 是 , 电荷 必须 是 静止 的 点 电荷 , 而 且 处 在 真空 中 . 点 电荷 是 一 个 极 
限 的 概念 , 当 带 电 体 之 闻 的 距离 比 起 带电 体 本 身 的 线 度 大 得 多 时 , 在 静电 问题 中 即 


F2=—F! 
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可 近似 作为 点 电荷 来 看 待 . 
如 果 一 个 点 电荷 go 同时 受 许多 点 电荷 q1, qz,… 的 作用 , 则 实验 进一步 告诉 
我 们 , go 所 受 的 总 力 就 是 各 个 点 电荷 单独 与 它 作用 时 的 量 和 中 , 即 


gnRo ,gwRo ，.， 


.， (1.1.2) 
Re Ri 


F= 
这 就 是 静电 作用 的 谷 加 性 . 
在 宏观 电动 力学 中 , 电荷 常常 是 连续 的 体 分 布 . 要 计算 一 个 体 分 布 电荷 对 一 个 
点 电荷 的 作用 力 , 可 以 将 该 分 布 电荷 分 成 为 许多 小 电荷 元 , 再 应 用 以 上 公式 . 这 样 
就 得 出 
F= 中 Car (1.1.3) 


其 中 plz) 为 p(x1, x, oz) 的 简写 ; R 代表 >' 到 点 电荷 4 的 距离 (方向 是 自 w 到 
9). 


1.1.2 ”静电 场 


根据 库仑 定律 , 我 们 也 可 以 说 , 电荷 附近 的 空间 具有 特殊 的 物理 性 质 , 即 出 现 
在 此 空间 中 的 其 他 电荷 将 受到 力 的 作用 . 我 们 把 这 种 “电荷 处 于 其 中 会 受到 力 ” 的 
空间 称 为 电场 . 场 在 这 里 仅仅 是 作为 描述 静电 作用 的 手段 而 引入 的 . 因为 即使 不 借 
助 于 它 , 就 直接 用 库仑 定律 , 同样 可 以 描述 静电 作用 . 我 们 暂时 仍 采取 这 种 原始 的 
观点 , 在 以 后 的 几 节 中 再 来 揭示 场 是 客观 物质 存在 的 一 种 形式 . 

当 电荷 处 在 电场 中 不 同 的 地 点 时 , 所 受 的 力 一 般 不 相同 , 因此 需要 引进 一 个 空 
间 函 数 来 描写 电荷 在 电场 中 各 点 的 受 力 情况 . 

由 式 (1.1.1)~(1.1.3), 可 以 看 出 , 在 一 定 电 荷 分 布 所 生成 的 电场 中 , 作用 于 静止 
的 试探 点 电荷 的 力 与 该 试探 点 电荷 的 电量 4 成 正比 , 即 


F=gE, (1.1.4) 


其 中 的 比例 常量 EB 等 于 单位 电荷 所 受 的 力 , 称 为 电场 强度 (也 简称 电场 )， 由 于 试 
探 点 电荷 在 空间 每 一 点 所 受 的 力 一 般 不 相同 , 故 E 是 一 个 空间 坐标 z 的 函数 [z 为 
(z1, za,za) 的 简写 ]. 

上 述 关 于 电场 强度 的 定义 , 即 单位 点 电荷 所 受 的 力 , 不 仅 对 静电 场 适用 , 对 变 
化 的 电场 也 同样 适用 . 但 要 注意 , 试探 点 电荷 本 身 必 须 是 静止 的 . 另外 , 试探 点 电 
荷 的 电量 应 取得 很 小 , 以 免 它 的 引入 改变 了 原来 的 电荷 分 布 


@@ 这 一 结果 并 不 是 当然 的 .物理 学 并 不 一 般 地 和 否定 两 者 之 间 的 作用 力 可 能 受 旁边 第 三 者 的 影响 这 种 
情况 下 的 作用 力 将 称 为 三 体力 .当然 , 还 容许 有 多 体力 . 
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在 电荷 分 布 是 已 知 的 情况 下 , 可 以 从 库仑 定律 计算 出 电场 的 分 布 , 对 于 一 组 点 
电荷 qi 


E(z)=2, 和 (1.1.5) 


其 中 R; 为 从 gq; 的 位 置 到 x 的 距离 . 在 电荷 是 体 分 布 时 


E(z) = | Aa (1.1.6) 


其 中 RR 为 从 z' 到 zx 的 距离 中 ,xz 通常 称 为 场 变量 , 因为 它 是 电场 EB 的 宗 量 ; zx/ 称 
为 源 变量 , 因为 它 是 电荷 密度 p 的 宗 量 , 而 电荷 是 生成 电场 的 源 . 注意 , R 既是 场 
变量 的 函数 又 是 源 变量 的 函数 , 在 式 (1.1.6) 中 积分 只 对 源 变量 进行 , 故 积分 后 的 结 
果 是 场 变量 的 函数 . 

一 个 体 分 布 电荷 在 电场 中 所 受 的 力 , 可 以 通过 将 该 电荷 分 成 许多 小 电荷 元 来 计 
算 . 对 于 电荷 元 pdr, 按 式 (1.1.4) 所 受 的 力 为 


dF = pEdr. (1.1.7) 


上 式 中 的 吾 为 引入 该 体 分 布 电荷 以 后 的 电场 强度 值 ( 因 引入 该 电荷 分 布 后 , 原 电 
场 的 值 可 能 会 改变 ). 


1.1.3 ” 电 倡 极 矩 和 电 偶 极 子 


为 了 本 章 最 后 两 节 的 需要 , 这 里 简单 地 说 明 一 下 电 偶 极 矩 的 概念 . 在 普通 物理 

中 已 经 学 过 , 对 于 两 个 “大 小 相等 符号 相反 而 且 彼此 间 有 一 距离 ”的 点 电荷 , 其 电 
偶 极 矩 的 定义 是 

P= gr+~— gr-=q, (1.1.8) 

其 中 "+ 和 r+_ 分 别 代表 从 某 参 考点 (如 坐标 原点 ) 到 +gq 和 -gq 的 距离 , 1 则 是 从 

-gd 到 +g 的 距离 . 如 果 正 负电 荷 的 数值 虽然 相等 , 但 不 是 点 电荷 , 则 电 侦 极 矩 的 定 

义 是 
p= | weorar'， (1.1.9) 


其 中 ” 为 参考 点 到 z' 的 距离 . 利用 总 电荷 的 零 的 条 件 , 不 难 证 明 , p 实际 上 与 参 
考点 的 取 法 无 关 . 

如 果 一 个 电 偶 极 矩 所 分 布 范围 的 线 度 很 小 , 则 在 极限 的 情况 下 , 可 称 为 “点 电 
偶 极 矩 ”, 通常 叫做 电 偶 极 子 . 


在 本 书 中 , 除了 声明 的 以 外 , 已 都 表示 从 (x1, x29, 24) 到 (zl,za2,zs) 的 距离 , 另外 , 我 们 以 后 都 用 
Z 表示 (zx1, x2,7z3), 用 f(z) 来 表示 f(z1, zx2,7z3), 用 g(z) 表示 g(z1, zx2,23), 就 不 再 一 一 声明 . 


“4 第 一 章 ”电磁 现象 的 基本 规律 
0 
电 偶 极 子 中 的 正 负 电荷 在 电场 中 所 受 的 力 方向 相反 , 因而 形成 力矩 . 从 式 (1.1.8) 
或 (1.1.9), 并 注意 到 电 侦 极 子 的 线 度 趋 于 零 , 即 可 算出 其 力 算 为 


L=pxE. (1.1.10) 


由 此 可 见 , 一 个 在 电场 中 能 自由 转动 的 电 偶 极 子 , 平衡 时 p 的 指向 就 是 该 点 电场 百 
的 方向 . 而 单位 电 偶 极 子 在 一 点 所 受 力矩 的 最 大 值 (也 就 是 当 p 的 方向 与 召 垂直 
时 的 力矩 值 ) 就 等 于 该 点 EE 的 数值 . 我 们 亦 可 以 用 这 种 方式 来 定义 电场 召 的 大 小 
和 方向 . 

1.1.4 电流, 电荷 守恒 定律 


电荷 的 流动 即 形成 电流 . 在 一 般 情况 下 , 要 描写 导体 中 电流 的 状态 , 仅 用 总 电 
流 了 是 不 够 的 . 而 需要 引入 电流 密度 j, 它 是 (z, 的 函数 , 表示 导体 内 每 一 点 、 每 
个 时 刻 的 电荷 流动 情况 . j 的 方向 表示 该 点 该 时 刻 电荷 流动 的 方向 , 它 的 数值 表示 
单位 时 间 内 通过 单位 横 截 面积 的 电荷 . 具体 地 说 , 取 一 块 小 面积 Ac 通过 > 点 并 与 
电流 方向 相 垂直 ( 即 为 横 截 面 ). 设 在 t 到 t+ At 时 间 内 通过 Ao 的 电荷 为 A@, 则 
了 的 数值 即 为 


jz,t) = lim 全 号 (1.1.11) 
不 难看 出 , t 时 刻 通过 任意 曲面 的 电流 应 为 
[的 = | icD ac (1.1.12) 


如 果 某 点 的 电荷 密度 为 p, 而 且 该 点 的 电荷 以 共同 的 速度 v 运动 , 则 该 点 的 电 

流 密度 就 等 于 p 习 上 vw, 即 
了 = pv. (1.1.13) 
注意 , 这 个 关系 式 只 在 上 述 条 件 下 成 立 , 并 不 能 普遍 应 用 , 如 在 均匀 导体 内 部 , 通常 
出 现 p 为 零 而 不 为 零 的 情况 . 这 是 因为 导体 内 正 负电 荷 的 速度 不 同 , 不 存在 一 个 
共同 速度 v 的 缘故 . 以 金属 导体 为 例 , 正 电荷 是 不 动 的 , 故 虽 然 其 中 的 总 电荷 密度 


p=p++p-=0, 
但 
j=prv++p-v- = pV- 
可 以 不 为 零 . 


实验 告诉 我 们 , 电荷 是 守恒 的 , 任意 区 域内 电荷 的 增加 , 都 是 通过 区 域 表面 流 
进去 的 , 因而 有 


d 。 
| pdr = -中 ‘do, (1.1.14) 
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其 中 5 为 V 的 表面 ; do 的 方向 取得 自 内 向 外 (对 封面 闭 曲面 , do 的 方向 都 是 这 样 
取 , 这 是 一 个 通 例 . 以 后 不 再 一 一 说 明 ). 式 (1.1.14) 即 为 电荷 守恒 定律 的 积分 表达 
式 . 通过 矢量 分 析 中 的 高 斯 定理 ， 


| jdo=| Vv .jdr, 
Ss V 
从 式 (1.1.14) 即 得 出 


op | , 
—dr=—| V.I7d7. 
| ot TY ” 


由 于 上 式 对 任意 体积 都 成 立 , 故 必须 被 积 函数 处 处 相等 , 即 
+yV.j=0. (1.1.15) 


这 就 是 电荷 守恒 定律 的 微分 表达 式 . 
如 果 虽 有 电荷 在 流动 , 但 各 点 的 p 和 j 都 能 保持 不 随时 间 变 化 的 , 那么 就 称 为 
稳定 流动 . 从 
dp -0 
ot 7 
得 出 稳定 的 条 件 是 
Vv.j(x) = 0. (1.1.16) 


式 (1.1.16) 也 叫做 电流 的 连续 性 方程 , 它 的 积分 形式 为 


和 .do = 0， (1.1.17) 


即 流 进 任何 封闭 面 的 总 电流 为 零 . 式 (1.1.17) 也 可 从 式 (1.1.14) 直接 得 出 . 

以 上 讨论 的 是 电流 在 一 个 体积 内 流动 的 情况 ， 如果 电 流 可 看 作 和 集中 在 一 根 线 
上 流动 时 , 那么 只 需要 用 总 电流 I(s,t) 来 描述 就 够 了 , 其 中 。 表示 沿 导线 的 长 度 变 
量 . 如 果 电 流 是 在 一 个 面 上 流动 , 则 可 定义 面 电流 密度 IT, 其 大 小 等 于 单位 时 间 内 
流 过 单位 模 截 线 上 的 电荷 (注意 , 这 时 已 不 存在 横 截面 , 代替 它 的 是 横 截 线 ) 以 后 
我 们 将 看 到 , 面 电流 常 在 磁 介质 以 及 理想 导体 的 表面 上 出 现 . 


1.1.5 ”安培 - 毕 奥 -了 萨 伐 尔 定律 ” 静 磁 场 


人 们 发 现 , 当 电 流 处 在 其 他 电流 附近 时 , 它 会 受到 作用 力 . 我 们 称 这 种 “电流 
处 在 其 中 会 受到 力 的 ”空间 为 磁场 . 同 电 场 一 样 , 在 这 里 磁场 也 还 只 是 作为 处 理 问 
题 的 手段 而 引入 的 , 更 本 质 的 意义 , 亦 留待 以 后 讨论 . 

如 果 磁 场 不 随时 间 变 化 , 就 称 为 静 磁 场 . 
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考察 一 个 稳定 的 电流 分 布 . 实验 表明 , 此 分 布 中 任何 电流 元 jdr 所 受 的 作用 力 
为 本 
dF = kjdr x | 了 (1.1.18) 


其 中 为 比例 常数 ; 忆 为 自 x/ 到 电流 元 jdr 的 距离 ; 积分 区 域 为 全 部 有 电流 存 
在 的 空间 .这 个 定律 我 们 称 为 安培 _ 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 . 注意 到 j 的 量 纲 是 [电荷 密 
度 |x [速度], 在 电荷 密度 的 量 纲 已 按 静 电 单 位 制 确定 了 的 情况 下 , j 的 量 纲 就 已 经 确 
定 . 将 式 (1.1.18) 与 库仑 定律 相 比较 , 立即 看 出 , k 应 具有 [速度 ]-? 的 量 纲 , 它 的 数 
值 可 以 通过 实验 来 测定 . 由 实验 定 出 的 结果 是 , & 正好 等 于 方 ,c 为 光 在 真空 中 的 速 
” 度 . 作为 电流 受 力 公式 中 的 比例 常数 k, 竟然 与 光速 相 联系 , 是 一 个 值得 十 分 注 
意 的 情况 . 实际 上 , 它 已 是 光 与 电磁 现象 有 本 质 联系 的 初步 显示 . 
将 的 数值 代入 式 (1.1.18), 得 


dF = jdr x | 于 六 (1.1.19) 
此 式 又 可 表示 为 1 
dF = -jdr x B, (1.1.20) 
其 中 ] filo x RR 
B(z) = :| 2 ar (1.1.21) 


称 为 z 点 的 磁 感 强度 , 它 与 电场 强度 的 地 相位 当 , 只 是 由 于 历史 上 的 原因 而 没 
有 称 作 磁场 强度 @. 我 们 在 式 (1.1.20) 右 方 放置 了 一 个 因子 >， 以 使 得 B 的 量 纲 与 
五 的 相同 . 

从 式 (1.1.20) 我 们 看 出 , jar 在 给 定 的 磁场 中 某 点 所 受 的 力 , 不 仅 与 jdr 的 大 
小 有 关 , 而 且 与 它 的 方向 有 关 . 当 7 与 该 点 的 B 正好 同 向 或 正好 反 向 时 , 所 受 的 力 
即 等 于 零 
1.1.6 ” 磁 偶 极 和 矩 和 磁 偶 极 子 


一 个 稳定 电流 分 布 的 磁 偶 极 矩 的 定义 是 
m = 元 | xz dr ， (1.1.22) 


其 中 w 代表 从 某 参考 点 (如 原点 ) 到 z' 的 距离 @. 如 果 与 力学 中 的 力矩 相 比较 , 可 
以 看 出 , m 实际 上 就 是 电流 和 矩 , 只 是 多 引入 了 一 个 常数 因子 立 而 已 . 引入 > 的 原 
因 , 是 为 了 使 磁 偶 极 矩 与 电 偶 极 矩 具有 相同 的 量 纲 . 


四 参见 3.2 节 3.2.2 小 节 . 
不 难 证 明 mm 实际 上 与 参考 点 的 位 置 无 关 , 参见 下 文 . 
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在 电流 是 沿 导线 图 流 动 的 情况 中 , 磁 偶 极 矩 化 为 
m = pr x Idl, (1.1.23) 


上 式 可 看 作 是 将 式 (1.1.22) 对 导线 横 截 面积 分 后 的 结果 : jdr' 在 对 模 截 面积 分 后 
就 给 出 Ta 由 于 稳定 时 I 是 常数 , 而 37 x dl 等 于 面积 元 da/, 故 式 (1.1.23) 可 
化 为 


m= Is, (1.1.24) 
c 


其 中 
S = [Et (1.1.25) 


上 式 右 方 的 面积 分 是 在 以 该 线圈 为 边缘 的 任 一 曲面 上 进行 的 . 由 于 式 (1.1.25) 右 方 
为 面积 元 的 矢量 和 , 故 其 结果 并 不 依赖 所 取 曲 面 的 具体 形状 , 而 只 由 其 边缘 决定 ， 
一 个 稳定 的 电流 分 布 , 总 可 按照 流 线 分 成 为 许多 细 电 流 图, 因此 式 (1.1.22) 所 
定义 的 m, 实际 上 也 与 参考 点 的 选取 无 关 . 
像 电 偶 极 子 一 样 , 我 们 称 一 个 “点 磁 偶 极 矩 ”为 磁 偶 极 子 . 磁 偶 极 极 子 在 磁场 
中 亦 会 受到 一 个 力矩 , 其 值 为 


L= | xdF = 2 |" x [j(z) x Be lar. 


通过 矢量 运算 , 并 注意 到 对 于 “点 磁 偶 极 矩 ”积分 域 的 线 度 是 趋 于 零 的 , 可 将 上 式 
化 为 (具体 推导 可 参见 3.2 节 ) 
L=mxB. (1.1.26) 


此 结果 与 电 偶 极 子 在 电场 中 所 受 的 力矩 相似 .于 是 一 个 在 磁场 中 能 够 自由 转动 的 
磁 侦 极 子 , 平衡 时 m 所 指 的 方向 同样 中 就 是 该 点 B 的 方向 , 而 单位 磁 偶 极 子 在 该 
点 所 受 力矩 的 最 大 值 同样 也 就 是 B 的 数值 . 我 们 也 可 以 用 这 种 方式 来 定义 B. 对 
于 随时 间 变 化 的 磁场 , 这 种 定义 也 适用 , 只 是 试探 磁 偶 极 子 本 身 要 是 稳定 的 . 


1.1.7 法拉第 定律 


随 着 实验 进一步 发 展 , 人 们 又 观察 到 , 当 磁 场 随 时 间 变 化 时 , 必然 伴随 着 有 电 
场 出 现 . 当时 认为 , 这 种 电场 是 由 变化 的 磁场 感应 出 来 的 , 所 以 称 它 为 感应 电场 . 这 
种 说 法 现在 看 来 虽然 并 不 确切 (从 根本 上 说 , 电场 和 磁场 都 是 由 运动 的 电荷 产生 的 
只 是 两 者 的 变化 有 一 定 的 联系 ), 但 因 在 似 稳 时 , 这 种 说 法 能 表示 出 现象 的 某 些 特 
点 , 并 具有 一 定 的 方法 上 的 意义 , 所 以 在 似 稳 范围 内 仍 一 直 在 沿用 . 

关于 上 述 “ 电 磁感应 ”现象 , 法 拉 第 从 实验 中 总 结 出 下 列 定律 : 

“同样 ”是 说 与 电 偶 极 子 在 电场 中 的 情况 相同 . 
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沿 任何 封闭 曲线 的 电场 环 量 ( 即 电 场 沿 该 曲线 的 积分 ), 与 通过 “该 封闭 曲线 所 
张 ” 曲面 的 磁 感 通 量 的 减少 率 成 正比 . 
所 谓 一 个 封闭 曲线 所 张 的 曲面 , 就 是 指 任 一 个 以 该 封闭 曲线 为 边缘 的 曲面 , 曲 
面 的 正 向 是 取得 与 封闭 曲线 的 回 向 合乎 右手 螺旋 关系 . 法 拉 第 定律 用 数学 表示 出 来 


即 为 
B.a4=-2| 2B du， (1.1.27) 


C 
其 中 5 为 封闭 曲线 工 所 张 的 曲面 . 上 式 中 的 比例 常量 为 = 是 由 实验 测定 的 中 . 
法 拉 第 定律 是 在 似 稳 范 围 内 总 结 出 来 的 实验 定律 . 所 谓 似 稳 , 粗略 地 说 , 就 是 
电流 随时 间 的 变化 较 慢 , 因而 许多 情况 的 特点 与 稳定 电流 有 相似 的 地 方 . 
在 本 节 中 , 我 们 看 到 , 不 仅 电 荷 流动 时 会 产生 磁场 ,而 且 磁 场 变化 时 又 会 “ 感 
应 ”出 电场 . 这 表明 电场 和 磁场 是 非常 紧密 相关 的 . 在 1.2 节 中 , 我 们 还 将 看 到 , 变 
化 的 电场 也 会 “感应 ”出 磁场 , 进一步 显示 出 电磁 现象 间 的 本 质 联系 . 


1.2 ”麦克 斯 韦 方程 组 和 洛 伦 效 力 公式 


在 1.1 节 里 , 我 们 概括 地 叙述 了 电磁 现象 的 一 些 实验 定律 , 这 些 定律 适用 的 范 
图 各 不 相同 . 在 本 节 里 , 我 们 的 任务 是 寻求 电磁 现象 的 普遍 规律 , 它 应 适用 于 任意 
变化 的 情况 , 而 静电 、 静 磁 和 似 稳 状 态 作为 它 的 特例 当然 也 包含 于 其 内 . 

在 电磁 场 随时 间 迅 速 变化 的 情况 下 , 要 精确 测定 每 一 点 每 个 时 刻 场 的 值 , 在 技 
术 上 是 很 困难 的 . 因此 , 普遍 的 规律 不 像 在 静电 和 静 磁 情况 那样 容易 直接 从 实验 得 
出 . 法 拉 第 定律 之 所 以 在 实验 测定 上 不 太 困难 , 一 方面 是 因为 似 稳 情况 变化 较 慢 , 另 
一 方面 该 定律 并 不 确定 每 点 的 电场 , 而 只 确定 沿 封闭 曲线 的 电场 环 量 即 所 谓 的 “ 感 
应 电动 势 ”, 这 就 在 技术 上 要 容易 得 多 . 至 于 其 中 的 磁场 , 则 是 利用 变化 较 慢 的 条 
件 , 根据 每 个 时 刻 的 电流 分 布 按 安 培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 来 确定 的 . 

根据 上 面 所 述 的 情况 , 为 了 得 到 普遍 的 规律 , 就 必须 发 挥 思维 的 能 动作 用 , 尽 
量 利用 已 知 的 特殊 情况 下 的 实验 结果 ,“ 由 此 及 彼 ” 地 从 其 中 得 到 普遍 性 的 规律 . 

怎样 才能 从 个 别 的 、 特殊 的 规律 得 到 一 般 的 、 普遍 的 规律 呢 ? 这 就 需要 对 它们 
进行 一 分 为 二 的 分 析 . 因为 一 般 性 的 东西 是 包含 在 各 个 特殊 性 的 东西 之 中 . 特殊 的 
规律 虽 有 它 的 特殊 性 , 但 必然 含有 一 定 的 普遍 性 因素 . 通过 分 析 和 比较 , 就 可 能 分 
辨 出 , 哪些 内 容 是 反映 特殊 情况 的 特点 , 哪些 内 容 则 可 能 具有 普遍 的 意义 . 


四 由 于 瑟 与 盏 晤 网 相同 ( 见 式 (1.1.21) 下 ). 故 式 (1.1.27) 右 方 的 比例 常量 量 风 为 下 度 | +， 其 什 
测 出 为 =(e 为 真空 中 光速 , 见 式 (1.1.18) 下 )， 同 样 也 是 光 与 电磁 现象 有 本 质 联系 的 某 种 显示 、 


1.2 ” 麦 克 斯 韦 方程 组 和 洛 伦 兹 力 公式 “9. 


1.2.1 ”对 库仑 定律 的 分 析 
库仑 定律 给 出 的 电场 公式 是 


E(z) = | (1.2.1) 


这 个 公式 的 内 容 可 以 分 解 成 下 述 三 个 因素 (说 明 见 下 文 ): 
(1) 在 空间 每 点 , 吾 的 旋 度 都 等 于 零 , 即 


VxE=0, (1.2.2) 
(2) 在 空间 每 点 , E 的 散 度 等 于 该 点 p 的 4r 倍 , 即 


V .五 一 4rp， (1.2.3) 


(8) 当 电荷 分 布 于 有 限 空 间 范围 内 时 ,电场 强度 马 的 数值 在 oo 处 以 总 或 更 
快 的 速度 趋 于 零 , 即 


Bg~o( 坟 )， 当 > 一 oo 时 . (1.2.4) 


从 式 (1.2.1) 可 以 导出 这 三 点 , 反 过 来 , 从 这 三 点 也 可 推出 : 分 布 于 有 限 空 间 范 围 内 
的 电荷 的 电场 表达 式 就 是 式 (1.2.1). 这 就 说 明 , 这 三 点 已 全 部 概括 了 式 (1.2.1) 的 
全 部 内 容 . 下 面 再 分 别 予以 说 明 . 

第 一 点 , 即 式 (1.2.2). 它 等 效 于 说 , 静电 场 是 一 个 保守 场 , 亦 即 对 任何 回路 


js .dl =0. (1.2.5) 


关于 式 (1.2.2) 同 (1.2.5) 的 等 效 性 , 可 以 从 矢量 分 析 中 的 斯 托 克 斯 定理 来 证 明 ， 
因此 , 我 们 只 要 从 式 (1.2.1) 推出 式 (1.2.5) 就 行 了 . 对 于 一 个 点 电荷 所 产生 的 电场 ， 
不 难 通过 直接 的 计算 来 证 明 式 (1.2.5). 这 在 普通 物理 中 已 经 学 过 , 就 不 再 重复 . 至 
于 一 个 体 分 布 的 电荷 , 则 可 以 分 成 为 许多 小 电荷 元 , 对 每 个 小 电荷 元 应 用 点 电荷 的 
结果 , 就 可 得 出 式 (1.2.5). 

另外 , 直接 对 式 (1.2.1) 取 旋 度 , 利用 对 z 的 微分 与 对 z' 的 积分 的 次 序 的 可 交 
换 性 , 以 及 公式 

Vx 项 =0, (1.2.6) 

亦 可 得 出 式 (1.2.2). 式 (1.2.6) 可 用 直接 的 计算 来 证 明 . 这 两 种 方法 实质 上 是 一 样 
的 . 
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第 二 点 即 式 (1.2.3), 它 等 效 于 奥 - 高 定理 中 , 它 的 内 容 是 : 
通过 静电 场 中 任 一 封闭 曲面 5 的 电场 能 量 . 等 于 该 曲面 内 所 包含 的 总 电荷 的 
4r 倍 , 即 
| | E.do= 人 | pdT = 4rQ， (1.2.7) 
s V 


式 (1.2.3) 与 (1.2.7) 的 等 效 性 , 可 以 通过 矢量 分 析 中 的 高 斯 定理 来 证 明 . 因此 , 只 要 
能 从 库仑 定律 推出 式 (1.2.7) 就 够 了 .我 们 可 以 像 普通 物理 中 所 作 的 那样 , 先 就 一 
个 点 电荷 9 的 情况 来 证 明 


和 .ao 一。 当 册 而 5 不久 9 在 内 时 | 
s 4rg，。 当 曲 面 5 包含 g 在 内 时 ， 


然后 把 体 分 布 的 电荷 分 成 为 许多 小 电荷 元 , 并 将 每 个 电荷 元 作为 点 电荷 来 处 理 , 这 
样 即 可 证 明 式 (1.2.7). 另外 的 办 法 , 直接 对 式 (1.2.1) 取 散 度 , 并 交换 微分 和 积分 的 
次 序 , 再 利用 公式 (参见 2.4 节 ) 

V， 项 = 4r6g(z 一 了 )， (1.2.8) 
亦 可 径直 地 得 出 式 (1.2.3). 

第 三 点 是 显然 的 . 

这 样 , 从 库仑 定律 的 电场 公式 (1.2.1) 能 够 导出 式 (1.2.2)~(1.2.4), 就 得 到 了 证 
明 . 反 过 来 , 从 微分 方程 式 (1.2.2) 和 (1.2.3) 出 发 , 用 它们 来 求解 瓦 , 再 以 式 (1.2.4) 
作为 边界 条 件 , 也 可 以 推出 式 (1.2.1)( 推 导 从 上 略 ). 这 说 明 , 由 式 (1.2.2)~(1.2.4) 所 述 
三 个 因素 与 式 (1.2.1) 是 完全 等 价 的 . 

以 上 的 分 析 , 不 仅 对 于 我 们 下 面 寻求 普遍 规律 有 着 十 分 重要 的 意义 ,而 且 对 于 
解决 具体 静电 问题 本 身 也 是 极 有 用 的 : 从 EE 的 旋 度 恒 等 于 零 , 可 以 引入 一 个 静电 
势 p, 这 就 使 得 求解 静电 场 的 问题 大 为 简化 (参见 第 二 章 ). 至 于 奥 -高 定理 的 应 用 ， 
在 电荷 分 布 很 对 称 的 情况 , 往往 可 从 库仑 定律 先 得 出 电场 分 布 所 具有 的 对 称 性 . 这 
时 利用 它 常常 能 够 极其 方便 地 确定 电场 分 布 . 这 在 普通 物理 中 也 已 经 学 过 , 我 们 就 
不 再 重复 讲述 . 

1.2.2 ”对 安培 一 毕 奥 一 萨 伐 尔 定律 的 分 析 
安培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 给 出 的 磁场 公式 是 ( 见 式 (1.1.21)) 


B(z) = -= | JE ar (1.2.9) 


它 同样 可 以 分 解 为 下 面 三 个 因素 : 
@ 此 定理 通常 也 称 为 高 斯 定理 . 
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(1) 在 空间 每 点 , B 的 散 度 都 等 于 零 , 即 


vV.B=0, (1.2.10) 
(2) 在 空间 每 点 , B 的 旋 度 等 于 该 点 了 的 和 傍 , 即 
vxB= 人 (1.2.11) 


(3) 当 电 流 分 布 于 有 限 空间 内 时 , 磁 感 强度 B 的 数值 在 co 远 处 以 元 3 ” 或 更 快 
的 速度 趋 于 零 , 即 
B~ 0 (去 )， 当下 一 oo 时 . (1.2.12) 


第 一 点 的 证 明 如 下 : 对 式 (1.2.9) 取 散 度 , 并 交换 微分 和 积分 的 次 序 , 得 出 


1 , R 
VvV.B= :| (st) x 部) dr ， 


而 根据 矢量 分 析 中 的 公式 , 又 有 


v.(ix 若 )- (V x)): 项- (vx 叉 )- 
由 于 7 只 是 源 变量 xz' 的 函数 , 故 它 对 场 变量 z 的 微分 (如 上 式 中 的 Vx j) 等 于 零 . 


上 式 中 的 第 二 项 亦 由 式 (1.2.6) 而 等 于 零 . 于 是 即 得 出 式 (1.2.10). 
通过 高 斯 定理 , 式 (1.2.10) 与 下 式 等 效 : 


| B.do = 0， (1.2.13) 
Ss 


其 中 5 为 任意 封闭 曲面 . 也 就 是 就 ,“ 磁 感 线 是 处 处 连续 的 ”, 进入 任意 封闭 曲面 
内 的 磁 感 通 量 , 都 与 出 来 的 磁 感 通 量 相等 . 
第 二 点 即 式 (1.2.11) 等 效 于 安培 回路 定理 , 其 内 容 是 : 
沿 磁场 中 任意 封闭 曲线 的 磁 感 环 量 , 等 于 通过 该 曲线 所 张 曲 面 的 总 电流 工 的 
4n 倍 . 即 
$s ‘dl = 入 |; do = 2. (1.2.14) 


式 (1.2.11) 可 以 通过 矢量 分 析 的 运算 并 利用 电流 稳定 的 条 件 从 式 (1.2.9) 推出 , 具 
体 推导 此 处 从 略 (可 参见 3.1 节 中 的 附注 ). 

第 三 点 同样 是 明显 的 . 

反 过 来 , 将 式 (1.2.10) 和 (1.2.11) 作为 微分 方程 来 求解 B, 并 用 式 (1.2.12) 作 
为 边界 条 件 , 亦 可 解 出 式 (1.2.9). 这 表明 , 由 式 (1.2.10)~(1.2.11) 表述 的 三 个 因素 
与 式 (1.2.9) 也 是 完全 等 价 的 . 
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同 静 电 的 情况 一 样 , 以 上 的 分 析 , 不 仅 对 寻求 普遍 规律 十 分 重要 , 对 于 解决 静 磁 
问题 本 身 也 是 很 有 用 的 . B 的 散 度 等 于 零 , 允许 我 们 引入 一 个 矢量 势 4 来 处 理 静 
磁 问 题 (参见 第 三 章 ). 至 于 安培 回路 定理 , 在 电流 分 布 对 称 的 情况 , 可 以 从 安培 - 毕 
奥 - 萨 伐 尔 定律 预先 判定 磁场 的 对 称 性 时 , 往往 可 用 它 来 简便 地 求 出 磁场 分 布 . 


1.2.3 ”对 法 拉 第 定律 的 分 析 


法 拉 第 定律 的 数学 表示 为 式 (1.1.27). 通过 斯 托 克 斯 定理 , 可 得 它 与 下 述 微分 


方程 等 效 : 
7x 巨 =-152， (1.2.15) 
eat 


即 五 的 旋 度 正比 于 B 随时 间 的 减少 率 . 另外 , 利用 数学 公式 


V.VxE=0, (1.2.16) 
从 式 (1.2.15) 可 得 

(9 .B) = (1.2.17) 
即 B 的 散 度 与 时 间 无 关 , 于 是 可 表示 为 

vV.B=vw(z). 


其 中 y 为 某 个 空间 坐标 的 函数 ， 显 然 % 必须 恒 等 于 零 , 否则 将 与 静 磁 场 的 结果 
.B= 0 相 矛 盾 . 因为 我 们 总 可 以 设想 在 以 后 某 个 时 间 , 通过 安排 , 使 电流 最 后 
达到 稳定 ; % 车 不 等 于 零 , 则 每 一 点 的 Y . B 就 等 于 一 个 不 随时 间 变 化 的 常数 , 在 
以 后 达到 稳定 时 亦 将 不 等 于 零 , 这 就 与 式 (1.2.10) 矛盾 . 由 此 可 见 , 对 变化 的 磁场 
仍 有 

vyV.B=0. (1.2.18) 


式 (1.2.15) 和 (1.2.18) 就 是 我 们 分 析 法 拉 第 定律 所 得 到 的 两 个 结论 . 
1.2.4 ”麦克 斯 韦 方程 


我 们 总 结 一 下 前 面 分 析 的 结果 ， 对 它们 进行 比较 并 将 它们 与 另 一 实验 事实 
一 一 电荷 守恒 定律 相 比 较 , 以 考虑 其 中 那些 可 能 具有 普遍 意义 , 即 可 能 推广 成 为 
普遍 性 的 规律 . 

由 库仑 定律 分 析出 来 的 第 一 个 方程 式 (1.2.2), 根据 法 拉 第 定律 , 在 磁场 变化 的 
情况 下 已 不 成 立 ， 实际 上 它 只 是 法 拉 第 定律 式 (1.2.15) 在 静电 或 静 磁 情况 时 的 特 
例 . 在 一 般 情况 , 我 们 将 把 它 用 式 (1.2.15) 代替 . 这 样 做 也 包含 了 一 些 假定 , 因为 法 
拉 第 定律 虽然 是 在 非 稳定 的 情况 下 得 到 的 , 但 只 限于 变化 较 慢 的 范围 , 而 现在 却 要 
推广 到 更 一 般 的 情况 , 包括 迅 变 的 范围 中 去 . 


1.2 “麦克斯韦 方 程 组 和 洛 伦 效力 公式 . 13 . 


由 库仑 定律 分 析出 的 第 二 个 方程 式 (1.2.3), 用 电力 线 的 语言 来 说 就 是 : 每 单位 
正 电荷 都 发 散 通 量 为 4x 的 电力 线 , 而 每 单位 负电 荷 都 收 聚 通 量 为 4r 的 电力 线 . 可 
以 设想 , 在 一 般 情 况 即 电荷 做 任意 运动 时 , 电力 线 的 具体 分 布 虽然 与 静电 不 会 一 样 ， 
但 单位 电荷 发 散 或 收 育 的 电力 线 总 通 量 仍然 不 变 , 即 还 等 于 4r. 因此 , 我 们 假设 式 
(1.2.3) 可 以 直接 推广 到 一 般 情况 , 即 


Vv:.E=4np (1.2.19) 


普遍 都 成 立 . 

由 安培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 分 析 的 第 一 方程 式 (1.2.10), 根据 上 面 对 法 拉 第 定律 
的 分 析 , 在 似 稳 情 况 下 亦 成 立 ( 见 式 (1.2.18)), 而 且 它 是 式 (1.2.15) 成 立 的 先决 条 
件 , 现在 式 (1.2.15) 既 已 推广 到 一 般 情况 , 它 必 须 也 随 之 推广 出 去 . 

至 于 由 安培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 分 析出 来 的 第 二 个 方程 式 (1.2.11) 或 与 它 等 效 
的 式 (1.2.14), 虽然 没有 不 稳定 情况 的 实 
验资 料 , 也 可 以 看 出 它 不 可 能 适用 于 一 般 
情况 . 例如 , 考察 图 1.2.1 的 例子 , 对 于 图 
中 的 封闭 曲线 (如实 线 所 示 ), 其 所 张 的 
曲面 可 以 有 不 同 的 取 法 , 例如 图 中 所 示 的 
51 和 52( 两 个 虚线 ),. 而 式 (1.2.14) 右 方 的 ”图 1.2.1 用 来 说 明 式 (1.2.14) 一 般 不 成 立 
面积 分 对 S, 和 52 是 不 同 的 , 这 就 使 得 该 的 实例 
式 失去 了 意义 , 从 而 不 可 能 直接 推广 到 不 


稳定 的 情况 . 
式 (1.2.14) 不 能 推广 的 实质 在 于 , 这 种 推广 是 与 电荷 守恒 定律 相 矛 盾 的 : 按照 
式 (1.2.14), 对 工 所 张 的 任 二 个 曲面 5 和 52, 应 有 


| jdo =| 了 7. do， 
S1 S2 


上 式 可 化 为 
$3 .do =0, (1.2.20) 
其 中 5 为 9 和 52 所 合成 的 封闭 曲面 . 而 在 不 稳定 情况 , 电荷 守恒 定律 给 出 


. Op 
,dr 一 -| 二 
7 了 7. de |, Bt d7, 


它 ( 指 上 式 左 方 ) 一 般 不 为 零 , 这 就 与 式 (1.2.20) 相 了 矛盾 . 
直接 考察 式 (1.2.11), 这 种 矛盾 更 加 明显 . 对 式 (1.2.11) 取 散 度 , 由 于 


V:VxB=0, 
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故 得 出 
V.7=0. 
而 电荷 守恒 定律 却 告诉 我 们 , 在 不 稳定 情况 下 . 
本 .j= 1Dp0 
一 


即 Y .了 一 般 不 为 零 . 既然 电荷 守恒 定律 是 实验 所 证 实 的 规律 , 那么 “ 式 (1.2.11) 必 
须 经 过 修改 才能 推广 ”就 成 为 不 可 避免 的 事 ， 
根据 已 经 推广 的 式 (1.2.3), 有 


ap - 工 了 .1 人 2 
用 = 去 7 (要 )， 


因此 , 若 将 式 (1.2.11) 推广 为 
Vx 互 =- 刺 +T (1.2.21a) 


则 对 上 式 取 散 度 时 , 由 于 式 (1.2.3) 已 推广 到 一 般 情况 , 上 述 了 矛盾 就 被 消除 . 在 静 磁 
情况 , 式 (1.2.21a) 化 为 式 (1.2.11), 因而 式 (1.2.21a) 亦 不 与 原来 的 静 磁 实验 结果 相 
冲突 . 

与 式 (1.2.21a) 等 效 的 积分 形式 是 

和 ea = :| 安 .do+ 失 /. (1.2.21b) 

在 一 般 情况 , 须 用 上 式 来 取代 式 (1.2.14). 

修改 后 的 公式 (1.2.21a) 和 (1.2.21b) 告诉 我 们 , 不 仅 电流 能 产生 磁场 , 变化 的 
电场 也 能 “感应 ”出 磁场 , 正 像 法 拉 第 定律 中 变化 的 磁场 能 “感应 ”出 电场 一 样 , 所 
不 同 的 只 是 有 一 个 符号 的 相差 . 即 磁场 的 数值 增加 时 “感应 ”的 电场 是 左旋 的 , 而 
电场 的 数值 增加 时 ,“ 感 应 ”的 磁场 却 是 右 旋 的 , 如 图 1.2.2 所 示 . 

图 1.2.2(a) 表示 当 磁 场 ( 实 线 ) 增加 时 所 “感应 ”的 电场 (虚线 ). 

图 1.2.2(b) 表示 当 电 场 (虚线 ) 增加 时 所 “感应 ”的 磁场 ( 实 线 ). 


图 1.2.2 ”电场 与 磁场 闻 的 感应 
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上 面 所 推广 的 四 个 方程 式 


(1.2.22) 


cot c 
合 起 来 就 称 为 麦克 斯 韦 方程 组 , 其 中 前 二 式 规定 了 电场 的 散 度 和 旋 度 , 后 二 式 规定 
了 磁场 的 散 度 和 旋 度 , 并 且 通 过 第 二 式 和 第 四 式 把 电场 和 磁场 联系 起 来 . 在 1.3 节 
中 将 看 到 , 这 种 联系 正 是 电磁 场 以 波 的 形式 运动 所 不 可 少 的 因素 . 
式 (1.2.22) 是 麦克 斯 韦 方程 组 的 微分 形式 , 它们 的 积分 形式 是 


.ac 一 47Q， 


.4= 二 | 元 . —/. .2.2 
ts dl :| rdot+—I (1.2.23) 


积分 形式 与 微分 形式 在 物理 内 容 上 是 一 致 的 , 在 电荷 和 电流 都 是 体 分 布 情况 下 , 两 
者 也 是 完全 等 价 的 , 但 积分 形式 有 更 好 的 适用 性 . 例如 , 在 有 面 电 荷 或 面 电流 的 情 
况 , 在 面 的 两 侧 , 电磁 场 有 一 个 突变 , ER 和 B 的 微 商 在 普通 意义 下 已 不 存在 中 , 而 
它们 的 积分 却 是 存在 的 . 
1.2.5“ 洛 伦 兹 力 公式 

麦克 斯 韦 方 程 组 在 确定 电磁 场 分 布 及 其 变化 方面 来 说 , 是 一 组 完整 的 方程 . 就 
是 说 , 当 电 荷 分 布 及 其 运动 给 定时 , 用 麦克 斯 韦 方程 组 加 上 边 值 条 件 和 初 值 条 件 就 
可 以 完全 地 决定 电磁 场 的 分 布 和 变化 . 

但 车 电荷 运动 的 情况 不 是 给 定 的 , 也 需要 根据 电磁 场 对 它 的 作用 去 求解 , 那么 
还 必须 知道 电磁 场 对 它们 的 作用 力 . 然后 将 麦克 斯 韦 方 程 组 和 电荷 的 运动 方程 联 
立 起 来 求解 . 

关于 电磁 场 对 电荷 和 电流 的 作用 力 , 以 前 有 二 个 公式 , 一 是 由 库仑 定律 给 出 的 
更 止 电荷 所 受 的 电场 的 力 , 这 种 情况 下 的 力 密度 为 


了 = 0 万 ， 


@ 我 们 说 “在 普通 意义 下 ”, 是 因为 若 引入 二 维 的 5 函数 , 仍 可 将 此 情况 下 的 微 商 用 函数 表示 出 来 , 换 
句 话说 , 微 商 仍 是 “存在 ”的 . 
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另 一 是 安培 - 毕 奥 _ 萨 伐 尔 定律 所 给 出 的 稳定 电流 元 所 受 的 磁场 作用 力 , 其 力 密度 为 
f= > jxB. 


洛 伦 兹 把 上 述 公式 推广 到 一 般 的 情况 , 即 对 于 运动 的 带电 体 ( 设 电荷 密度 为 p(z)， 
速度 为 v(z), z 的 意义 见 (1.1.3) 式 下 ), 由 于 同时 有 电荷 和 电流 , 将 同时 受到 电场 和 
磁场 的 作用 . 洛 伦 兹 假定 , 不 论 带电 体 做 何 种 运动 , 力 密度 都 由 下 式 决 定 : 


1., 
f=pEr 23 xB 
=pE+ ipv xB. (1.2.24) 


式 (1.2.24) 称 为 洛 伦 效力 公式 . 需要 注意 的 是 , 上 式 中 的 EB 和 B 为 该 点 的 总 电场 
和 总 磁场 , 包括 带电 体 自 己 产生 的 场 在 内 . 需要 指出 的 是 , 场 是 物质 的 一 种 形态 ( 见 
下 文 ), 自己 产生 的 场 对 自己 的 作用 , 并 不 等 于 自己 对 自己 的 作用 . 

麦克 斯 韦 方程 组 和 洛 伦 兹 力 公 式 的 建立 , 都 经 过 推广 的 步骤 . 这 种 推广 在 当初 
只 是 一 个 假定 或 一 种 假说 . “建立 在 一 定 实验 基础 上 的 假说 ”在 自然 科学 的 发 展 中 
起 着 重要 的 作用 . 恩格斯 曾经 指出 ,，“ 只 要 自然 科学 在 思维 着 , 它 的 发 展 形式 就 是 
假说 .” 一 种 假说 是 否 正确 , 要 靠 进一步 的 实践 来 检验 . 麦克 斯 韦 从 方程 组 (1.2.22) 
得 出 电磁 场 的 运动 具有 波 的 特性 , 而 且 它 在 真空 中 传播 的 速度 就 是 光速 c. 他 由 此 
提出 了 光 的 电磁 学 说 , 把 原来 物理 学 中 不 同 的 领域 (电磁 和 光 ) 统一 了 起 来 . 后 来 
赫 效 果然 用 实验 方法 产生 出 电磁 波 . 光 的 电磁 学 说 也 为 光 的 反射 折射 强度 等 性 质 所 
证 实 . 此 后 大 量 的 实践 都 证 明 麦 克 斯 韦 方 程 组 是 正确 的 . 洛 伦 效 力 公式 在 实践 中 也 
获得 了 证 实 . 它们 ( 指 麦 克 斯 韦 方 程 组 和 洛 伦 兹 力 公式 ) 同 电荷 守 便 定律 


Vj+ 革 =0 (1.2.25) 


或 其 积分 形式 
和 ‘do+ -0 (1.2.26) 


合 在 一 起 , 构成 了 电动 力学 的 基础 . 这 些 就 是 我 们 所 要 寻求 的 电磁 现象 的 基本 定律 . 


1.3 电磁场 的 波动 性 ”平面 电磁 波 


麦克 斯 韦 方程 组 和 洛 伦 兹 力 公 式 既 然 是 电磁 现象 的 基本 规律 , 那么 它们 应 当 能 
对 电磁 现象 的 本 质 有 进一步 的 揭示 . 事实 也 是 这 样 . 首先 , 根据 麦克 斯 韦 方程 组 , 可 
以 得 出 , 在 不 稳定 情况 下 , 电磁 场 的 变化 具有 波动 的 性 质 , 这 种 以 波动 形式 传播 的 
电磁 场 就 叫做 电磁 波 , 它 在 真空 中 传播 的 速度 即 为 方程 组 中 出 现 的 参数 c( 其 值 为 
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真空 中 光速 , 见 p.6). 这 又 令 人 想到 , 光 可 能 就 是 波长 在 特定 范围 的 电磁 波 . 人 类 对 
电磁 波 的 认识 , 把 物理 学 推进 到 一 个 新 阶段 . 一 方面 , 不 仅 在 电磁 波 理论 的 基础 上 
把 光学 和 电磁 学 统一 了 起 来 , 而 且 随后 还 把 这 种 统一 扩展 到 热 辐射 、X 射线 和 7 射 
线 . 并 在 揭示 物质 的 微观 结构 中 起 了 重大 的 作用 . 另 一 方面 , 由 于 电磁 波 在 实践 中 
获得 了 日 益 广泛 和 重要 的 应 用 , 使 得 物理 学 得 到 更 强 有 力 的 推动 迅速 地 向 前 发 展 . 
在 本 节 中 , 我 们 阐明 电磁 场 的 波动 性 . 并 有 具体 讨论 平面 电磁 波 的 特点 , 


1.3.1 ”电磁 场 波动 性 的 定性 分 析 


考察 一 个 电容 器 , 当 它 被 充电 以 后 , 其 周围 就 分 布 有 静电 场 . 现在 我 们 使 它 在 
时 刻 如 通过 火花 隙 进行 放电 , 并 设 在 5t 时 间 内 放电 过 程 完毕 . 于 是 到 如 + 8t 时 
刻 , 电容 器 两 极 上 的 电荷 完全 消失 , 电流 也 已 停止 .我 们 问 : 当 电荷 分 布 完全 消失 
的 时 候 , 是 否 它 所 产生 的 电场 也 随 之 都 立即 消失 呢 ? 

也 许 有 人 会 回答 说 , 既然 电容 器 两 极 上 已 经 没有 电荷 , 按照 库仑 定律 , 周围 空 
闻 当 然 也 没有 电场 . 我 们 要 指出 , 这 种 从 库仑 定律 得 出 的 结论 , 在 此 是 不 正确 的 , 至 
少 是 不 完全 正确 的 ， 因 为 这 里 所 处 理 的 不 是 一 个 静止 状态 , 而 是 一 个 变化 的 过 程 . 
对 于 变化 的 过 程 , 不 能 应 用 库仑 定律 , 而 必须 根据 麦克 斯 韦 方程 组 来 进行 分 析 . 

我 们 来 考察 远离 电容 器 的 某 一 点 P 的 场 . P 点 要 从 原来 有 电场 转 到 没有 电场 ， 
需要 经 历 一 个 变化 的 过 程 . 任 一 点 的 电场 能 够 发 生变 化 的 条 件 是 什么 呢 ? 根据 麦克 
斯 韦 方 程 组 ， 

=cV x B- 4n. (1.3.1) 
由 此 可 见 , 只 有 上 式 右 方 的 值 不 为 零 时 . 吾 才能 开始 变化 . 可 是 在 离开 电容 器 的 P 
点 , 7 是 等 于 零 的 , 而 且 原 来 只 有 电场 , 在 该 点 及 其 邻 域 并 无 磁场 . 这 样 , 在 PP 点 ， 
式 (1.3.1) 右 方 等 于 零 . 是 不 是 放电 时 电容 器 及 火花 阶 上 的 电流 会 立即 在 P 点 产生 
磁场 呢 ? 也 不 会 的 , 因为 安培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 在 这 里 也 不 适用 ( 它 只 适用 于 稳定 
电流 情况 )， 我 们 仍 必须 根据 麦克 斯 韦 方程 组 来 分 析 P 点 出 现 磁 场 需要 什么 条 件 . 


由 麦克 斯 韦 方程 组 
oB 


ot 
只 有 V x 吾 不 等 于 零 时 , 磁场 才能 开始 出 现 ， 可 是 原来 的 静电 场 旋 度 为 零 ， 因 此 
在 已 点 邻 域 电场 发 生 改 变 之 前 , 磁场 是 不 会 在 已 点 出 现 的 . 这 样 , P 点 电场 的 改 
变 , 有 赖 于 该 点 磁场 旋 度 变 得 “不 为 零 ”, 而 磁场 的 出 现 , 又 有 赖 于 该 点 电场 旋 度 变 
得 不 为 零 . 这 种 相互 制约 的 关系 使 得 P 点 的 静电 场 不 可 能 立即 消失 . 那么 变化 过 
程 又 是 怎样 实现 的 呢 ? 我 们 还 要 回 到 电容 器 所 在 的 地 方 . 在 那里 , 放电 时 7 变 得 不 
为 零 , 由 式 (1.3.1), 这 些 点 的 吾 将 发 生变 化 . 从 而 使 这 些 点 及 与 它们 无 穷 邻 近 处 的 
Vx 五 不 再 为 零 , 这 将 导致 这 些 点 及 邻近 处 出 现 磁场 . 同时 , 磁场 在 这 些 点 出 现 , 其 


= -cV x 也， (1.3.2) 
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无 穷 邻 近 处 的 Y x B 将 不 为 零 , 因而 又 导致 其 邻近 处 电场 发 生变 化 .……… . 变化 
过 程 就 是 这 样 由 近 及 远 逐 步 进行 的 . 实际 上 这 就 是 一 个 “电磁 波 的 传播 过 程 ”: 在 
放电 期 间 产生 了 一 个 脉冲 电磁 波 , 它 以 速度 c 向 外 传播 . 设 到 t 时 此 脉冲 波 位 于 图 
1.3.1 中 的 区 域 工 内 . 在 脉冲 波 尚未 到 达 的 地 方 ( 即 下 图 中 区 域 I ) 仍然 保持 着 原来 
的 静电 场 . 在 脉冲 波 过 后 的 地 方 (区 域 ID), 场 变 成 为 零 . 


I 


2 \ 


图 1.3.1 t 上 时 刻 场 的 分 布 区 (t > 如 ) 
六 的 一 cf 一 如 hra 的 = c(t 一 to 一 564) 工 : 静电 场 区 ， 工 ; 脉冲 波 区 , II: 无 场 区 
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以 上 的 定性 分 析 虽 然 大 体 说 明了 事情 的 要 点 , 但 还 不 是 一 个 证 明 . 证 明 必 须 建 
立 在 定量 处 理 的 基础 上 . 下 面 我 们 就 从 麦克 斯 韦 方程 组 


V.E = 47np, 


vxE-_!3 


c ot’ 
VY.B=0, 
10E 47x. 


B= 人 + 二 .3. 
Vx -+ (1.3.3) 


出 发 , 证 明 在 不 稳定 情况 下 , 电场 和 磁场 都 满足 波动 方程 , 因而 它们 的 变化 是 以 波 
传播 的 形式 进行 的 , 而 变化 的 电荷 电流 就 是 激发 电磁 波 的 源 . 

为 了 找 出 电场 随时 间 的 变化 同 它 自己 随 空间 变化 的 关系 , 我 们 将 式 (1.3.3) 第 
四 式 对 t 作 微 商 , 然后 用 式 (1.3.3) 第 二 式 代入 以 消去 磁场 , 由 此 得 到 : 


2 . 
ZR YX(VxBE)- -二 训 


VE VV.B_ 7S 
=V? 盏 -V(Y .可 -已 遍 : 
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再 利用 式 (1.3.3) 第 一 式 即 得 出 
V2E— 9 = 4r (vv 十 二 ) . (1.3.4) 


同样 , 若 从 式 (1.3.3) 第 二 和 第 四 式 消去 巨 , 可 得 
v2B 


式 (1.3.4) 和 (1.3.5) 都 是 非 齐 次 的 波动 方程 , 其 中 的 非 齐 次 项 ( 即 方程 右 方 的 项 ) 代 
表 波 动 的 源 . 这 表明 在 不 稳定 情况 下 , E 和 B 都 是 以 波 的 形式 运动 , 而 变化 的 电荷 
电流 即 为 激发 波动 的 源 , 它们 可 以 放射 或 吸收 电磁 波 . 对 此 问题 的 进一步 讨论 , 将 
在 第 四 和 第 五 章 中 进行 . 

根据 波动 的 性 质 . 我 们 知道 , 已 经 放射 出 来 的 电磁 波 , 即使 在 放射 它 的 源 消失 
后 , 仍然 继续 存在 并 向 前 传播 . 这 可 从 非 齐 次 波动 方程 的 解 来 证 明 (参见 4.1 节 ), 从 
我 们 前 面 所 作 的 定性 讨论 , 以 及 日 常生 活 中 水 波 和 声波 的 实例 , 也 都 可 以 清楚 地 看 
出 这 一 点 . 

在 以 上 的 讨论 中 , 我 们 得 出 了 这 样 的 结果 : 电磁 场 可 以 脱离 电荷 电流 而 单独 存 
在 (如 在 上 述 电容 器 放电 完毕 以 后 ), 并 以 波 的 形式 运动 . 这 一 结论 已 经 能 够 使 我 们 
认识 到 电磁 场 本 身 是 一 种 客观 的 存在 , 而 不 是 描述 电荷 之 间或 电流 之 间作 用 力 的 一 
种 手段 . 关于 电磁 场 的 物质 性 , 我 们 还 要 在 1.4 节 作 进一步 讨论 . 
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我 们 考虑 空间 中 没有 电荷 电流 而 只 有 电磁 波 存在 的 情况 (如 上 例 中 放电 完毕 
以 后 ). 这 种 情况 下 的 电磁 波 称 为 自由 电磁 波 , 意思 是 说 它 不 受 电荷 电流 的 作用 . 
在 自由 电磁 波 的 情况 下 , E 和 B 满足 的 波动 方程 是 齐 次 的 , 即 


= -Vxj. (1.3.5) 


v2B-— 二 0 (1.3.6) 


需要 指出 的 是 , 并 不 能 从 上 式 得 出 结论 说 : 电场 和 磁场 之 间 是 无 关 的 、 它 们 彼此 独 
立地 进行 运动 和 变化 . 实际 上 , 波动 方程 (1.3.4) 和 (1.3.5) 作为 麦克 斯 韦 方程 组 的 
推论 , 只 反映 了 该 方程 组 的 一 部 分 内 容 , 我 们 还 必须 补充 上 一 个 散 度 方程 和 一 个 旋 
度 方程 , 例如 式 (1.3.3) 中 的 第 一 式 和 第 二 式 , 才能 概括 它 的 全 部 内 容 . 在 自由 电磁 
波 情况 下 , 它们 化 为 


Vy:E=0, 
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ca 
它们 的 含义 将 在 下 文中 说 明 [ 见 式 (1.3.17) 下 ]. 

下 面 我 们 来 考察 式 (1.3.6) 的 一 种 特 解 , 即 平面 电磁 波 . 它 代表 具有 单一 频率 和 
波长 并 具有 单一 传播 方向 的 波 . 

令 忆 代表 马 或 B 的 任 一 个 角 分 量 值 , 则 平面 波 的 解 为 


F; = Focos(k .Zz — wt+ 0;), (1.3.8) 
它 满足 波动 方程 (1.3.6) 的 条 件 是 


VxE=-— (1.3.7) 


k= <. (1.3.9) 


Cc 

式 (1.3.8) 中 yo 代表 振幅 即 振动 的 幅度 , 而 (k- 
z 一 wt 十 人 9;) 代表 振动 的 相位 . 不 难看 出 , Fy 的 
等 相 面 是 垂直 于 k 的 平面 , 因为 对 于 一 个 垂直 
于 的 平面 上 的 所 有 点 , R.z = kd 为 一 常数 (d 
4 为 原点 到 该 平面 的 垂直 距离 , 见 图 1.3.2). 对 于 
[AAA d 的 值 相差 下 的 两 个 平面 ,其 相位 正好 相差 2r. 

0 这 就 意味 着 波长 等 于 


也 


图 1.3.2 平面波 的 等 相 面 om 
入 = 元 . (1.3.10) 


矢量 称 为 波 矢量 , 知道 了 , 就 完全 决定 了 等 相 面 和 波长 . 

式 (1.3.8) 中 的 w 称 为 角 频 率 , 它 代表 单位 时 间 内 相位 角 的 改变 值 , 而 v = 去 
即 为 单位 时 间 内 相位 改变 的 周 数 , 称 为 周 频率 . 有 时 w 和 v 都 简称 为 频率 . 

对 于 具有 确定 相位 6 的 等 相 面 , d 与 上 之 闻 满 足下 列 关 系 : 


0O = kd— wt+0;, 
或 


LO 1 
d= Et F(0 —0;)- (1.3.11) 


由 此 可 见 , 该 等 相 面 到 原点 的 距离 d 随 着 t 而 直线 增长 ， 即 该 等 相 面 以 一 定 的 速 
度 向 前 传播 . 此 速度 称 为 波 的 相 速 . 由 式 (1.3.11) 其 值 为 (水 等 于 v 和 )， 按 照 式 


(1.3.9), 和 必须 等 于 波动 方程 式 (1.3.6) 中 的 常数 c, 即 光 在 真空 中 的 相 速 度 . 这 个 
结果 是 光 的 电磁 理论 的 重要 根据 之 一 . 
为 了 运算 的 方便 , 通常 把 平面 波 的 直角 分 量 表 示 成 复数 形式 : 


B 一 Fjoei(k'® t+0), 


1.3 ”电磁 场 的 波动 性 ”平面 电磁 波 “21. 


并 理解 为 实际 上 只 取 其 中 的 实数 部 分 . 我 们 还 可 以 把 因子 ey 吸收 到 Fo 中 去 , 而 
简单 地 写成 

Fy = Fyoe'(®®—%), (1.3.12) 
在 上 式 中 io 已 是 复数 . 这 样 和 B 即 可 表示 成 


E= Eoei(k®-—%t) 
B= Boei(em (1.3.13) 


Eo 和 Bo 一 般 皆 为 复 矢量 , 因 它 们 的 分 量 可 以 为 复数 ; 
Eo 一 五 01721 十 Eo2n2 十 Eoan3 一 五 0 十 i0， 


Bo = Boini 十 Bozn2 十 Bosns = Bo 十 iB6. (1.3.14) 


Eh 和 EY 分 别 为 Bo 的 实 部 和 虚 部 , Bo 和 BO 为 Bo 的 实 部 和 虚 部 . 
Eo 和 Bo 分 成 实 部 和 虚 部 的 实际 含义 , 在 将 式 (1.3.14) 代入 式 (1.3.13) 并 取 
实数 部 分 后 即 可 看 出 . 例如 对 于 电场 , 得 


E= Ecos(k.z—wt)+ Ecos (kz—wtt+3). 


这 表明 巨 等 于 两 个 具有 确定 相位 的 线 振动 的 又 加 , 一 个 初 相位 为 零 , 一 个 初 相位 
为 3, 两 者 的 振幅 即 分 别 为 Bh 和 4. 实际 上 , 虚数 i 可 写成 为 ss, 从 而 在 复数 表 


示 形 式 中 


二 (Ed 十 Eei¥ )ei(k®—wt 
一 Eei(k'e—wt) 十 Eei(ke—wtt§). 


这 就 更 清楚 地 显示 出 , 在 式 (1.3.14) 中 虚数 i 的 意义 是 代表 一 个 相位 差 3 

当 Eh 和 EY 的 方向 一 致 (或 其 中 一 个 为 零 ) 时 , 合成 的 巨 仍 为 一 个 线 振动 , 这 
样 的 波 称 为 线 偏振 波 . 如 果 El 和 EY 的 方向 不 一 致 , 则 合成 的 巨 为 一 椭圆 振动 ， 
即 召 的 端点 的 轨迹 为 一 椭圆 . 这 样 的 波 称 为 椭圆 偏振 波 (在 特殊 情况 它 化 为 圆 偏 
振 波 ). 从 式 (1.3.8) 来 看 , 只 有 当 马 的 三 个 分 量 的 初 相位 9; 都 相同 时 , 才 合 成 线 偏 
振 波 , 车 有 一 个 b 不 同 , 得 到 的 就 是 椭圆 偏振 波 . 

和 B 除了 要 满足 波动 方程 以 外 , 如 前 面 已 经 指出 的 ， 还 必须 满足 式 (1.3.7). 
从 式 (1.3.7) 第 一 式 我 们 得 出 


k.Eo=k.Eot+iko. Eo=0 (1.3.15) 
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即 Bo 的 实 部 和 虚 部 都 必须 与 上 垂直 . 式 (1.3.7) 第 二 式 给 出 
= Sk xE, (1.3.16) 


上 式 表明 B 和 五 并 不 是 相互 独立 的 . 当 至 确定 后 B 就 随 之 确定 : 巨 和 B 中 的 
w 和 k 必须 相等 , 而 且 振 幅 之 间 存 在 关系 


Bo = Sk x Eo. (1.3.17) 


从 式 (1.3.15) 和 (1.3.17) 可 以 看 出 , 平面 电磁 波 的 和 B 的 方向 总 是 与 & 惟 直 . 
用 波动 学 来 说 , 就 是 波 振动 方向 与 传播 方向 (传播 方向 就 是 等 相 面 的 法 向 即 k 的 方 
向 ) 是 互相 垂直 的 , 因而 称 为 横 波 . B 的 横 波 性 也 可 由 


V:B=0 


直接 给 出 . 根据 上 述 情 况 , 通常 把 散 度 处 处 为 零 的 条 件 称 为 模 波 条 件 . 
顺便 指出 , 如 果 一 个 矢量 平面 波 


五 一 Foei(kw—wt) 
满足 
yxF=0, (1.3.18) 
则 有 
kx Fo 一 0， 


即 波 的 振动 方向 与 传播 方向 平行 . 故 式 (1.3.18) 通常 称 作 纵 波 条 件 . 有 时 并 把 这 种 
叫 法 推广 到 任意 矢量 场 ( 即 不 一 定 满足 波动 方程 ), 把 散 度 处 处 为 零 的 场 称 作 横 场 ， 
把 旋 度 处 处 为 零 的 场 称 作 纵 场 . 因而 横 场 也 就 是 无 源 场 , 纵 场 也 就 是 非 旋 场 . 

最 后 , 我 们 指出 , BB 和 B 不 仅 与 & 垂直 , EF 和 B 也 互相 垂直 , 而 且 在 任 一 时 
刻 两 者 数值 相等 . 这 个 结果 可 从 式 (1.3.17) 推出 . 
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能 量 和 动量 是 物理 学 中 用 来 描述 物质 运动 的 最 基本 物理 量 中 .对 于 电磁 能 量 ， 
在 电磁 学 发 展 的 早期 就 已 有 一 定 的 认识 . 例如 在 静电 方面 曾 给 出 两 个 点 电荷 之 间 


人 @@ 基本 物理 量 还 有 和 角 动量 . 基本 物理 量 的 主要 特征 是 它们 的 守恒 特性 在 所 有 物理 学 领域 中 都 成 立 ， 从 
“分 析 动 力学 ”的 角度 看 , 能 量 和 动量 的 守恒 反映 物理 规律 对 时 空 坐标 平移 的 对 称 性 . 也 就 是 说 , 当 我 们 把 时 
空 坐标 轴 平 移 一 个 距离 后 , 物理 规律 的 表 令 不 会 改变 . 另外 , 当 我 们 把 空间 坐标 架 旋转 一 个 角度 时 , 物理 规 
律 也 不 会 改变 , 与 此 不 变性 相对 应 的 守恒 量 就 是 角 动 量 ， 由 于 在 本 节 后 续 的 内 容 中 没有 用 到 角 动 量 , 对 它 就 
不 作 讨 论 了 . 在 量子 电动 力学 的 范畴 内 对 这 一 问题 的 讨论 , 可 参见 作者 的 理论 物理 三 卷 集 之 三 《辐射 和 光 场 
的 量子 统计 理论 》 的 1.5 节 . 
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的 电势 能 为 2 人 和 , 又 如 充电 的 电容 器 具有 的 电能 为 3 兰 ，C 为 电容 器 的 电容 . 在 静 
磁 方 面 ， 也 已 经 知道 一 个 电 注 绕 轩 的 碘 阴 为 2 其 中 7 为 线圈 的 自 感 . 可 是 ， 


在 当时 , 一 般 是 在 超 距 作用 的 观点 下 ， 把 这 些 能 量 看 作 是 电荷 之 间或 电流 之 间 的 相 
互 作用 势能 , 尚 不 是 从 场 以 及 场 与 电荷 电流 的 相互 作用 的 角度 来 认识 电磁 能 量 . 实 
际 上 , 如 果 局 限 在 静电 和 静 磁 范围 , 也 无 法 判断 上 述 的 原来 观点 是 否 错误 . 因为 在 静 
电 和 静 磁 情况 , 场 完全 由 电荷 分 布 和 电流 分 布 所 决定 , 两 者 之 间 存在 一 一 对 应 的 关 
系 , 电磁 能 量 既 可 以 用 场 的 分 布 表示 出 来 , 也 可 用 电荷 和 电流 的 分 布 表示 出 来 . 但 
在 不 稳定 情况 就 不 同 了 , 电磁 场 的 状态 不 能 完全 由 同时 刻 的 电荷 的 分 布 来 确定 , 其 
而 如 1.3 节 所 指出 的 , 空间 中 可 以 没有 电荷 电流 而 仅仅 有 电磁 场 存在 . 只 有 在 这 种 
情况 下 , 我 们 才 有 可 能 最 终 证 明 电磁 场 是 有 能 量 的 . 通常 所 谓 的 电磁 能 量 , 就 是 指 
“电磁 场 的 能 量 以 及 电磁 场 和 电荷 电流 之 间 的 相互 作用 能 ”的 和 . 

对 于 电磁 动量 , 过 去 的 认识 很 少 . 虽然 开 普 惑 在 解释 址 星 尾 的 形成 时 , 曾 提 出 
过 光 压 的 概念 , 但 这 时 光 的 电磁 本 性 还 没有 被 认识 , 因而 还 不 能 联系 到 电磁 动量 上 
面 来 . 而 且 光 压 的 实验 证 实 也 是 在 较 晚 时 期 (1900 年 , 即 在 麦克 斯 韦 方程 组 提出 以 
后 ), 才 由 列 别 捷 夫 所 完成 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 根据 电磁 现象 的 基本 规律 一 一 麦克 斯 韦 方程 组 和 洛 伦 效力 
公式 , 来 揭示 电磁 能 量 和 电磁 动量 的 存在 , 并 给 出 它们 的 普遍 表达 式 ， 


1.4.1 ”电磁 能 量 和 动量 的 表达 式 与 守恒 转化 定律 


我 们 对 于 一 种 新 的 能 量 形态 或 动量 形态 的 认识 , 总 是 通过 它们 与 已 经 熟知 的 能 
量 或 动量 形态 的 相互 转化 并 守恒 的 关系 来 达到 的 . 例如 , 对 于 宏观 物体 内 分 子 热 运 
动能 , 就 是 通过 它 与 机 械 能 相互 转化 并 守恒 的 关系 来 认 知 的 . 因此 , 我 们 要 认识 电 
磁 能 量 和 电磁 动量 , 也 必须 从 考察 电磁 过 程 中 其 他 形态 的 能 量 和 动量 的 变化 着 手 . 

下 面 就 来 研究 , 在 电磁 场 中 运动 的 带电 体 的 总 机 械 能 rm 变化 . 普通 的 力学 的 
作用 是 使 总 机 械 能 Us 守恒 不 变 的 , 因而 Ui 的 改变 只 可 能 来 源 于 电磁 力 所 做 的 
功 . 利用 洛 伦 兹 力 公 式 , 有 


dUm _ 加 1 
| for | (pB+EpvxB) ‘vdT 


一 | pv .五 q7. (1.4.1) 
ce 


通过 麦克 斯 韦 方程 组 第 四 式 , pw 可 用 电磁 场 表示 出 来 : 
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于 是 得 。 1 8 
pip. _ L122). 1.4.2 
mB-=mEV*E- sme) (1.4.2) 


再 将 上 式 右 方 表示 成 对 EB 和 B 比较 对 称 的 形式 . 为 此 , 可 以 利用 麦克 斯 韦 方程 组 
第 二 式 
0=VYxE+ 1908 


一 一， (1.4.3) 
c 
用 (-B) 点 乘 它 的 两 侧 再 与 式 (1.4.2) 相 加 , 并 利用 矢量 公式 
V.(ExB)=(VxE).B-E.(V x 8B), 
即 可 得 出 1 9 
po B=-V:S-E +B), (1.4.4) 
其 中 ， 
于 是 式 (1.4.1) 化 为 
Se - -| 二 (+57)dr 下 S.do. 


上 式 右 方 第 一 项 的 体积 包括 了 整个 空间 , 因而 可 以 认为 全 部 电荷 和 发 射出 的 电磁 波 
都 已 包含 于 其 内 , 这 样 右 方 第 二 项 的 积分 面 上 , 至 多 只 有 静电 场 和 静 磁 场 (它们 分 
布 在 整个 空间 ). 根据 静电 场 和 静 磁 场 在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 , 右 方 第 二 项 即 面积 
分 项 将 随 着 曲面 趋 于 oo 而 等 于 零 . 我 们 就 得 到 


5 = -4 | 二 (2 + B2)d7. (1.4.6) 
上 式 告诉 我 们 , 当 电 磁场 变化 时 , 带电 体 的 总 机 械 能 Um 也 要 随 之 变化 : 
AUn = -A| 均 (本 十 再 2)dq7， (1.4.7) 


按照 上 式 , 如 果 电 磁场 还 复原 状 , rm 亦 将 恢复 到 原来 的 值 , 这 就 表明 ,Um 的 减少 
或 增加 并 不 代表 有 能 量 被 消灭 或 创 生 出 来 , 而 是 与 另 一 种 新 形态 的 能 量 相互 转化 的 
结果 . 由 于 上 述 机 械 能 Ui 的 变化 是 电磁 力 所 引 起 的 效应 , 这 种 新 形态 的 能 量 应 当 
就 是 我 们 所 要 探求 的 电磁 能 量 . 式 (1.4.7) 给 出 三 增加 值 等 于 由 下 式 给 出 的 Um 
的 减少 值 ， 1 

Ue.m = | ze + B2)d7, (1.4.8) 


因此 上 式 即 应 为 电磁 能 量 的 表达 式 . 而 式 (1.4.6) 或 (1.4.7) 就 代表 能 量 守恒 和 转化 
定律 . 
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关于 电磁 动量 , 亦 可 以 按 同样 的 方式 来 讨论 . 根据 洛 伦 效力 公式 , 带电 体 的 总 
机 械 动 量 Gm 的 变化 率 为 


dGm =| dr = | (o 十 Lpo x B) dT. (1.4.9) 


利用 麦克 斯 韦 方程 组 和 张 量 运算 公式 , 又 可 以 求 出 上 述 f 的 另 一 公式 (推导 从 略 ) 


1 09 
=-Y 里 一 三 页 ， (1.4.10) 
其 中 8 定义 如 式 (1.4.5) 所 示 , 而 
_ 1 [1 , par_ pp 
更 = 元 Be +B)I- EE-BB|, (1.4.11) 


为 一 二 阶 张 量 @. 上 式 中 的 工 代 表单 位 张 量 , 即 
I = ?1721 十 922722 十 nans. (1.4.12) 


它 与 任何 矢量 点 乘 都 等 于 该 矢量 本 身 . 将 式 (1.4.10) 代入 式 (1.4.9) 中 . 并 将 其 中 的 
散 度 项 化 为 面积 分 就 得 到 
dGm  d | 1 


一 和 sdr -中 do .再 . 
dt j。 c2 oo 


仿 前 同样 的 讨论 , 上 式 右 方 的 无 穷 面积 分 项 等 于 零 , 于 是 我 们 得 到 

on = - 扣 | Sdr. (1.4.13) 

式 (1.4.13) 表明 , 电磁 场 变化 时 , 带电 体 的 机 械 动量 将 随 之 变化 , 当 电 磁场 还 复 

原状 时 , 带电 体 的 机 械 动量 亦 恢 复原 值 . 这 就 表明 , 带电 体 的 机 械 动量 的 改变 并 不 

表示 动量 的 消失 或 创 生 , 而 是 转化 为 另 一 种 形式 的 动量 即 我 们 称谓 的 电磁 动量 , 它 
的 表达 式 即 应 为 

Gon = | 二 Sdr = | Ex Bdr (1.4.14) 


而 式 (1.4.13) 就 代表 动量 守恒 和 转化 定律 . 
1.4.2” 场 具有 能 量 和 动量 的 论证 


电磁 能 量 和 动量 的 表达 式 只 是 表达 与 电磁 现象 相关 的 能 量 和 动量 的 数值 , 表达 
式 本 身 并 不 能 说 明 电 磁场 是 否 具 有 能 量 和 动量 但 如 果 将 此 表达 式 与 场 的 波动 性 结 
合 起 来 , 我 们 就 能 清楚 地 看 出 , 电磁 场 本 身 的 确 是 具有 能 量 和 动量 的 . 
@ 这 种 二 阶 张 量 又 称 并 矢 . 
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考察 图 1.4.1 所 示 的 例子 . 设 41 为 一 定向 辐射 电磁 波 的 源 (例如 , 微波 发 射 天 
线 ), 当 其 中 有 一 脉冲 交 变 电流 出 现时 , 按照 上 节 的 讨论 , 将 有 一 束 电磁 波 被 辐射 出 
来 . 在 脉冲 交 变 电流 停止 后 , 41 上 的 电荷 和 电流 分 布 都 已 为 零 , 但 辐射 出 来 的 电磁 
波 仍 将 继续 存在 并 向 前 传播 , 直到 抵达 42 并 被 42 所 吸收 为 止 ( 设 4 具有 完全 的 
吸收 本 领 ). 


一 玉 . 
一 一、 -一 


A 
图 1.4.1 ”电磁波 的 发 射 、 传 播 和 吸收 


根据 式 (1.4.6) 或 (1.4.7), 在 辐射 电磁 波 的 过 程 中 , 41 的 能 量 减少 总 值 为 
1 
| (BE? + B?)dr = Uo, 


其 中 E 和 B 为 辐射 停止 后 , 空间 电磁 场 的 值 . 另外 , 在 辐射 过 程 中 , 按 式 (1.4.13)， 
41 还 将 受到 反 冲 , 其 动量 改变 的 总 值 是 


-| Lip x Bdr = —Go, 
oo 4mc 


在 hs 将 电磁 波 吸 收 后 , 空间 的 电磁 场 恢复 到 零 , 因而 根据 式 (1.4.6) 和 (1.4.13), 42 
的 能 量 将 增加 Uo, 动量 将 增加 Go. 这 不 仅 表明 , 4; 所 减少 的 能 量 和 动量 并 未 消灭， 
而 是 先 转化 为 电磁 能 量 和 动量 , 然后 再 由 电磁 能 量 和 动量 转化 为 42 的 能 量 和 动量 ， 
并 且 也 揭示 出 , 电磁 场 是 有 能 量 和 动量 的 . 因为 在 41 上 的 脉冲 交 变 电流 停止 后 而 
电磁 波 尚未 到 达 42 以 前 , 空间 并 无 电荷 电流 存在 , 只 有 一 个 电磁 波束 由 41 向 42 
运动 着 . 显然 , 这 时 的 电磁 能 量 和 电磁 动量 只 能 为 这 一 电磁 波束 所 具有 , 而 能 量 和 
动量 由 A1 到 42 的 传递 正 是 通过 这 束 电磁 波 由 41 到 42 的 传播 来 实现 的 . 


1.4.3 ”能 流 密 度 和 动量 流 密度 


电磁 能 量 在 生产 实际 中 获得 了 极其 广泛 的 应 用 , 它 最 主要 的 特点 是 能 够 很 方便 
地 从 电源 传送 到 各 个 负载 中 去 . 例如 , 图 1.4.2 所 示 的 例子 , 当 电 路 开关 合 上 后 , 电 
阻 中 几乎 立即 有 电流 通过 并 开始 发 热 . 电磁 能 量 究竟 是 怎样 传送 到 电阻 中 去 的 呢 ? 
也 许 有 人 回答 说 : “能量 是 从 导线 中 传送 的 , 是 通过 流动 的 自由 电子 输 运 过 去 的 , 这 
些 自由 电子 通过 电阻 时 , 同 其 中 的 原子 相 碰 撞 而 把 自己 的 能 量 交 给 了 原子 , 从 而 使 
电阻 发 热 .” 初 看 时 , 这 个 回答 似 有 道理 , 因为 只 在 导线 中 有 电流 流通 时 才 有 能 量 传 
送 , 导线 一 断 , 电流 停止 , 传送 也 就 停止 . 可 是 , 我 们 只 要 考察 一 下 自由 电子 的 平均 
迁移 速度 , 就 可 看 出 这 种 说 法 是 错误 的 . 例如 , 在 电流 密度 j 达 103A/cm? 时 , 铜 导 
线 中 的 自由 电子 的 平均 迁移 速度 vlv 等 于 j/p-, p- 为 铜 中 自由 电子 的 电荷 密度 ) 
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也 不 过 ~10-icmy/s. 这 样 , 仅仅 通过 10m 长 的 导线 所 需要 的 时 间 就 长 达 3 小 时 左 
右 . 显然 这 与 实际 情况 完全 不 符合 . 实际 上 只 要 经 过 L/c 的 时 间 , 电阻 中 即 得 到 能 
量 供应 . 这 样 的 速度 正 是 电磁 传播 的 速度 , 说 明 能 量 是 通过 电磁 场 传送 过 去 的 . 至 
于 在 电阻 中 它 转化 为 热能 的 过 程 . 那 是 先 通过 电磁 波 中 的 电场 对 电阻 丝 中 自由 电 
子 做 功 , 将 能 量 传 给 电子 , 然后 再 通过 电子 同 原子 碰撞 而 发 热 . 这 里 经 历 了 二 次 转 


化 过 程 中 . 


一 一 | 
图 1.4.2 ”电磁 能 量 通过 导线 从 电源 传送 到 电阻 
下 面 我 们 就 来 对 电磁 能 流 问 题 作 定量 的 讨论 . 像 电 流 一 样 , 能 流 的 状态 是 由 能 
流 密度 来 描述 . 能 流 密度 为 一 矢量 , 一 般 为 (zx,t) 多 的 函数 , 它 的 方向 代表 能 量 流动 
的 方向 , 它 的 大 小 代表 单位 时 间 内 通过 单位 横 截面 的 能 量 . 为 了 寻求 电磁 能 流 密度 
的 表达 式 , 我 们 考虑 空间 任 一 区 域 V 内 的 能 量 转 换 关 系 . 如 式 (1.4.1) 所 示 , 电磁 场 
对 t 时 刻 于 V 内 的 带电 体 所 做 的 功率 为 


W(t) = |, pv : Edr. 


如 果 能 量 守恒 成 立 , 上 式 右 方 应 等 于 两 项 之 和 , 一 项 是 该 区 域内 电磁 能 量 的 减少 率 ， 
一 项 是 单位 时 间 内 通过 V 的 表面 流 进来 的 电磁 能 量 ( 皆 指 t 时 刻 的 值 ). 将 式 
(1.4.4) 对 区 域 V 做 积分 , 并 利用 高 斯 定理 , 可 得 


__[|[ 31 p2 
| wm Edr = | 十 互 “)d7 $s.ao, (1.4.15) 


5 如 式 (1.4.5) 所 示 , 史 为 体积 V 的 表面 上 式 右 方正 好 具有 上 述 两 项 的 形式 ， 
此 


u= 元 (本 + B?) (1.4.16) 
应 代表 电磁 能 量 密度 , 而 
Ss 一 区 五 xB 
应 代表 电磁 能 流 密度 , 一 般 并 称 8 为 坡 印 亭 矢量 . 这 样式 (1.4.15) 就 代表 有 限 区 域 
的 能 量 守恒 和 转化 定律 , 而 式 (1.4.4) 就 是 它 的 微分 形式 . 


@ 关于 导线 和 流通 的 电流 在 能 量 传 送 中 的 作用 , 可 参见 3.4 节 中 的 讨论 . 
@@ 同 前 一 样 , 这 里 z 代表 三 维 坐 标 (zl, zz, z3). 
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对 于 动量 流 密度 , 也 可 类 似 地 考虑 . 所 不 同 的 是 , 能 量 密度 为 标量 , 而 动量 密度 
为 矢量 ; 既然 能 量 流 密度 为 矢量 , 动量 流 密度 即 为 张 量 . 下 面 就 来 给 出 电磁 动量 密 


度 和 动量 流 密度 的 表达 式 . 
将 式 (1.4.10) 对 区 域 V 积分 , 并 利用 张 量 分 析 公式 , 即 得 
0 1 
| fdr=— 上 丈 豆 5dr 一 | do . 下. (1.4.17) 
按 式 (1.1.14) 


1 1 
三 一 人 = 一 一 .4.18 
9 a 1 *B (1 ) 


应 代表 动量 密度 , 于 是 理 应 解释 为 动量 流 密度 中 , 而 式 (1.4.17) 就 是 有 限 区 域 的 动 
量 守恒 和 转化 的 公式 , 式 (1.4.10) 是 它 的 微分 形式 . 以 上 讨论 表明 , 电荷 、 电 流 之 间 


1.4.4 ”两 个 例子 


第 一 例子 即 上 节 讨 论 的 平面 电磁 波 . 注意 , 由 于 u、S、g 和 更 都 是 电磁 场 的 

二 次 式 , 故 巨 和 B 应 该 用 实数 值 代入 . 前 已 指出 平面 波 的 召 、B 和 三 者 互相 垂 
直 , 而 且 互 = B, 因此 即 得 

c 


S= 
4 


Ex B= ucn, (1.4.19) 


其 中 代表 单位 矢量 (人 )， 即 波 相位 传播 的 方向 , u 如 式 (1.4.16) 所 示 . 上 式 表明 ， 


平面 电磁 波 的 能 流 方向 与 波 相位 的 传播 方向 相同 , 而 其 大 小 正好 等 于 能 量 密度 乘 上 
波 速 c, 即 平面 波 的 电磁 场 的 能 量 以 速度 c 沿 着 波 矢量 方向 流动 . 
同样 , 由 式 (1.4.11) 表示 的 平面 电磁 波 的 动量 流 密度 


_1 |1,n2 2 了 
=- 去 |i + BI- EE BaB| 


可 以 化 为 
= g(cn) = cng, (1.4.20) 
其 中 g 由 式 (1.4.18) 所 示 . 这 个 结果 表明 , 平面 电磁 波 的 动量 密度 9 也 是 以 速度 
c 沿 着 波 相位 传播 的 方向 流动 . 如 果 取 一 个 小 面积 do 的 方向 与 波 矢量 一 致 ( 见 图 
1.4.3), 单位 时 间 内 流 过 der 的 动量 即 为 
do :B= docg. (1.4.21) 


@@ 由 于 更 为 对 称 张 量 , 故 do .更 = 更. do. 它 代表 单位 时 间 内 由 do 后 方 流向 de 前 方 的 动量 , 因 
而 称 为 动量 流 密度 . 
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| 


1.4.3 ”方向 与 波 矢量 一 致 的 小 面积 do 


这 样 , 对 于 表明 垂直 于 波 前 进 方向 并 能 完 
全 吸收 电磁 波 的 物体 (如 黑体 吸收 光波 )， 
单位 面积 上 所 受 的 压力 的 值 就 等 于 电磁 
波 的 动量 密度 9 乘 上 光速 <， 这 个 压力 


通常 称 作 辐射 压力 . 
作为 第 二 个 例子 , 我 们 再 来 考察 图 1.4.2 线路 中 的 能 流 状态 . 先 看 导线 内 的 能 


流 密度 . 导线 中 的 电场 方向 与 电流 方向 相同 , 因而 基本 上 与 导线 平行 , 磁力 线 则 是 
环 状 的 , 因此 5 的 方向 是 从 导线 表面 指向 内 心 , 它 的 作用 就 是 供 导 线 内 的 焦耳 热 损 
耗 . 在 导线 是 由 理想 导体 作成 的 情况 下 , 导线 内 EE = 0, 故 5 = 0, 这 与 理想 导体 内 
无 焦耳 热 损耗 是 一 致 的 . 

至 于 导线 外 面 的 能 流 , 其 情况 就 不 同 了 . 在 导线 是 平行 双 线 的 简单 情况 时 , 其 
电磁 场 分 布 大 致 如 图 1.4.4 所 示 : 电力 线 是 由 接 正 极 的 导线 到 接 负极 的 导线 , 磁力 
线 则 是 环绕 导线 电流 的 ( 设 从 电源 到 电阻 的 方向 是 指向 纸 面 ). 由 此 可 见 , 导线 外 面 
空间 中 的 能 流 方向 处 处 都 基本 上 与 导线 平行 , 并 且 总 是 从 电源 指向 电阻 . 尽管 电流 
的 方向 随 着 时 间 在 交替 地 变化 , 能 流 方向 却 是 不 变 的 . 


图 1.4.4 平行 双 线 附近 的 电磁 场 
实 线 代 表 电 力 线 ; 虚线 代表 磁力 线 


1.4.5“” 场 的 物质 性 


从 上 节 和 本 节 的 讨论 , 我 们 看 到 , 电磁 场 可 以 脱离 电荷 电流 而 独立 存在 , 它 具 
有 能 量 和 动量 , 并 可 以 通过 “对 带电 体 的 作用 ”, 将 自己 的 能 量 和 动量 转移 给 带电 
体 , 从 而 改变 带电 体 的 运动 状态 . 这 一 切 表 明 , 电磁 场 是 客观 的 存在 , 是 物质 的 一 种 
形态 , 而 不 是 描写 电磁 现象 的 手段 . 我 们 还 看 到 , 电磁 场 这 种 物质 形态 具有 下 述 的 
特点 : 即 它 弥 漫 于 空间 中 , 并 以 波 的 形式 运动 . 由 于 这 种 特点 , 对 电磁 场 的 运动 状态 
的 描写 就 与 对 宏观 质点 的 描写 不 同 . 我 们 知道 , 一 个 质点 在 某 一 时 刻 的 运动 状态 可 
以 用 它 的 三 个 坐标 分 量 和 三 个 速度 分 量 来 表示 . 对 于 电磁 场 , 某 一 时 刻 的 运动 状态 
却 需 用 空间 的 函数 巨 和 互 来 表示 , 通过 它们 给 出 电磁 场 的 能 量 、 动 量 的 分 布 以 及 
电磁 场 对 带电 体 的 作用 力 等 物理 属性 ， 电 磁场 状态 的 变化 就 体现 在 E 和 B 随 着 
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时 间 变 化 上 面 . 由 于 和 B 既是 空间 坐标 的 函数 又 是 时 间 的 函数 , 因而 电磁 场 的 
运动 方程 将 采取 偏 微分 方程 的 形式 . 我 们 以 上 所 得 到 的 麦克 斯 韦 方程 组 , 正 是 电磁 
场 的 运动 方程 . 

电磁 场 与 带电 物质 的 相互 作用 , 也 与 力学 中 两 个 质点 间 的 相互 作用 形式 不 同 . 
它 采 取 的 形式 是 ， 带电 物质 产生 或 吸收 电磁 场 , 以 及 电磁 场 加 给 带电 物质 作用 力 
( 洛 伦 兹 力 ). 麦克 斯 韦 方程 中 的 p 和 j 就 是 反映 带电 物质 对 电磁 场 的 作用 . 

如 果 电 荷 和 电流 的 分 布 和 变化 都 是 给 定 的 , 则 当 电 磁场 在 初始 时 刻 的 状态 已 知 
时 , 它 在 以 后 任何 时 刻 的 分 布 就 由 麦克 斯 韦 方程 组 唯一 地 确定 . 如 果 电 荷 和 电流 的 
分 布 和 变化 不 是 给 定 的 , 那 就 需要 把 麦克 斯 韦 方 程 组 和 “决定 电荷 电流 的 方程 ” 联 
立 起 来 求解 ， 对 于 真空 中 一 组 带电 的 质点 , 决定 电荷 电流 变化 的 方程 就 是 质点 组 的 
牛顿 方程 , 其 中 质点 所 受 的 力 , 除了 它们 闻 的 引力 外 还 有 洛 伦 兹 力 ， 如 果 带 电 物质 是 
宏观 的 介质 , 应 该 如 何 处 理 还 需 作 进一步 的 讨论 . 这 正 是 下 面 两 节 所 要 处 理 的 问题 . 


1.5 介质 中 的 电荷 电流 ”介质 内 部 和 边界 
上 考 死 斯 韦 方 程 组 的 形式 


在 宏观 电磁 问题 中 , 经 常 遇 到 有 介质 存在 的 情况 . 当 介 质 存 在 时 , 麦克 斯 韦 方 
程 组 式 (1.2.22) 或 (1.2.23) 是 否 还 成 立 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 来 看 一 下 , 介质 
究竟 是 什么 ? 它 会 起 什么 影响 ? 介质 , 从 微观 来 看 , 也 就 是 一 个 由 大 量 在 真空 中 运 
动 着 的 带电 粒子 (电子 和 原子 核 ) 形成 的 集合 体 .“ 存 在 介质 ”也 就 是 存在 着 大 量 的 
带电 粒子 , 因此 并 没有 什么 本 质 上 特异 的 地 方 . 唯一 的 特点 是 , 在 宏观 电动 力学 中 ， 
我 们 不 去 考虑 介质 中 电磁 场 的 微观 上 的 起 伏 , 而 采用 的 是 它们 在 宏观 小 范围 内 的 平 
均值 . 相应 地 , 麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 电荷 电流 密度 也 是 指 的 它们 的 上 述 宏观 值 . 例 
如 , 对 中 性 的 介质 , 从 微观 上 看 , 电荷 密度 并 不 处 处 为 零 , 在 电子 所 在 的 地 方 , 电荷 
密度 是 负 的 , 在 原子 核 所 在 的 地 方 , 电荷 密度 是 正 的 , 只 是 在 宏观 平均 以 后 才 呈 现 
为 中 性 , 即 宏观 的 p 才 为 零 . 那么 , 出 现 介质 会 起 什么 影响 呢 ? 它 的 影响 在 于 : 本 来 
在 宏观 上 是 中 性 的 介质 , 在 电磁 场 的 作用 下 , 由 于 其 中 带电 粒子 的 分 布 和 运动 发 生 
变化 , 而 可 能 出 现 宏观 的 电荷 电流 . 介质 就 是 通过 这 种 电荷 电流 来 影响 宏观 电磁 场 
的 分 布 . 因此 , 需要 进一步 研究 的 问题 只 是 , 在 电磁 场 的 作用 下 介质 中 可 能 出 现 什 
么 样 的 宏观 电荷 电流 , 它们 遵从 什么 样 的 规律 . 至 于 麦克 斯 韦 方 程 组 式 (1.2.22) 或 
(1.2.23) 本 身 , 则 并 不 需要 作 任 何 修 改 ， 

我 们 将 说 明 , 在 电磁 场 的 作用 下 , 宏观 静止 的 介质 中 一 般 可 能 发 生 下 述 三 种 过 
程 , 即 极 化 、 磁 化 和 传导 中 . 本 节 的 内 容 主 要 是 研究 这 些 过 程 将 在 介质 中 产生 怎样 


人 @@ 在 本 书 中 , 除 特殊 声明 外 , 我 们 只 限于 讨论 静止 介质 的 情况 . 
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的 电荷 电流 分 布 . 关于 这 些 过 程 本 身 所 遵从 的 物理 规律 即 介质 的 极 化 、 磁 化 和 传导 
的 值 与 电磁 场 之 间 的 定量 关系 , 则 留 到 1.6 节 中 去 讨论 . 


1.5.1 ” 极 化 、 磁化 和 传导 


所 有 的 介质 都 是 由 分 子 和 原子 组 成 的 , 分子 和 原子 中 又 有 带 正 电 的 原子 核 和 带 
负电 的 电子 . 前 面 已 经 指出 , 中 性 的 介质 实际 上 每 处 都 有 正 电 荷 和 负电 荷 , 只 是 由 
于 它们 数量 相等 , 宏观 上 又 是 重合 的 , 因而 互相 抵消 , 使 得 介质 呈现 中 性 . 对 于 绝缘 
介质 , 上 述 正 负电 荷 是 互相 结合 在 一 起 的 , 如 同 原子 中 的 电子 和 原子 核 的 结合 . 对 
于 导电 介质 , 只 有 一 部 分 正 负电 荷 互相 结合 , 另外 一 部 分 则 是 彼此 游离 的 ， 例如 爹 
属 中 自由 电子 所 带 的 负电 荷 和 静止 离子 所 带 的 正 电荷 . 互相 结合 在 一 起 的 正 负电 荷 
称 为 束缚 电荷 , 而 彼此 间 游 离 的 正 负电 荷 则 称 为 自由 电荷 . 

当 介质 中 存在 电场 时 , 束缚 的 正 负电 荷 所 受 的 力 方 向 相反 , 因而 它们 之 间 将 产 
生 一 个 微小 的 相对 位 移 ， 电 场 傅 强 ,位移 的 数值 愈 大 . 从 微观 看 来 , 这 种 位 移 分 为 
两 种 情况 , 一 种 是 正 负电 荷 间 的 距离 拉 开 了 , 另 一 种 情况 是 ，“ 单 元 的 正 负电 荷 间 ” 
本 来 就 有 一 个 距离 (如 极 性 分 子 ), 无 外 电场 时 , 这 些 极 性 分 子 的 方向 是 混乱 分 布 的 ， 
在 电场 作用 下 , 它们 发 生 了 一 定 程度 的 取向 . 就 宏观 效果 而 言 ,上述 两 种 情况 都 相 
当 于 正 负电 荷 间 有 一 位 移 . 

正 负 束缚 电荷 间 的 这 种 位 移 , 相应 于 产生 一 个 电 偶 极 矩 , 因此 这 种 现象 叫做 介 
质 的 极 化 . 我 们 用 PP 表示 单位 体积 内 的 电 偶 极 矩 , 并 称 它 为 极 化 强度 或 极 化 矢量 
与 上 面 所 述 的 两 种 情况 相对 应 , 微观 上 , 极 化 过 程 包括 两 种 效应 , 一 是 产生 诱导 的 
微观 电 偶 极 矩 , 另 一 是 固有 的 微观 电 偶 极 矩 在 取向 上 发 生 改变 . 

当 介质 中 有 磁场 时 , 还 会 发 生 磁 化 的 现象. 我 们 知道 , 分 子 或 原子 中 的 电子 是 
不 断 地 绕 着 原子 核 转动 的 , 介质 中 的 束缚 电子 也 是 这 样 ， 此 外 , 电子 还 有 自 旋 运 动 
这 些 运动 都 形成 磁 偶 极 矩 . 在 介质 未 受 磁场 作用 时 , 宏观 上 这 些 磁 偶 极 矩 (或 分 子 
电流 ) 都 互相 抵消 掉 了 , 因而 介质 中 并 不 显示 有 宏观 电流 和 宏观 磁 偶 极 矩 存在 . 当 
介质 中 有 磁场 时 , 这 些微 观 的 磁 偶 极 矩 将 发 生变 化 , 包括 固有 磁 偶 极 矩 的 转向 以 及 
产生 诱导 的 磁 个 极 矩 (磁场 建立 时 所 伴随 出 现 的 “感应 ”电场 , 将 改变 束缚 电子 的 
运动 而 产生 诱导 梯 偶 极 矩 ), 从 而 介质 中 将 出 现 宏观 磁 偶 极 矩 . 这 种 现象 就 叫做 介质 
的 磁化 . 介质 中 单位 体积 内 的 磁 偶 极 矩 M 就 称 为 磁化 强度 或 磁化 矢量 

当 介质 是 导电 的 情况 , 除了 极 化 和 磁化 以 外 . 还 有 传导 过 程 . 它 代表 自由 电子 
(在 离子 也 能 运动 时 , 还 包括 离子 ) 在 电磁 力 的 作用 下 所 做 的 长 距离 的 运动 . 我 们 用 
jf 表示 这 种 传导 电流 密度 . 一 般 说 来 , P, M 和 的 值 在 介质 中 各 点 和 各 个 时 刻 是 
不 同 的 , 即 都 是 (z, 引 的 函数 
1.5.2 “自由 电荷 、 极 化 电荷 、 极 化 电流 和 磁化 电流 


传导 和 极 化 过 程 的 结果 是 , 介质 中 各 处 的 电 中 性 可 能 被 破坏 , 不 同 的 部 位 可 能 
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带 有 宏观 的 正 电 或 负电 ， 也 就 是 说 将 出 现 宏观 的 电荷 分 布 . 由 于 传导 过 程 而 在 介 
质 上 积累 的 自由 电荷 , 我 们 用 Qt 表示 . 导体 上 任 一 区 域内 自由 电荷 的 增加 率 就 等 
于 通过 该 区 域 表 面 进去 的 总 传导 电流 : 


dc: _ -i .dg. (1.5.1) 


在 导体 内 部 , 自由 电荷 是 体 分 布 的 , 其 密度 用 pt 表示 . 由 上 式 可 得 


Op 
可 二 V .If 三 0 (1.5.2) 


如 果 流 动 是 稳定 的 , 则 一 切 物理 量 都 不 随时 间 变 化 , 于 是 jt 满足 连续 性 方程 : 
VV.jt=0. (1.5.3) 


介质 极 化 时 , 由 于 正 负 束缚 电荷 发 生 了 位 移 , 各 处 的 正 负 束缚 电 电 荷 可 能 不 完 
全 抵消 , 这 样 出 现 的 宏观 电荷 称 为 极 化 电荷 ,也 叫做 束缚 电荷 , 因为 它 就 是 每 处 正 
负 束缚 电荷 的 代数 和 . 介质 上 任 一 区 域 出 现 的 极 化 电荷 Qs 等 于 


Qu = 下 P.dc， (1.5.4) 


区 为 该 区 域 的 表面 . 这 是 因为 极 化 时 , 通过 面积 do 的 束缚 电荷 等 于 PP.do. 积 
分 起 来 即 得 式 (1.5.4). 
在 介质 内 部 , 极 化 电荷 是 体 分 布 的 , 其 密度 pp 可 由 上 式 求 出 , 结果 为 
pp =—V.P. (1.5.5) 


另外 , 极 化 矢量 P 随 着 时 间 变 化 , 也 就 是 正 负 束缚 电荷 闻 的 相对 位 移 随 时 间 变 化 ， 
因此 相应 于 有 电流 存在 . 这 种 电流 称 为 极 化 电流 . 不 难看 出 , 极 化 电流 密度 等 于 
。 oP 
Jp 二 Be 
而 通过 任意 曲面 2 的 总 极 化 电流 等 于 


oP 


@ 设 原 来 的 正 负 束缚 电荷 的 密度 为 土 pp, 极 化 时 它们 的 相对 位 移 为 R. 则 通过 dor 的 束缚 电荷 , 其 数 
值 为 体积 | 有 do| 乘 pb, 而 正 负 号 亦 只 正好 与 玉 . do 的 正 负 相同 , 故 它 就 等 于 


pbpR:do = P.do. 


(1.5.6) 
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磁化 过 程 也 会 使 介质 中 出 现 宏观 电流 , 它 称 为 磁化 电流 . 令 工 表 示 曲 面 台 的 
边线 , 可 以 证 明 通过 了 的 总 磁化 电流 I 为 (示意 性 的 推导 见 本 页 底部 的 注 O) 


In = of M.dl. (1.5.8) 
L 


大 为 曲面 区 的 边线 . 在 介质 内 部 , 磁化 电流 是 体 分 布 的 , 利用 矢量 分 析 中 的 公式 由 
上 式 可 得 其 密度 为 [推导 如 同 式 (1.2.15)] 


jn=cyxM. (1.5.9) 


从 上 式 可 见 , 磁化 电流 不 会 引起 介质 中 宏观 电荷 的 积累 , 因由 矢量 分 析 的 公式 ， 
V x 1M 的 散 度 总 等 于 零 . 

极 化 电流 所 引起 的 电荷 积累 就 是 极 化 电荷 , 我 们 不 难 从 式 (1.5.7) 推出 式 (1.5.4)， 
或 者 从 式 (1.5.6) 来 推出 式 (1.5.5). 

这 样 , 介质 内 部 总 的 电荷 密度 为 


p=pe—V:P, (1.5.10) 


介质 内 总 的 电流 密度 为 


j=jtt 人 + xM. (1.5.11) 


在 介质 的 表面 上 , 由 于 已 和 M 有 一 个 不 连续 的 突变 , 故 将 出 现 面 极 化 电荷 wp 
和 面 磁化 电流 开 m, 从 式 (1.5.4 和 (1.5.8) 可 以 求 出 


wp=n.:PD, (1.5.12) 


Hn=-cenxM. (1.5.13) 


n 为 介质 表面 上 单位 法 线 矢 量 . 式 (1.5.12) 的 证 明 比 较 容易 , 在 普通 物理 中 也 已 学 
过 . 式 (1.5.13) 的 证 明 稍 难 些 . 该 证 明 将 作为 习题 由 读者 自己 完成 . 以 上 四 式 [从 式 
(1.5.10)~(1.5.13)] 就 是 本 节 最 重要 的 公式 . 

Q 我 们 将 每 个 原子 的 磁 偶 极 矩 示意 性 的 用 一 个 小 电流 图 来 表示 ， 显 然 , 只 当 电 流 图 与 曲面 世 的 边线 
相 套 的 情况 下 , 它 才 对 I 有 贡献 ,否则 , 该 电流 图 或 者 不 与 曲面 允 相交 , 或 相交 两 次 (两 次 穿 过 曲面 的 方 
向 相反 ), 这 两 种 情况 都 对 磁化 电流 I 无 贡献 

设 小 电流 图 的 面积 为 4, 它们 有 各 种 取向 , 分 别 用 A; 表示 . 而 与 的 边线 dl 相 套 的 小 电流 团 所 员 
献 的 dl 由 下 式 表示 : 


dim= pylyAj: d=ced pjmi :dl=cM .dl, 
了 5 


其 中 的 p; 为 7 类 小 电流 圈 的 体 密度 77 为 该 类 小 电流 图 上 的 电流 ， 于 是 即 得 出 式 (1.5.8)， 比 较 详细 的 说 
明 可 在 一 些 普 通 物 理 电 磁 学 书 中 找到 . 
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下 面 以 沿 轴 向 均匀 磁化 的 圆柱 为 例 , 来 说 明 磁 化 电流 的 具体 情况 : 在 圆柱 内 部 ， 
由 于 M 为 常数 , 故 


jn=cYvxM=)0, 


在 圆柱 两 端 , 由 于 法 线 n 与 M 平行 , 故 端面 
上 五 ,s 亦 等 于 零 , 只 在 圆柱 的 侧面 才 有 面 电 流 
存在 , 方向 如 图 1.5.1 所 示 , 其 数值 HI = cM. 
图 中 并 示意 地 表示 出 圆柱 中 束缚 电子 的 运动 . 从 
该 图 可 以 看 出 , 在 圆柱 内 部 . 这 些微 观 电 流 互 相 
抵消 , 而 在 圆柱 侧面 上 则 拼凑 成 一 个 大 环流 , 它 
就 是 磁化 面 电流 开 m. 由 此 可 见 , 磁化 电流 与 传 


1.5.1 均匀 磁化 圆柱 中 分 导电 流 不 同 ， 它 像 接 力 跑 一 样 是 拼合 起 来 的 ， 每 


于 直流 的 示意 图 个 束缚 电子 仍 只 绕 着 自己 的 原子 核 转动 , 并 不 沿 


圆柱 侧面 环行 , 因而 磁化 电流 也 不 会 传导 到 其 他 
导体 上 去 . 


1.5.3” 电 位移 矢量 和 磁场 强度 , 介质 内 部 麦克 斯 韦 方程 组 的 另 一 形式 


在 介质 内 部 , 将 体 电荷 密度 和 体 电 流 密度 的 公式 (1.5.10) 和 (1.5.11) 代入 麦克 
斯 韦 方 程 组 中 , 得 出 的 结果 为 


如 令 


V .五 =4rpof 一 4TV .: 卫 ， 


E=---— 
vx cot’ 
VvV.B=0, 
10E dn 4r 0 

VxB= zt aitimvVxM+: 

D = E+4rP, 

tT (1.5.14) 
H=B- /4xM, 


则 在 介质 内 部 , 麦克 斯 韦 方程 组 可 化 为 下 述 形 式 


VY.D = 4npr, 
10B 
E=--— 
Vx cH 
V.B=0, 
10D 4n. 


VxH=- + zi (1.5.15) 


其 中 万 称 为 电位 移 矢 量 , H 称 为 磁场 强度 (这 一 名 称 是 由 历史 的 原因 造成 的 ). 我 
们 看 见 , D 和 五 都 不 是 原始 场 量 , 引入 它们 的 目的 , 是 为 了 将 极 化 和 磁化 的 效果 
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包含 于 其 内 , 使 场 方程 中 只 剩 下 自由 电荷 和 传导 电流 ,这 样 做 的 好 处 十 ， 将 麦克 斯 
韦 方程 中 特点 相似 的 项 并 到 一 起 , 例如 式 (1.5.14) 中 地 和 去 两 项 都 只 在 不 稳 
定时 才 出 现 , 而 且 只 在 迅 变 的 情况 才 变 得 重要 . V x B 和 V x M 两 项 的 散 度 都 处 
处 为 零 , 在 介质 表面 上 都 趋 于 无 穷 、 从 而 需要 另外 处 理 , 等 等 . 特别 是 , 在 一 般 介质 
中 , PP 与 到 成 正比 , M 与 B 成 正比 ( 见 1.6 节 ), 使 这 些 合并 在 一 起 的 项 性 质 上 相 
似 . 另外, 极 化 和 磁化 电流 还 有 一 点 与 传导 电流 不 同 的 地 方 , 那 就 是 它们 不 能 传导 
到 别 的 物体 上 去 , 所 以 将 它们 与 传导 电流 分 开 也 是 比较 合适 的 . 
(1.5.15) 第 四 式 的 右 方 可 以 写成 


通常 把 十 四 称 为 位 移 电 流 这 个 名 称 也 是 历史 上 留 下 来 的 , 实际 上 它 并 不 全 是 
真正 的 电流 . 它 由 和 二 所 组 成 , 前 者 是 真正 的 电流 而 后 者 不 是 , 只 是 因 
为 两 项 特性 相似 , 才 并 在 一 起 . 

需要 指出 的 是 , D 和 琅 并 不 就 是 去 掉 介质 但 保持 自由 电荷 和 传导 电流 不 变 时 
的 百 和 B. 这 个 误解 常常 是 这 样 引起 的 : 例如 在 静电 学 中 的 一 些 简单 情况 , 常 可 
利用 @ 


$5 ‘do = 4nQe (1.5.16) 


来 求解 刀 , 所 得 结果 与 去 掉 介 质 但 保持 自由 电荷 分 布 不 变 时 的 电场 (下 面 用 (0) 表 
示 ) 一 样 , 但 这 只 是 特别 情况 下 的 结果 . 只 有 在 介质 形状 和 性 质 以 及 自由 电荷 分 布 都 
具有 某 种 对 称 性 , 因而 预先 可 以 确定 D 也 具有 某 种 对 称 性 时 , 才 可 能 从 式 (1.5.16) 
即 高 斯 定理 求 出 万 , 否则 仅 用 高 斯 定理 是 求 不 出 来 的 . 这 是 因为 DD 是 一 个 矢量 场 ， 
需要 知道 它 的 散 度 、 旋 度 以 及 边界 条 件 才能 决定 它 , 而 高 斯 定理 只 相应 于 一 个 散 度 
方程 .实际 上 , 虽然 了 .DD 与 了 .BO 相同 , 都 等 于 4rpor, 但 V x EO 恒 为 零 而 
Vx DD 一 般 不 是 (都 对 静电 情况 而 言 ). 只 在 某 些 特定 的 情况 下 , DD 才 与 B(0 相等 . 
不 能 在 概念 上 将 两 者 混同 起 来 . 
1.5.4 ” 边 值 关 系 

在 实际 问题 中 , 常 遇 到 有 介质 分 界面 的 情况 (包括 介质 的 表面 , 因 介质 的 表面 
可 看 作 是 该 介质 与 真空 的 分 界面 ). 在 这 种 面 上 , 由 于 介质 的 性 质 有 一 突变 , 故 电磁 


场 的 值 也 会 有 突变 , 使 麦克 斯 韦 方程 组 的 微分 形式 失去 意义 , 须 采用 新 的 表现 形式 ， 
它 就 是 我 们 将 要 给 出 的 边 值 关系 . 值得 强调 的 是 , 边 值 关系 与 边 值 条 件 的 意义 完全 


@ 式 (1.5.16) 通常 也 称 作 高 斯 定理 . 
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不 同 . 后 者 是 指 在 求解 区 域 的 外 边界 上 所 须 满足 的 值 或 微 商 值 (在 某 些 书 上 把 它 也 
称 作 边界 条 件 是 会 引起 混淆 的 ). 


需要 指出 的 是 , 麦克 斯 韦 方程 的 积分 形式 在 


" 边界 上 仍 是 有 意义 的 , 实际 上 , 边 值 关系 就 是 从 
积分 形式 推导 出 来 的 . 
Ni 为 推导 边 信 关 系 , 我 们 平行 于 界面 做 一 扁平 
图 152 界面 上 的 扁平 小 匣 “ 小区, 如 图 1.5.2 所 示 , 并 对 车 的 表面 应 用 方程 


和 ‘do = 4xQr 


和 
:ac=o 


由 于 车 的 侧面 面积 取 为 二 级 小 量 , 它 对 积分 的 贡献 可 以 略 去 , 于 是 上 面 两 式 左 方 的 
积分 化 为 Aom . (Di 一 D2) 和 Aon . (Bi - B2), 其 中 m 为 垂直 界面 的 单位 矢量 ， 
方向 由 介质 2 到 介质 1, Ao 为 匣 的 上 下 表面 的 面积 . 对 于 匣 内 的 Qi 可 只 计算 界面 
上 面 电荷 的 贡献 , 因为 体 电荷 的 贡献 为 高 级 小 量 可 以 忽略 不 计 . 这 样 , 得 出 的 结果 
即 为 weAo. 消去 Ac 后 就 得 出 


72 (Di 一 D,) 三 4mwf， (1.5.17) 
也 (Bi 一 B,) 一 0. (1.5.18) 
这 就 是 说 , B 的 法 向 分 量 是 连续 的 , D 的 法 向 分 +AIm 
量 在 界面 上 没有 自由 面 电荷 时 (有 自由 体 电荷 并 
无 关系 ) 也 是 连续 的 , 否则 将 路 变 4rur _Am, 介质 1 
为 得 到 电磁 场 切 向 分 量 的 边 值 关系 , 考虑 图 介质 2 
1.5.3 中 的 小 遍 回 路 .此 回路 所 张 的 面 与 界面 垂 图 1 5 介质 分 界面 上 的 小 让 回路 


直 而 且 其 长 边线 与 界面 平行 , 如 图 1.5.3 所 示 . 我 
们 对 此 回路 应 用 


$e-a = -| 守 和 o (1.5.19) 


cj a 
由 于 回路 短 边线 取 为 二 级 小 量 , 故 它 对 积分 的 贡献 可 以 略 去 [但 车 界面 上 有 电 偶 极 
层 而 且 是 不 均匀 的 , 则 短 边线 对 式 (1.5.19) 左 方 的 贡献 不 为 零 , 需 另 考虑 ], 这 样 , 上 


1f6D 4 
| dr 十 二 于 (1.5.20) 
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两 武 左 方 就 化 为 Am . (Bi -Bz) 和 Alm . (Hi - 了 H2), 其 中 mm 为 沿 回路 长 边线 
方向 的 单位 矢量 . 式 (1.5.19) 的 右 方 以 及 式 (1.5.20) 右 方 第 一 项 都 可 略 去 , 因 积分 
的 面积 为 一 高 级 小 量 而 2 和 9 都 是 有 限 值 . 又 对 于 实际 导体 , 传导 电流 也 是 
体 分 布 的 ,下 等 于 jt.do, 积分 区 域 为 上 述 小 遍 回 路 所 张 的 面积 , 故 除了 考虑 超 导 


以 略 去 . 于 是 有 
70 . (五 1 一 五 2) = 0， 


m.:(H:i— H»2)=0. 


上 式 表 明 , 在 边界 处 , B 和 五 在 m 方向 上 的 分 量 是 连续 的 (其 中 H 的 连续 性 要 
求 不 存在 “ 面 传导 电流 ”, 而 面 传 导电 流 只 在 o = oo 的 理想 导体 的 表面 上 才 可 能 
出 现 ). 注意 到 m 可 在 整个 切面 内 任意 取向 , 即 得 EE 和 五 的 切面 上 的 整个 分 量 是 
连续 的 . 此 结果 可 表示 为 

nx (Ei— E2)=0, (1.5.21) 


nx (Hi— H2)=0. (1.5.22) 


这 是 因为 1 - 2 在 切面 上 的 分 量 可 表示 为 -ni x [n x (Bl 一 2)], 由 于 mn 与 
n x (B81 一 五 ?) 互相 垂直 , 故 nx In x (EB1 一 五 ?)] 为 零 就 相当 于 n x (El 一 五 3) 为 
零 亦 即 式 (1.5.21). 同样 可 得 出 式 (1.5.22). 
下 面 我 们 列 出 有 “ 面 传导 电流 ”时 式 (1.5.22) 的 修正 结果 : 
全 
其 中 i 为 面 传导 电流 密度 ; n 的 方向 自 介质 2 到 介质 1. 此 结果 在 高 频 情况 的 近 
似 处 理 中 常常 用 到 (在 高 频 情况 下 , 由 于 导体 中 电流 的 集 肤 效应 , 其 上 的 电流 近似 
地 成 为 面 电 流 ). 
此 外 , 对 于 电荷 守恒 定律 , 微分 形式 在 界面 上 亦 不 适用 . 在 无 “ 面 传导 电流 ”的 
情况 (实际 导体 ) 下 , 仿 上 可 以 得 出 


nx (Hi 一 H,) 一 了 7f， (1.5.23) 


。 。 Ow:s 
nan-ijn)+ Hr =0, (1.5.24) 
或 
,) ,0 
nF1 一 72) 十 和 = 0. (1.5.25) 


式 (1.5.25) 中 的 了 为 传导 电流 与 极 化 电流 之 和 , wr 为 面 自由 电荷 wj 与 面 束缚 电荷 
wp 之 和 . 磁化 电流 与 上 述 两 者 不 同 , 它 对 电荷 的 积累 无 贡献 , 故 不 会 在 式 (1.5.25) 
中 出 现 . 
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1.6 介质 的 电磁 性 质 方程 ”介质 中 的 电磁 能 量 


在 1.5 节 中 , 我 们 给 出 了 极 化 、 磁 化 和 传导 三 种 过 程 所 产生 的 宏观 电荷 和 电流 ， 
本 节 的 内 容 , 主要 是 阐明 极 化 强度 已 、 磁 化 强度 M 和 传导 电流 密度 j; 等 是 如 何 
由 电磁 场 强度 决定 的 . 所 得 出 的 关系 式 就 称 为 介质 的 电磁 性 质 方程 . 本 节 还 将 附带 
讨论 一 下 介质 中 的 电磁 能 量 问题 . 
1.6.1 “介质 的 电磁 性 质 方程 


介质 中 的 电子 和 原子 核 所 受 的 电磁 力 虽 然 就 是 洛 伦 效力 , 但 由 于 这 些微 观 粒子 
的 运动 还 受 介质 结构 的 制约 和 量子 规律 的 支配 以 及 热 运 动 的 影响 , 使 得 从 微观 出 发 
推导 介质 在 宏观 电磁 场 作用 下 的 行为 表现 , 是 一 个 很 复杂 的 课题 , 它 已 构成 固体 物 
理学 科 的 重要 内 容 . 在 电动 力学 中 , 往往 用 一 些 近 似 的 经 验 规 律 来 表示 P,M 和 jt 
与 电磁 场 的 关系 , 这 些 经 验 规 律 我 们 统称 为 介质 的 电磁 性 质 方程 , 它们 与 热力 学 中 
的 物 态 方程 有 某 些 相似 . 在 本 节 中 , 我 们 只 就 较 简单 也 较 常 见 的 情况 进行 讨论 . 
在 最 简单 的 情况 下 , 当 电 磁场 强度 不 太 大 时 , 实验 给 出 P 基本 上 与 五 成 正比 ， 
M 基本 上 和 B 成 正比 , 即 
P=xb, (1.6.1) 


M = AB. (1.6.2) 
于 是 D 亦 将 与 E 成 正比 , 五 将 与 B 成 正比 : 


D = eB, (1.6.3) 


H=7B. (1.6.4) 
但 通常 由 于 历史 的 原因 而 将 式 (1.6.2) 和 (1.6.4) 改写 为 


M=«H, (1.6.5) 


B= 1H. (1.6.6) 


上 面 诸 式 中 的 系数 x 称 为 极 化 率 、« 称 为 磁化 率 、s 称 为 介 电 系数 、/ 称 为 磁 导 率 ， 
它们 的 数值 由 介质 的 成 分 和 结构 决定 . 

以 上 结果 的 适用 范围 要 作 一 些 说 明 . 首先 , 式 (1.6.1) 只 适用 于 静电 场 以 及 变化 
不 太 快 的 电场 . 当 电场 变化 的 频率 较 高 时 , 极 化 率 将 随 w 而 变 中 , 不 再 是 一 个 常数 . 
这 种 效应 通常 称 为 色散 效应 , 因为 它 决 定 了 电磁 波 在 介质 中 传播 的 色散 现象 (参见 


@ 在 频率 小 于 108Hz 的 范围 内 , 大 多 数 介质 的 极 化 率 基 本 上 与 w 无 关 , 但 频率 达到 “无 线 电 超 高 频 ” 
波段 后 , 它们 随 w 的 变化 开始 显著 . 另外 , 对 某 些 介质 , 磁化 率 亦 显示 出 对 w 的 依赖 关系 . 
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第 四 章 ). 对 于 电场 不 是 以 一 定 的 频率 变化 的 情况 , 可 采用 伟 里 叶 级 数 或 傅 里 时 积分 
展开 来 处 理 , 例如 当 
E=)》, E(w) (1.6.7) 


时 , 极 化 矢量 将 由 下 式 表示 : 
P= Dx(wn)B(wn), (1.6.8) 


因而 P 并 不 与 同一 瞬时 的 EE 成 正比 .另外 , 当 频 率 很 高 时 , 书 还 会 与 同时 的 到 
差 一 个 相位 . 这 种 现象 在 某 些 频率 (吸收 线 ) 附近 特别 显著 (参见 第 五 章 中 的 讨论 ). 
这 时 , 若 电 场 为 


E = Eo(x) coswt, (1.6.9) 
则 有 
P= zoEo(7x) cos(wt + 0). (1.6.10) 
为 了 简化 形式 , 我 们 通常 把 电场 随时 间 的 变化 表示 成 
E= Eo(z)e-i*t, (1.6.11) 


并 理解 为 只 取 其 实数 部 分 , 这 时 , 对 于 式 (1.6.10) 所 描写 的 情况 , P 仍 可 用 式 (1.6.1) 
来 表示 , 只 是 
X= Xoe™ (1.6.12) 

为 复数 . 注意 , 这 里 说 x 为 复数 . 只 是 表示 PP 与 EB 之 间 有 一 相位 差 , 实际 的 忆 是 
取 xB 的 实数 部 分 . 

当 五 含有 不 同 频率 的 成 分 时 , P 和 吾 的 关系 仍 由 式 (1.6.8) 表示 , 只 是 x(w) 
和 E(w) 亦 都 换 成 复数 , 其 中 

E(wn) = Eone nt. 

如 果 把 x 的 函数 式 中 的 宗 量 w 换 成 微分 算 符 1 好, 即 x(w) 一 x ( 壤 ) 那么 已 与 
吾 的 关系 形式 上 仍 可 以 写成 简单 的 形式 , 即 原来 的 式 (1.6.1). 只 是 极 化 率 x 现在 


应 理解 为 一 个 算 符 x ( 壤 ) 相应 地 , D 可 表示 作 


D=e C3 五 . (1.6.13a) 
当 磁 化 率 也 有 类 似 的 效应 时 , 可 以 同样 处 理 , 得 出 的 结果 即 为 


.0 
H=7 (把 ) B. (1.6.13b) 
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对 一 般 的 实际 情况 , 像 式 (1.6.13a, b), 这 样 的 形式 就 够 用 了 . 但 它 仍 然 有 其 局 
限 性 , 主要 是 在 铁 磁 、 铁 电 、 各 向 异性 介质 (如 晶体 ) 以 及 强 场 的 情况 下 . 在 铁 磁 、 
铁 电 和 强 场 情况 , P 与 刀 之 间 以 及 JM 与 B 之 间 将 不 是 齐 次 线性 关系 . 对 于 各 向 
异性 性 质 , 在 场 强 不 太 大 的 情况 下 , 齐 次 线性 关系 虽 成 立 , 但 P 与 五 不 同 向 M 
与 B 也 不 同 向 , 它们 的 直角 分 量 间 有 下 述 关系 : 


P= 》 XxiB,, 


2 (1.6.14) 
Mi = 》 NiB;. 
5 


这 时 , 我 们 如 果 把 xz 和 Xi 表示 成 张 量 形式 , 则 式 (1.6.14) 可 表示 成 


P=x:E, 
(1.6.15) 
M=A.B, 


其 中 x 和 入 代表 三 维 张 量 . 
电磁 波 在 各 向 异性 介质 中 的 传播 在 现实 中 常 可 遇 到 , 它 会 产生 一 些 复杂 的 现 
象 , 如 双 折 射 ， 
对 于 导电 介质 中 的 传导 电流 方 , 在 最 简单 的 情况 下 , 实验 结果 是 j: 与 EE 成 正 
比 , 即 
ji=0oE, (1.6.16) 


这 个 结果 称 为 欧姆 定律 , o 称 为 电导 率 . 

式 (1.6.16) 的 局 限 性 表现 在 : 首先 , 在 某 些 情况 例如 稀薄 离子 体 中 , o 不 仅 与 
频率 有 关 而 且 基 本 上 是 虚数 , 即 jj 与 有 /2 的 相位 差 ; 一 般 的 导体 在 很 高 频率 
时 , o 亦 将 为 复数 并 与 频率 有 关中 , 复数 的 意义 与 前 相同 , 表示 jt 与 之 间 存 在 
相位 差 . 其 次 , 导电 介质 中 的 自由 电子 或 自由 离子 有 热 运 动 , 故 还 服从 热力 学 及 统 
计 物 理 的 规律 . 例如 , 它们 有 从 化 学 势 高 的 地 方 扩散 到 化 学 势 低 的 地 方 的 趋势 ,以 
及 从 温度 高 的 地 方 扩散 到 温度 低 的 地 方 的 趋势 . 这 样 , 化 学 势 差 或 温度 差 都 可 以 在 
导体 中 引起 传导 电流 . 例如 , 在 电池 内 部 , 电流 之 所 以 能 从 负极 流向 正极 , 就 是 化 学 
势 的 作用 . 两 种 导体 接触 时 会 产生 接触 电势 差 也 是 因为 两 导体 中 电子 的 化 学 势 不 
同 , 接触 后 电子 即 从 化 学 势 高 的 导体 流向 化 学 势 低 的 导体 , 直到 由 此 引起 的 电势 差 
足以 平衡 化 学 势 差 为 止 . 温差 能 引起 电流 也 是 常 遇 到 的 , 例如 温差 电 偶 的 情况 . 考 
虑 到 这 些 效果 , 我 们 可 以 把 式 (1.6.16) 改写 为 


jr =0o(E+K), (1.6.17) 


@ 如 对 于 金属 , 当 频 率 从 零 一 直到 远 红外 范围 时 , c 一 般 都 无 明显 变化 .而 当 波 长 达到 或 小 于 10pm 
即 10-3cm 的 量 级 时 , c 开始 随 w 显著 地 变化 . 


1.6 “介质 的 电磁 性 质 方程 ”介质 中 的 电磁 能 量 .41. 


其 中 的 K 称 为 外 来 电动 力 , 它 即 表示 上 述 化 学 势 差 和 温差 的 作用 ， 另外 , 在 式 
(1.6.16) 中 , 我 们 还 忽略 了 磁场 的 作用 . 一 般 这 个 作用 很 小 , 但 有 时 也 能 起 相当 的 影 
响 , 这 种 效应 通常 称 之 为 霍 尔 效应 

在 低温 情况 下 , 式 (1.6.16) 还 需要 考虑 另外 的 修正 . 我 们 知道 , 根据 微观 理论 ， 
式 (1.6.16) 只 当 在 电子 平均 自由 程 范围 内 电场 变化 不 大 时 才 成 立 ， 因 而 在 温度 极 
低 (自由 程 变 得 甚大 ) 而 电场 又 随 着 空间 剧烈 变化 时 , 式 (1.6.16) 就 不 适用 , 另外 ， 
低温 范围 观察 到 的 超 导 现 象 是 网 姆 定律 不 能 适用 的 另 一 个 例子 . 在 超导体 中 , 总 的 
传导 电流 为 两 部 分 之 和 , 一 部 分 称 为 正常 电流 , 它 仍 遵从 式 (1.6.16), 另 一 部 分 为 超 
导电 流 , 它 服 从 另外 的 经 验 规律 . 因而 就 传导 电流 总 体 来 说 , 是 不 能 应 用 式 (1.6.16) 
的 呈 . 

以 上 给 出 的 经 验 公式 统称 为 介质 的 电磁 性 质 方程 . 对 于 介质 中 的 电磁 过 程 , 应 
该 将 它们 与 麦克 斯 韦 方程 组 和 电荷 守恒 定律 联 立 起 来 求解 ,但 在 应 用 时 须 注 意 它 
们 的 适用 范围 . 


1.6.2 ”介质 中 的 电磁 能 量 


当 介 质 在 场 中 极 化 和 磁化 时 , 场 对 极 化 电流 和 磁化 电流 所 做 的 功 , 一 部 分 转化 
为 热 运动 能 ( 即 介 电 损 耗 和 介 磁 损耗 ), 另 一 部 分 转化 为 介质 的 极 化 能 和 磁化 能 . 通 
常 把 极 化 能 和 磁化 能 也 算 作 电磁 能 量 , 因为 当 电 磁场 改变 时 , 它们 也 相应 地 改变 . 这 
样 , 在 介质 中 电磁 能 量 将 有 与 真空 不 同 的 表达 式 . 下 面 我 们 只 就 最 简单 的 情况 ( 即 
假定 介质 中 没有 损耗 , 而 且 es 和 / 都 与 w 无 关 ) 来 进行 讨论 . 

我 们 可 以 从 式 (1.4.4) 出 发 , 把 其 中 pu 换 成 了 即 可 (7 包括 js, j。 和 加 三 部 
分 ), 这 是 因为 推导 式 (1.4.4) 时 , 仅 用 了 式 (1.4.2) 和 (1.4.3); 在 pv 换 成 了 后 , 这 两 
个 式 子 对 于 介质 是 同样 适用 的 . 

代 换 后 的 式 (1.4.4) 形 如 


. oP 1 Do 2 c 
jf E+ (cvxM+ 守 ) -B+ 在 六 +BY]=-V.(EBx B). (1.6.18) 


利用 矢量 分 析 公 式 和 麦克 斯 韦 方程 第 二 式 , 有 


cvxM.E=cv.(MxE)+cM.vVxE 
oB 
于 是 当 es 和 j 都 是 与 w 无 关 的 实 常数 ( 即 为 与 场 的 状态 完全 无 关 的 常数 ) 时 , 电场 


@ 我 们 作 这 些 说 明 的 目的 ， 并 不 是 要 大 家 详细 了 解 各 种 复杂 情况 ， 而 是 为 了 强调 指出 简单 的 经 验 规律 
适用 范围 的 局 限 性 . 


=cev:(MxE_M 
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对 极 化 电流 和 磁化 电流 的 功率 可 化 为 下 式 右 方 两 项 : 


19 (pg.P_B.M). 


oP 
(人 vxM+ 千 ) Bo Cd4x 梧 + 了 


Ot 
将 它 代 入 式 (1.6.18), 得 出 的 结果 是 


jt- B+2(B.D+B.H)=-V. (EExH), (1.6.19) 
它 代表 介质 中 的 能 量 守恒 和 转化 定律 , 其 中 
1 一 
(B.D+B.H)=u (1.6.20) 
代表 介质 中 的 能 量 密度 中 , 而 介质 中 的 能 流 密度 将 为 


Cc 
S=ExH. (1.6.21) 


在 式 (1.6.17) 成 立 的 情况 下 , 将 式 (1.6.19) 左 方 第 一 项 中 的 巨 换 成 2 _K 后 ,并 
利用 式 (1.6.20) 和 (1.6.21) 即 化 出 


_ 1 .人 Ou 
jt K=- t+v:S. (1.6.22) 


上 式 左 方 代表 外 来 电动 力 对 传导 电流 所 作 的 功率 , 右 方 第 一 项 代表 单位 时 间 内 放出 
的 焦耳 热 , 第 二 项 代表 介质 中 电磁 能 的 增加 , 第 三 项 代表 电磁 能 量 的 流出 , 它们 都 
是 指 单位 体积 内 的 值 . 式 (1.6.22) 就 是 较 常 用 到 的 介质 中 能 量 守恒 和 转化 定律 的 表 
达 式 . 


四 式 (16.20) 可 写成 心 = 去 (本 十 B2) 十 2(B.P- 三 . M), 其 中 右 方 第 一 项 代表 介质 中 电磁 场 的 
能 量 , 第 二 项 中 的 3B . 书 代表 极 化 时 介质 能 量 的 增加 (等 于 把 介质 中 正 负 电荷 拉 开 所 做 的 功 )， -3B .RM 


代表 磁化 时 原子 中 旋转 电子 的 动能 的 减少 (由 于 磁场 建立 时 所 伴随 出 现 电场 的 作用 ). 另外 , 旋转 的 电子 相当 
于 一 个 电流 圈 , 有 关 的 讨论 可 参见 3.5 节 . 


第 二 章 ”静电 场 和 静电 作用 


本 章 内 容 分 三 个 方面 : 

(1) 阐明 : 在 有 介质 时 , 无 论 静电 状态 还 是 稳定 流动 状态 的 达到 , 都 要 经 历 一 个 
场 和 介质 相互 作用 的 过 程 . 这 些 状态 是 上 述 相互 作用 的 结果 , 是 在 一 定 条 件 下 所 达 
到 的 一 种 平衡 或 恒 稳 的 情况 . 通过 作用 的 相互 性 的 分 析 , 说 明 在 有 介质 时 为 何不 能 
简单 地 运用 库仑 定律 来 求 出 静电 场 的 分 布 ， 而 必须 化 成 偏 微分 方程 的 边 值 问题 来 求解 

(2) 介绍 两 种 解 边 值 问题 的 方法 分离 变量 法 和 镜像 法 ， 并 用 它们 来 解 一 
些 具体 的 例子 . 

(3) 盖 述 在 原子 和 原子 核 物 理 中 常用 到 的 电 多 极 子 概念 和 多 极 展 开 的 处 理 方 法 ， 

本 素 的 意义 ,不 仅 是 讨论 具体 的 静电 场 问题 ， 还 在 于 通过 对 这 种 较为 简单 的 问 
题 的 分 析 , 具体 地 阅 明 场 和 介质 的 相互 作用 以 及 电动 力学 处 理 方 法 的 一 般 精 神 . 


2.1 静电 问题 中 场 和 介质 的 相互 作用 


在 静止 或 稳定 的 电荷 分 布 周 围 (形式 上 可 扩展 到 整个 空间 ) 所 形成 的 恒定 电场 ， 
称 为 静电 场 . 这 时 , 或 者 没有 电荷 流动 ( 即 了 处 处 为 零 ), 或 昌 有 电流 , 但 它 是 稳定 
的 , 而 且 Y .jz) 处 处 为 零 . 在 本 节 中 , 我 们 将 首先 说 明 对 静电 场 的 一 种 简便 的 描 
写 方式 , 然后 分 绝缘 介质 和 导电 介质 两 种 情况 , 来 分 析 静 电 问 题 中 场 和 介质 的 相互 
作用 , 并 给 出 两 种 情况 下 定 解 的 方程 和 条 件 . 


2.1.1 ”静电 势 

对 于 静电 场 , 一 种 简便 的 方式 是 用 静电 势 来 描写 . 静电 势 是 这 样 引入 的 : 根据 
静电 场 的 性 质 V x 加 = 0, 可 以 得 知 , 吾 的 线 积分 | 五 .dl 只 与 端点 pt 和 ps 有 
关 , 而 与 路 径 的 取 法 没有 关系 , 因此 我 们 可 以 定义 一 个 坐标 函数 


efz) = -| E(z') .dl, (2.1.1) 


它 就 称 为 静电 势 中 ， 显 然 , 如 果 召 的 分 布 是 已 知 的 , p 就 完全 确定 (本 来 , 在 式 
@ 在 本 书 中 , 除了 讨论 某 些 理想 化 的 特殊 例子 以 外 , 在 作 一 般 性 的 理论 讨论 时 , 总 是 假定 电荷 和 电流 都 


是 局 限 在 有 限 的 空间 以 内 . 这 样 , 在 静电 情况 , 如 在 ce 的 行为 是 0 (去 ) , 故 式 (2.1.1) 右 方 的 积分 是 存在 
的 . 
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(2.1.1) 中 , 积分 开始 的 点 即 积分 的 下 限 可 以 任意 选取 . 现 将 下 限 选 定 为 oo 远 点 , 是 
使 得 ce 处 的 p 等 于 零 ). 反 过 来 , 当 yp 给 定 后 , BB 也 通过 下 式 给 出 


E=—Vy. (2.1.2) 
对 于 一 定 的 电荷 分 布 p, 电势 即 为 


eolz) = | 2 (2.1.3) 


其 中 


R= (31— 21)2+ (72 ~ 22)? + (Ya — 23)°. 


这 是 因为 , z' 的 电场 强度 可 表 为 


Pto) = |ar"p(e) 
其 中 
R= V (21 ~ 7) + (22 一 22)2 + (7 一 £3)2, 

于 是 也 了 1 dr 

op(Z) = -| E(xz) .dl = -jar'oe") | 2 (2.1.4) 
不 难 求 出 

| Ry  1 
oo RS (zl 一 到 大 十 (za — 722) + (Ta 一 2 和 


即 从 点 x” 到 点 z 的 距离 . 代入 式 (2.1.4) 后 , 并 把 积分 变量 x* 改 成 z', 即 得 出 式 
(2.1.3). 
利用 yg 来 表达 静电 能 量 时 , 真空 中 的 结果 可 表 为 


U = 5 | ppdT， | (2.1.5) 
上 式 是 将 
E22=-E.Vp=—-V.(gE)+wY:.E 
=—VY.(pE)+4nrpp 
代入 表达 式 


_1 2 
U0- 寺 | dT 


(参见 式 (1.4.8)), 并 把 其 中 散 度 项 化 为 无 穷 远 面 上 的 积分 (从 而 为 零 ) 后 得 出 来 的 . 
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在 有 介质 时 , 仿 上 , 从 式 (1.6.20) 可 以 推出 包括 了 介质 极 化 能 中 的 静电 能 量 为 


U= 3 | ovar, (2.1.6) 


上 式 中 的 p 是 wm 和 p, (介质 中 极 化 电荷 ) 共同 产生 的 总 静 势 . 
用 w 来 描述 静电 场 的 主要 优点 是 场 的 方程 的 简化 . 将 式 (2.1.2) 代入 巨 的 方 


程 得 
V29 = 一 4rp， (2.1.7) 


而 另 一 个 关于 五 的 旋 度 方程 即 V x B= 0 已 能 满足 , 因为 
VxYVp 三 0， 


式 (2.1.7) 形式 的 方程 通常 称 为 泊 松 方程 . 
2.1.2 ”绝缘 介质 与 场 的 相互 作用 


让 我 们 先 来 分 析 一 个 简单 例子 , 看 看 绝缘 介质 是 怎样 同 场 互相 作用 、 互 相 影响 
的 . 设 将 一 个 均匀 的 介质 球 @@ 置 入 一 个 均匀 电场 Eo 中 , 试 求 球 内 外 的 电场 分 布 . 

我 们 知道 , 除了 原来 的 均匀 场 Eo 以 外 ， 
附加 的 场 就 是 介质 球 上 的 极 化 电荷 产生 的 . 
介质 球 本 来 不 带电 荷 , 置 入 电场 中 后 所 出 现 
的 电荷 就 只 是 极 化 电荷 . 怎样 来 求 球 上 的 极 
化 电荷 呢 ? 也 许 有 人 会 回答 说 , 这 个 问题 很 
简单 , 既然 介质 球 是 放 在 均匀 电场 Eo 中 , 那 
么 它 的 极 化 矢量 P 就 等 于 一 个 常量 kxEo, 因 图 2.1.1 置 入 均匀 电场 中 的 介质 球 
而 pp = 0,wp = n*P= Am :五 0. 如 果 把 原点 (在 相互 作用 前 ) 
取 在 球 心 , 极 轴 (z 轴 ) 取 在 Eo 方向 ( 见 图 
2.1.1). 就 有 wp = Eo cos9. 电荷 既然 求 出 , 应 用 库仑 定律 , 附加 的 场 也 就 可 以 确定 
了 . 我 们 指出 , 问题 并 不 这 样 简单 . 按照 上 面 所 给 出 的 面 电荷 ( 它 的 分 布 如 图 2.1.2 
所 示 ), 可 以 求 出 ( 先 不 管 具体 计算 的 方法 ): 它 在 球 内 产生 的 电场 E' 为 一 均匀 场 等 


于 一生 kBo， 如 图 2.1.2 所 示 . 于 是 球 内 总 的 场 强 就 等 于 Eo - ko. 因为 4>0， 
故 它 比 原来 的 小 ( 当 > 冬 时 , 甚至 反 向 ), 这 样 问题 就 来 了 : 既然 球 内 的 场 已 经 


变 弱 ( 且 不 论 还 可 能 反 向 ), 那么 球 的 极 化 也 就 不 能 按 原来 的 Eo 来 计算 了 , 于 是 极 
化 本 身 将 要 减弱 (这 种 效应 通常 称 为 退 极 化 , 即 极 化 本 身 产生 的 场 , 趋向 于 使 极 化 


@@ 极 化 能 是 指 3 |z . Pd7, 参见 式 (1.6.20) 的 推导 . 
@@ 在 本 书 中 , 除了 特殊 声明 的 以 外 , 我 们 都 假定 介质 是 各 向 同性 的 . 


E 
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减弱 ) 是 不 是 按 上 面 新 求 出 的 场 @ _ 全 万 重新 计算 已 就 行 了 呢 ? 仍然 不 行 . 


因为 P 修改 了 以 后 , wp 又 随 着 要 修改 , 从 而 球 内 的 场 还 要 再 变 . 照 这 样 算 下 去 , 就 
要 循环 往复 无 穷 次 , 而 且 只 有 在 “ < 二 的 情况 下 , 所 得 的 结果 才 一 次 比 一 次 更 接 
近 正 确 值 . 
通过 上 面 简单 例子 的 分 析 , 我 们 清楚 地 看 到 , 场 和 介 
质 是 互相 作用 、 互 相 影响 的 ， 只 当 达 到 了 这 样 的 情况 : 
即 由 极 化 本 身 所 产生 的 场 强加 上 原来 的 Bo( 因 而 等 于 球 
内 的 总 场 强 ), 所 算出 的 极 化 正好 与 原来 所 设 的 极 化 自治 
时 , 静电 平衡 状态 才能 达到 . 可 见 , 静电 状态 是 介质 和 场 
相互 作用 的 结果 , 是 这 种 相互 作用 达到 均衡 时 所 形成 的 
图 2.1.2 ”均匀 极 化 球 上 ”状态 . 
的 面 电荷 所 产生 的 电场 那么 作为 理论 物理 的 电动 力学 是 怎样 去 解 这 样 的 问 
题 呢 ? 它 的 方法 精神 是 , 不 去 一 步 步 地 、 手工 业 式 地 反复 
作 修正 (至 少 不 局 限于 这 样 做 ), 而 径直 去 找 最 后 达到 平衡 时 场 和 电荷 分 布 所 必须 
满足 的 关系 式 , 然后 去 寻求 满足 这 些 关系 式 的 解 . 当然 这 些 关系 式 要 在 数学 上 是 充 
足 的 , 即 足 以 完全 确定 场 或 电荷 的 分 布 . 这 样 的 关系 式 就 称 为 定 解 方程 和 定 解 条 件 . 
现在 我 们 离开 上 述 例子 而 回 到 一 般 的 讨论 . 在 介质 是 绝缘 的 情况 下 , 介质 上 的 
自由 电荷 是 外 加 的 , 它们 在 加 到 介质 上 以 后 , 就 不 再 改动 , 因 它们 在 绝缘 介质 上 不 
能 自由 变动 . 因此 , 绝缘 介质 上 的 自由 电荷 分 布 必须 是 事先 给 定 的 , 只 有 极 化 电荷 
才 是 介质 和 场 相互 作用 的 结果 , 是 需要 我 们 去 推 求 的 、 首 先 要 问 最 后 达到 平衡 时 ， 
哪些 关系 式 是 必须 满足 的 ? yp 要 满足 的 是 场 方程 式 (2.1.7), 其 中 pp 可 用 式 (1.5.10) 
代入 , 即 


V2?p = -4rpf 十 4rV : P. (2.1.8) 


这 里 yp 和 PP 都 是 指 达到 平衡 后 的 值 (下 同 ), 在 绝缘 介质 中 , pr 是 给 定 的 , P 和 场 
强 -Vy 之 间 满 足 介质 电磁 性 质 方程 : 


P=—kVy. (2.1.9) 


场 方程 式 (2.1.8) 反映 介质 上 电荷 对 场 的 决定 作用 , 而 介质 方程 式 (2.1.9) 则 反映 场 
对 介质 极 化 的 决定 作用 . 如 前 面 例子 所 分 析 地 那样 , 它们 是 互相 决定 的 , 不 是 简单 
地 由 一 方 决 定 另 一 方 . 因此 , 我 们 必须 将 两 个 方程 联 立 起 来 求解 . 通过 联 立 消 去 书 ， 
即 得 出 

VY:(eVy) = 一 4rpt. (2.1.10) 
它 就 是 p 的 定 解 方程 . 


2.1 静电 问题 中 场 和 介质 的 相互 作用 47. 


实际 常见 的 情况 是 , 介质 多 是 分 区 均匀 的 (真空 亦 将 当 作 < = 1 的 介质 ). 这 时 ， 
在 均匀 介质 内 部 , 可 以 在 解 出 电场 之 前 就 求 出 极 化 电荷 的 分 布 : 


1 e—1 
一 . 二 一 一 日 D 
pp VvV:P EE ( Ee ) 
1 /1 
= 一 1- 一 1jV:.D. 
二 人 ( ) 


这 里 利用 了 均匀 介质 内 e 为 常数 , 故 因 子 (: 一 1) 可 以 提 到 微 商 外 面 来 . 尽管 D 
的 分 布 尚 是 未 知 的 , 但 它 的 散 度 必须 等 于 4rpr, 于 是 即 得 


pp = (: 一 pr. (2.1.11) 


可 见 , 在 均匀 介质 内 部 , pp 与 pr 成 正比 , 在 pr 等 于 零 的 地 方 , pp 也 必然 等 于 零 . 需 
要 指出 的 是 , 在 两 种 均匀 介质 分 界面 上 的 面 极 化 电荷 wp 是 不 能 预先 求 出 来 的 . 
将 式 (2.1.11) 代入 式 (2.1.8), 或 者 直接 从 式 (2.1.10) 都 可 得 出 均匀 介质 内 部 ， 


2 的 定 解 方程 是 
4 


Vip = -到 At (2.1.12) 
在 两 种 介质 (介质 i 和 j) 的 分 界面 上 , 微分 方程 式 (2.1.10) 应 该 用 下 述 边 值 关系 
(ae _o (822 -- 
(¥). “ (¥), 人 (2.1.13) 
Pi— PI;= 0， 


其 中 Se 代表 沿 界面 法 线 方向 的 微 商 亦 即 (n. Vy),n 的 方向 为 自 介 质 ; 指向 介质 
i 式 (2.1.13) 第 一 式 即 为 n.(D; - Di) = hnwr 与 D = -eVy 联 立 的 结果 , 第 二 式 
相当 于 EE 的 切 向 分 量 连 续 的 边 值 关系 . 

当 区 域 V 内 的 自由 电荷 分 布 ps 和 wr 给 定 了 , 而 且 其 中 各 均匀 介质 的 < 值 也 
是 已 知 的 时 候 , 从 定 解 方程 式 (2.1.10) 和 边 值 关系 (2.1.13) 是 否 就 能 完全 确定 区 域 
V 内 的 解 呢 ? 还 不 够 . 这 个 道理 很 容易 理解 , 因为 区 域 V 内 的 场 不 仅 由 该 区 域内 的 
电荷 所 产生 , 还 与 了 外 面 是 否 有 电荷 相关 . 如 果 我 们 只 知道 区 域 V 内 的 pr,wr 和 
se, 那 就 还 必须 补充 一 些 其 他 知识 (这 些 知 识 与 V 外 面 的 电荷 有 关 ) 才 有 可 能 完全 
确定 V 内 的 场 . 要 补充 什么 知识 才 够 呢 ? 数学 告诉 我 们 , 只 要 再 知道 区 域 V 表面 
上 场 强 的 法 向 分 量 En 或 者 切 向 分 量 E( 注 意 , 只 需 两 者 中 的 一 个 ), 就 可 以 将 Y 内 
的 场 唯一 地 确定 下 来 (参见 附录 A). 这 也 相当 于 说 , 只 要 再 知道 表面 上 的 y 值 或 者 


下 值 就 够 了 (在 一 部 分 表面 上 知道 p 值 , 其 余部 分 知道 5 值 , 也 是 可 以 的 ) 以 
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上 就 是 定 解 的 边 值 条 件 . 有 关 的 数学 定理 叫做 唯一 性 定理 , 它 可 表述 如 下 : 
只 存在 唯一 的 函数 (至 多 包括 一 个 可 加 常数 中 ), 能 在 V 内 满足 方程 式 (2.1.10) 
和 边 值 关系 式 (2.1.13), 并 在 V 的 表面 上 符合 上 述 边 值 条 件 . 


2.1.3 ”导体 与 场 的 相互 作用 , 解 的 唯一 性 定理 


导体 的 特点 是 , 当 它 内 部 存在 电场 时 , 就 会 引起 传导 电流 , 使 得 自由 电荷 从 电 
势 高 的 地 方向 着 电势 低 的 地 方 流动 . 自由 电荷 的 分 布 改变 了 , 又 会 反 过 来 改变 电场 
分 布 . 这 样 相互 作用 下 去 , 直到 自由 电荷 分 布 得 如 此 之 好 , 使 得 在 每 个 导体 内 部 忆 
都 处 处 为 零 , 整个 状态 才 达 到 平衡 . 可 见 , 在 这 里 , 静电 状态 的 达到 , 也 是 场 和 导体 
相互 作用 的 结果 . 与 绝缘 介质 情况 的 差别 只 是 这 里 的 自由 电荷 代替 了 绝缘 介质 中 的 
束缚 电荷 . 平衡 时 , 每 个 导体 的 电势 都 要 等 于 一 个 常数 (这 里 没有 考虑 温差 和 化 学 
势 差 , 否则 导体 在 静电 平衡 时 也 不 一 定 是 等 势 体 ). 

导体 的 静电 问题 , 又 分 两 种 类 型 . 第 一 种 是 , 导体 上 加 团 的 总 自由 电荷 是 给 定 
的 , 当然 它 在 导体 上 的 分 布 是 未 知 的 , 要 从 平衡 条 件 (每 个 导体 都 成 为 等 势 体 ) 来 确 
定 . 第 二 种 是 , 导体 的 电势 是 给 定 的 , 例如 将 它 接 到 一 个 具有 固定 电势 的 电源 电极 
上 . 当 导 体 与 该 电源 电极 刚 接 通 时 , 如 果 导 体 原来 的 电势 较 高 , 就 会 有 自由 电荷 从 
导体 流向 电源 , 反之 自由 电荷 则 从 电源 流向 导体 . 直到 最 后 , 导体 的 电势 正好 等 于 
该 电源 电极 的 电势 时 , 电荷 才 停止 流动 . 因此 导体 上 最 后 的 总 自由 电荷 是 由 导体 与 
电极 间 达 到 平衡 的 条 件 导体 电势 等 于 给 定 的 电极 电势 ) 来 决定 的 . 我 们 将 证 明 : 

如 果 求解 的 区 域 V 中 包括 若干 导体 ， 导 体外 面 是 真空 或 者 绝缘 介质 ， 则 当 
导体 外 的 自由 电荷 分 布 和 绝缘 介质 的 < 已 知 、 每 个 导体 上 的 总 自由 电荷 @ 或 者 
电势 5( 常 数 ) 也 已 知 、 而 且 求解 区 域 Y 的 表面 上 p( 或 人 2) 的 值 给 定时 , 区 域 V 
内 的 场 以 及 导体 上 的 自由 电荷 分 布 就 完全 确定 ， 下 面 给 出 相应 的 唯一 性 定理 的 表 
述 ; 

设 区 域 V 中 共有 N 个 导体 , 其 中 有 m 个 导体 的 电势 B( 常 数 ) 是 给 定 的 
G= 1 ,m), 另外 六 一 mm 个 导体 上 的 自由 电荷 Q; 是 给 定 的 (i =m 十 1,… ,有 )， 
导体 外 面 的 pt 和 e 也 是 已 知 的 @, 则 可 证 明 : 

只 存在 唯一 的 函数 p( 至 多 包含 一 个 可 加 常数 ), 能 在 导体 以 外 满足 方程 


V (eVy) = —4npe、\ (2.1.14) 


OD 只 当 边 值 条 件 给 的 是 En( 即 -22 ) 或 者 也 时 , p 才 包 含 一 个 可 加 常数 ,如 果 给 出 的 是 p 值 或 在 
一 部 分 表面 上 给 的 是 p 值 , 可 加 常数 就 没有 了 .但 即使 是 有 可 加 常数 时 ， 瑟 仍然 是 唯一 确定 的 . 

@ 为 简便 计 , 设 导体 外 面 < 是 连续 变化 的 ， 即 不 存在 绝缘 介质 的 分 界面 ， 否 则 下 面 的 表 叙 要 作 相 应 的 
修改 (但 不 存在 什么 困难 ) 
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在 y 的 表面 上 符合 给 定 的 p 值 或 5 值 、 在 前 m 个 导体 上 满足 
p=B j=l,,m (2.1.15) 
在 后 N _m 个 导体 上 也 各 等 于 一 个 常数 、 并 满足 总 电荷 条 件 


-4 eldP qo 一 A709i, 
Ss On 


i=m+1,..,N. (2.1.16) 


上 式 中 5; 代表 第 i 个 导体 的 表面 ; eo 取 表面 外 侧 的 信 (下 同 ). 具体 证 明 并 不 困 
难 . 读者 若 有 兴趣 , 可 试 着 自己 证 明 . 这 里 就 不 再 详 述 . 
电势 p 确定 以 后 , 再 由 公式 


wf 一 一 一 < 一 (2.1.17) 


就 可 确定 导体 面 的 面 自 由 电荷 密度 . 显然 导体 内 pr 等 于 零 , 也 没有 极 化 电荷 . 

唯一 性 定理 对 于 我 们 求解 具体 问题 也 常常 是 有 帮助 的 . 例如 , 在 解 某 些 问 题 时 ， 
根据 一 定 的 分 析 或 过 去 解 题 的 经 验 , 可 能 提出 一 些 尝试 的 解 . 这 时 就 需要 判断 , 这 
些 尝试 解 中 是 否 有 真正 的 解 . 唯一 性 定理 告诉 我 们 , 如 果 某 个 解 满足 唯一 性 定理 中 
所 有 的 要 求 , 它 必 然 就 是 真正 的 解 . 于 是 问题 也 就 解决 了 . 


2.2 ”稳定 流动 问题 中 场 和 介质 的 相互 作用 


在 稳定 电流 的 情况 下 , 电场 满足 的 方程 同 静电 时 一 样 , 故 仍 为 静电 场 . 这 时 电 
场 与 电荷 的 作用 仍 为 静电 作用 , 因此 我 们 把 它 与 静电 问题 放 在 同一 章 讨 论 , 至 于 磁 
场 和 电流 的 作用 , 则 是 第 三 章 中 要 讨论 的 课题 . 

在 本 节 中 , 我 们 首先 要 指出 , 导电 介质 中 稳定 电流 的 存在 是 以 外 来 电动 力 的 存 
在 为 前 提 的 , 没有 外 来 电动 力 , 就 不 可 能 使 全 部 区 域 都 保持 在 稳定 状态 . 其 次 我 们 
要 冰 明 静电 场 在 建立 稳定 电流 中 的 作用 , 指出 稳定 状态 的 达到 也 必须 经 过 一 个 电场 
与 介质 相互 作用 的 过 程 . 最 后 将 给 出 稳定 流动 情况 下 , 场 的 定 解 方程 和 定 解 条 件 . 


2.2.1 ”外 来 电动 力 的 必要 性 


如 上 所 述 , 导电 介质 中 的 传导 电流 要 达到 稳定 的 状态 , 必须 要 有 外 来 电动 力 的 
存在 . 从 物理 上 , 这 个 道理 很 简单 , 因为 导电 介质 中 将 有 焦耳 热 损耗 , 如 果 没有 外 来 
电动 力 供应 能 量 , 根据 能 量 守恒 定律 , 电磁 能 量 就 必然 减少 , 因而 场 将 不 能 维持 稳 
定 . 
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我 们 还 可 以 应 用 式 (1.6.22) 来 作 更 具体 的 论证 . 在 稳定 条 件 下 , 记过 (B.D+ 
B . 末 ) 恒 为 零 , 因而 式 (1.6.22) 化 为 


i = K-V.5, (2.2.1) 


它 的 积分 可 表 为 ] 
| 二 六 dT = | 让 .下 dr -4 S .do, (2.2.2) 
vo V 马 


其 中 的 刀 为 体积 V 的 表面 . 上 式 左 方 代表 区 域 V 内 产生 的 焦耳 热 , 右 方 第 一 项 代 
表 外 来 电动 力 在 Y 内 所 作 的 功 , 右 方 第 二 项 代表 流入 V 内 的 电磁 能 量 . 将 上 式 用 
到 整个 空间 , 这 时 右 方 的 面积 分 化 为 零 (参见 式 (1.4.6) 上 面 的 说 明 ). 如 果 没 有 外 
来 电动 力 存在 , 右 方 第 一 项 也 等 于 零 , 于 是 得 


1 
| 二 天 dr = 0. 
coo 


此 式 中 的 被 积 函 数 总 是 大 于 或 等 于 零 的 , 因此 , 积分 为 零 就 要 求 被 积 函数 处 处 为 零 ， 
即 空间 每 一 点 并 都 必须 为 零 . 说 明 在 没有 外 来 电动 力 时 不 可 能 有 稳定 电流 存在 . 

外 来 电动 力 存在 的 区 域 , 可 以 称 作为 电源 区 . 若 将 式 (2.2.2) 用 到 电源 区 以 外 
的 导体 上 , 这 时 右 方 第 一 项 为 零 , 故 得 导体 上 的 焦耳 热 损耗 就 等 于 流入 的 电磁 能 量 . 
而 在 用 到 电源 区 时 , 式 (2.2.2) 可 写成 


| jr. Kdr = | > 站 dT 十 $s ‘do, (2.2.3) 


它 表明 , 外 来 电动 力 所 作 的 功 等 于 电源 内 消耗 的 焦耳 热 加 上 流出 去 的 能 量 . 
对 于 电源 (例如 电池 ) 和 导线 (假定 由 均匀 的 导体 作成 ) 所 构成 的 电路 , 通常 还 
定义 一 个 电路 的 电动 势 2: 


£= he + K):dl, (2.2.4) 
它 代表 单位 电荷 沿 电 路 移动 一 周 时 , 电场 和 外 来 电动 力 对 它 所 作 的 功 . 根据 
jt=0(E+K), (2.2.5) 
它 可 化 为 
£= 中 5 .dl= 由 jrdl, (2.2.6) 


因为 稳定 时 ,导线 上 放 的 方向 处 处 与 导线 平行 . 在 导线 较 细 而 且 o 在 模 截 面 上 又 
是 均匀 的 情况 下 , 电流 在 横 截 面 上 的 分 布 亦 将 是 均匀 的 . 于 是 产 = 工 , 4 为 导线 的 
模 截 面积 , 了 为 导电 流 . 这 时 上 式 化 为 : 


2 = RT， (2.2.7) 
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EE 


其 中 


R-4 电 Ba 
称 为 电路 的 总 电阻 . 式 (2.2.7) 就 是 原始 的 欧姆 定律 , 它 给 出 总 电流 与 电动 势 2 
成 正比 . 

根据 静电 场 的 性 质 ， 


和 .ai=o 


这 表明 , 静电 场 对 电路 的 电动 势 没 有 贡献 , 电动 势 完全 是 由 外 来 电动 力 贡 献 的 ( 参 
见 式 (2.2.4)), 因此 E 又 称 为 电池 ( 它 提供 外 来 电动 力 ) 的 电动 势 , 并 可 表 为 


£= | K.d. (2.2.9) 
电池 内 


那么 , 更 电场 对 稳定 电流 的 建立 起 什么 作用 呢 ? 这 个 问题 我 们 将 在 2.2.2 小 节 
中 讨论 . 
2.2.2 ”静电 场 在 稳定 电流 建立 中 的 作用 


我 们 对 上 述 由 电池 和 导线 构成 的 电路 例子 作 进一步 的 分 析 , 考察 电荷 的 流动 是 
怎样 达到 稳定 状态 的 . 

当 将 两 个 电极 (化 学 成 分 不 同 ) 插入 电解 液 中 作成 电池 时 , 由 于 化 学 势 的 作用 ， 
在 电池 内 部 正 离子 将 自 一 个 极 流向 另 一 个 极 , 负离子 的 流动 方向 则 相反 . 于 是 在 两 
个 极 上 将 分 别 积累 正 负 电荷 . 这 些 电荷 在 电池 内 产生 的 电场 对 电池 内 离子 的 作用 正 
好 与 “外 来 电动 力 ”( 它 正比 于 化 学 势 梯 度 的 负 值 ) 相反 , 因而 电流 迅速 地 减弱 , 到 
(电池 内 ) 静电 场 与 外 来 电动 力 完 全 抵消 时 , 电流 最 终 停止 , 电极 上 的 电荷 也 就 不 再 
增加 . 这 时 电池 达到 了 平衡 状态 , 带 正 电 的 一 极 就 成 为 正极 , 带 负电 的 成 为 负极 . 由 
于 电荷 分 布 的 存在 , 在 电池 外 面 的 空间 中 将 出 现 电 场 , 如 图 2.2.1 所 示 . 当 在 两 极 间 
接 上 导线 时 , 导线 中 的 自由 电荷 将 受到 电场 的 作用 而 流动 ( 设 导线 是 由 均匀 介质 作 
成 的 , 其 中 无 外 来 电动 力 . 但 在 导线 与 两 极 接触 处 还 须 考 虑 电子 化 学 势 的 作用 ). 随 
着 正 电荷 通过 导线 由 正极 流向 负极 , 电池 内 部 的 电场 迅速 减弱 , 因而 已 不 能 平衡 化 
学 势 的 作用 , 于 是 在 电池 内 部 正 电荷 将 继续 由 负极 向 正极 流动 , 这 就 形成 了 连续 的 
电流 . 我 们 看 到 , 在 电池 内 部 , 电场 对 电流 是 起 抑制 的 作用 , 而 在 导线 中 , 电流 则 是 
由 电场 推动 的 . 

以 上 讨论 表明 , 虽然 静电 场 对 整个 电动 势 无 贡献 , 但 却 对 稳定 电流 的 建立 起 着 
重要 的 作用 . 因 外 来 电动 力 只 存在 于 电池 内 部 (以 及 导线 与 两 极 接头 处 ), 若 没有 静 
电场 的 调节 作用 (在 电池 内 抑制 电流 、 在 导线 中 推动 电流 )， 是 不 可 能 形成 稳定 的 
“回路 流动 ”的 . 
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我 们 还 可 以 就 这 个 例子 作 进 一 步 的 分 析 . 在 两 极 
\ /NN 间接 上 导线 并 形成 稳定 电流 后 ， 导 线 中 每 一 点 电流 的 
方向 应 与 导线 相 切 , 如 果 导线 截面 又 是 均匀 的 ( 即 截面 
下 / 为 一 常数 ), 则 在 整个 导线 上 , i 的 信也 是 一 个 常数 . 根 
据 欧 姆 定律 ,导线 中 每 一 点 的 电场 方向 也 必须 与 导线 
一 一 一 相 切 , 而 且 在 整个 导线 上 忆 为 一 常数 . 不 论 导线 置 放 
成 什么 形状 , 稳定 条 件 都 要 求 有 这 样 的 结果 . 
我 们 已 经 说 过 , 在 未 接 上 导线 前 , 空间 有 一 电场 分 
布 , 该 分 布 是 由 电池 上 的 电荷 决定 的 . 它 怎么 能 同上 述 
图 2.2.1 电池 内 外 的 电场 ”要求 相 协调 呢 ? 原来 这 又 是 经 过 场 和 介质 (这 时 是 指 
示意 图 导线 ) 相互 作用 的 过 程 才 达到 的 . 一 般 说 来 , 在 起 初 , 导 
线 中 每 一 点 的 场 强 并 不 就 与 导线 相 切 , 其 数值 在 整个 导线 上 也 不 会 是 常数 ， 然 而 ， 
当 电 场 方向 与 导线 不 相 切 时 , 它 引起 的 电流 就 会 在 导线 的 一 侧 积累 正 电 , 另 一 侧 积 
累 负电 如 图 2.2.2 所 示 . 这 种 积累 的 电荷 反 过 来 使 电场 方向 向 着 导线 的 切线 方向 变 
化 , 一 直到 电场 与 导线 相 切 时 , 电荷 积累 才 停 止 进行 . 又 若 电场 数值 不 为 常数 , 例如 
图 2.2.3 中 4 处 大 B 处 小 , 则 对 4B 段 导线 来 说 , 流入 的 电荷 将 大 于 流出 的 电荷 ， 
从 而 此 段 导线 上 将 积累 正 电 (积累 在 表面 上 , 见 后 面 的 
讨论 ). 此 电荷 的 作用 将 使 得 4 处 电场 减 小 , 使 B 处 
增 大 , 因而 也 是 使 得 电流 趋向 稳定 方向 变化 . 直到 4B 
两 处 电场 相等 后 , 这 一 段 上 带 的 电荷 才 不 再 改变 . 由 此 
可 见 , 导线 接 上 后 , 要 经 过 一 个 弛 多 过 程 才 达 到 稳定 状 
态 . 在 这 个 过 程 中 , 通过 场 和 介质 (在 此 即 导线 ) 的 相 
互 作用 , 导线 的 表面 分 布 了 适当 的 电荷 (电池 电极 上 的 
电荷 当然 也 有 改变 ), 它 反 过 来 令 场 的 分 布 发 生 相应 的 ”图 2.2.2 当 电 场 不 是 顺 着 导线 
变化 , 使 电流 向 稳定 状态 趋 近 , 直到 稳定 条 件 满足 时 ， ”方向 时 , 引起 的 电荷 积累 
这 种 电荷 积累 的 过 程 才 终止. 
2.2.3 ” 定 解 方程 


我 们 回 到 一 般 的 情况 , 即 导体 不 限于 为 线 状 . 我 们 


+ > 只 讨论 电源 区 以 外 导体 中 的 解 (在 电源 区 内 , 需要 将 电 
Hr 动力 学 方程 与 化 学 动力 学 方程 联 立 起 来 求解 ) 我 们 已 
pe 经 指出 , 最 终 电荷 的 分 布 是 要 使 得 稳定 条 件 满足 , 我 们 


也 正 是 根据 这 一 要 求 来 确定 电荷 和 场 的 分 布 . 


图 2.2.3 ” 当 均 匀 导 线 上 的 电场 稳定 条 件 是 : 在 体积 中 
强度 不 一 致 时 (如 4 点 大 , B 点 


小 ), 引起 的 电荷 积累 Vjr=0, (2.2.10) 


2.2 ”稳定 流动 问题 中 场 和 介质 的 相互 作用 .53 
A 


在 (可 能 出 现 的 ) 介质 分 界面 上 ， 
m (jn— jr)=0. (2.2.11) 
n 为 分 界面 上 法 向 单位 矢量 . 而 由 欧姆 定律 ， z 
jt = —oVy. (2.2.12) 


以 上 各 式 中 的 和 都 是 指 达到 稳定 后 的 值 . 将 式 (2.2.10) 和 (2.2.11) 与 式 (2.2.12) 
联 立 起 来 , 就 得 出 


V.(cVe)=0， (2.2.13a) 
以 及 
Op Op\ _ 
C1 的 一 O02 ( 训 ) 一 0. (2.2.13b) 
再 加 上 
P1 = ,2 (2.2.14) 


就 构成 定 解 的 方程 和 边 值 关系 . 注意 , 稳定 电流 时 , 电场 虽然 仍 是 静电 场 , 但 它 的 定 
解 方程 与 边 值 关 系 与 静电 问题 中 的 并 不 同 (可 比较 上 三 式 与 式 (2.1.10) 及 (2.1.13)). 
这 是 因为 达到 “静电 平衡 ”和 达到 “稳定 流动 ” 对 电荷 分 布 的 要 求 不 同 . 

如 果 导 体 是 均匀 的 , 式 (2.2.13a) 化 为 


V2p = 0， (2.2.15) 
表明 电源 区 外 的 均匀 导体 内 部 p = 0, 再 根据 此 情况 下 
pr=V-D= EV.E=ep, 


故 pr 也 为 零 . 这 就 证 实 了 我 们 前 面 所 说 的 , 对 于 由 均匀 介质 作成 的 导线 , 稳定 时 电 
荷 只 积累 在 导线 表面 上 . 

对 于 一 般 情况 , 根据 定 解 方程 和 边 值 关系 ( 式 (2.2.13) 和 (2.2.14)), 再 加 上 区 域 
“外边 界 " 上 的 边 值 条 件 (w 值 或 32 值 ), 就 可 以 唯一 地 确定 该 区 域内 的 电势 分 布 
电势 求 出 以 后 , 再 利用 关系 式 


Vv: (eVy) = —4nps, 


Op op _ (2.2.16) 
El ( 吕 ) 一 E2 ( 芭 ) 一 —47mws, 


即 可 求 出 导体 内 和 界面 上 的 自由 电荷 分 布 . 
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2.3 ”导体 系 的 电势 系数 和 电容 系数 


这 一 节 的 内 容 比较 简单 , 在 普通 物理 课程 中 可 能 也 曾 学 过 , 我 们 在 本 课 中 列 入 
它 , 主要 是 为 了 与 3.4 节 相 呼应 . 

通常 的 电容 器 只 由 两 个 导体 组 成 , 本 节 将 考虑 较 一 般 的 情况 , 即 任意 导体 系 (不 

止 两 个 ) 的 电容 问题 . 为 此 , 须 引入 该 导体 系 的 电容 系数 以 及 相关 的 电势 系数 的 概 

念 . 

为 简单 计 , 设 导体 外 面 的 空间 中 没有 电荷 存在 , 电荷 只 荷载 在 导体 上 , 另外 导 
体外 面 也 没有 介质 . 

我 们 先 来 讨论 导体 外 面 空间 任 一 点 (zi, za, zs) 处 的 电势 p 与 各 个 导体 上 电荷 
(q1, 92,…) 闻 的 关系 . 不 难 想到 , 这 是 一 种 线性 关系 , 即 


o(zZ) = > qiPi(z). (2.3.1) 


证 明 也 很 简单 , 设 第 i 个 导体 上 带 有 单位 电荷 , 其 他 导体 上 不 加 置 电荷 ( 即 它 
们 上 面 的 总 电荷 皆 为 零 ) 时 , 空间 的 电势 分 布 为 P(z), 则 当 第 ; 个 导体 带 的 电荷 为 
qi, 其 他 导体 仍 未 加 置 电荷 时 , 按照 又 加 定理 , 空间 电势 分 布 即 为 %P(z)， 如果 各 
个 导体 上 的 总 电荷 皆 不 为 零 , 空间 电势 应 即 为 各 个 giP(z) 的 琶 加 , 这 样 就 得 出 式 
(2.3.1). 值得 注意 的 是 , P(z) 的 定义 是 说 除 导体 i 带 单位 电荷 以 外 , 其 他 导体 上 的 
总 电荷 为 零 ( 因 未 加 置 电荷 ), 但 其 上 的 面 电荷 密度 并 不 处 处 为 零 , 所 以 已 (z) 并 不 
就 是 “只 有 第 i 个 导体 存在 并 带 有 单位 电荷 而 其 他 导体 不 存在 时 ”的 电势 分 布 . 
将 式 (2.3.1) 中 的 z 取 在 各 个 导体 上 , 并 设 其 中 第 i 个 导体 的 电势 为 ps, 则 即 
得 出 
pi= Pyg;. (2.3.2) 


上 式 给 出 第 i 个 导体 的 电势 与 所 有 导体 上 电荷 之 间 的 线性 关系 , 其 中 的 系数 已 ; 就 
称 为 该 导体 系 的 电势 系数 , 它 代表 只 在 第 j 个 导体 上 加 单位 电荷 时 , 第 i 个 导体 上 
的 电势 值 . 

从 式 (2.3.2) 可 以 解 出 g; 用 各 个 导体 上 电势 的 关系 式 : 


gi = YCiipi, (2.3.3) 
了 


其 中 的 系数 Ci; 称 为 该 导体 系 的 电容 系数 . 上 式 也 表明 这 样 一 种 皮 加 性 , 车 各 导体 
的 电势 分 别 为 p; 时 , 其 上 的 电荷 分 别 为 %, 而 当 它 们 的 电势 分 别 为 p! 时 , 电荷 分 
别 为 gf, 则 当 各 导体 电势 为 p; ++ yp? 时 , 它们 上 面 的 电荷 即 为 of + qf. 


2.3 “导体 系 的 电势 系数 和 电容 系数 . 55 . 


将 式 (2.3.3) 代入 式 (2.3.1)， 还 可 得 出 空间 任 一 点 的 电势 与 各 导体 上 电势 的 关 
系 : 
o(z) = >》 oaCi(z)， (2.3.4) 


其 中 
Ci(z) = 》 CiiPi(z). (2.3.5) 
i 


从 式 (2.3.4) 立即 看 出 , Ci(z) 代表 第 i 个 导体 具有 单位 电势 而 其 余 导 体 接地 
(意思 是 令 其 电势 为 零 ) 时 名 O, 空间 的 电势 分 布 . 

式 (2.3.1) 和 (2.3.4) 分 别 给 出 : 当 各 导体 上 的 电荷 或 其 电势 已 知 时, 空间 各 点 
的 电势 . 

下 面 将 证 明 , 电势 系数 P; 和 电容 系数 Co 对 于 指标 ; 和 了 是 对 称 的 , 即 


Py = bs (2.3.6) 
Ci = Osi. 

在 证 明之 前 , 我 们 先 对 上 式 的 物理 意义 作 一 点 说 明 . 式 (2.3.6) 第 一 式 表 示 : 在 
导体 i 上 置 放 单位 电荷 时 , 导体 ; 的 电势 正好 等 于 在 导体 7 上 置 放 单 位 电荷 时 导 
体 i 的 电势 . 同样 , 式 (2.3.6) 第 二 式 表示 : 当 导 体 i 具有 单位 电势 而 其 它 导体 接地 
时 , 导体 7 上 的 感应 电荷 , 正好 等 于 导体 7 具有 单位 电势 而 其 它 导体 接地 时 ,导体 
i 上 的 感应 电荷 . 这 种 关系 通常 称 为 倒 易 关系 . 

为 证 明 的 需要 , 我 们 先 给 出 导体 系 带电 时 的 能 量 UV. 从 式 (2.1.6) 和 (2.3.2) 可 
以 化 得 

U= 5 oo 三 3 Fre, (2.3.7) 


了 


另外 , 从 式 (2.1.6) 和 (2.3.3) 又 可 化 得 
= 3 >》>， qipi = 3 》， Cij Pipi- (2.3.8) 
i i 
即 体系 的 能 量 可 表 为 各 导体 上 电荷 或 者 各 导体 上 电势 的 二 次 式 . 


从 式 (2.3.7) 即 可 得 出 倒 易 关 系 式 (2.3.6) 的 第 一 式 ， 下 面 将 给 出 形式 上 的 证 
明 : 


@ 由 于 “地 ” 即 大 地 , 在 通常 问题 中 可 看 作 一 直通 到 无 穷 远 ， 因 此 在 静电 问题 中 可 认为 其 电势 等 于 零 . 
但 在 非 静 电 情 况 下 , 如 图 2.5.3 中 , 由 于 地 的 电导 率 有 限 , 其 中 电势 并 不 能 认为 恒 等 于 零 . 这 也 告诉 我 们 , 同 
一 事物 , 在 不 同 问题 中 , 可 能 要 不 同 地 看 待 . 
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1 1 CC 
U= 3 2 一 ;>| Ri doidoj, 


订 
于 是 当 各 导体 电荷 g 增加 dg 时 , 能 量 的 增加 即 为 


1 Widw; 十 wydws 
dU = 了 2 Ry dd 


由 于 i 和 7 都 是 对 同一 导体 系 的 求 和 指标 , 故 可 将 上 式 右 方 前 项 中 的 i 和 j 互 换 ， 
这 样 上 式 可 改写 成 


widw; 
dU = > | Ry didos 


= da， I go, 2.3.9 

{ll ee 
= 2 dqipr. 

因此 , 当 U 表 成 各 导体 上 电荷 的 函数 时 , 就 有 


dg = pi (2.3.10) 


利用 这 一 结果 即 得 出 一 个 交互 关系 式 
Op; 60 ppi 


Og; OgqBg Og; 
按照 式 (2.3.2), 上 式 即 为 已 ), 而 上 式 右 方 在 将 
pi 一 2, Pjiqi 
代入 后 , 又 得 出 Pi, 这 样 就 完成 了 式 (2.3.6) 第 一 式 的 证 明 . 
式 (2.3.6) 第 二 式 的 证 明 可 类 似 地 进行 (参见 下 面 所 述 ). 
由 U= 3 Dp 即 得 出 


(2.3.11) 


dU = 3 2 40dy + pidgi). (2.3.12) 
将 此 式 来 2 再 减 去 式 (2.3.9), 结果 为 


dU = 》， didpi， 
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于 是 当 将 D 表示 为 各 导体 电势 pi 的 函数 时 , 就 有 


5 = gi. (2.3.13) 
pi 
再 利用 
OU 02U 
OpjOp; OpiOp; 
即 得 出 
Ogi Ogj 
二 一 二 二 一 . 2.3.14 
Op; Opi ( ) 


将 式 (2.3.3) 代入 此 式 后 , 就 得 出 式 (2.3.6) 第 二 式 : 
Ci 一 Oni: 


下 面 , 我 们 应 用 上 面 得 出 的 结果 来 考察 一 个 特殊 情况 , 即 最 简单 的 平行 板 电容 
器 , 来 说 明 通 常 所 说 的 电容 器 电容 C 与 上 述 电容 系数 间 的 关系 . 当 该 电容 器 的 正 负 
极 (以 下 分 别 用 标号 1 和 2 来 标示 ) 上 各 带 上 g 时, 按 式 (2.3.3) 


gq= Ci191 + C1i2p2, 


(2.3.15) 
—q= C21p1 + C22p2. 
两 式 相 减 得 
24 = (O11 — C21)p1 + (C12 — C22)9p2. (2.3.16) 
再 按照 式 (2.3.6) 第 二 式 , C12 = Cz1. 另外 , 从 对 称 性 来 看 , 在 此 例 中 
O11 = C22, 
于 是 得 出 0 0 
4= 全 Ap， (2.3.17) 
其 中 
Ap = pl 一 %2， 
即 两 极 间 的 电势 差 V. 式 (2.3.17) 就 是 通常 的 电容 公式 
q = CV, 
C = es. (2.3.18) 


当 平 行 板 电 容器 的 两 极 距离 很 小 时 , 将 有 


C12 Cu. (2.3.19) 
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上 式 证 明 如 下 : 令 电 容器 一 个 极 上 带电 荷 gi 而 将 另 一 极 “ 接 地 ”, 即 令 
pa 三 0. 


这 时 , 由 于 两 极 平板 相距 很 小 , 接地 平行 极 上 的 感应 电荷 go 将 与 @ 大 小 基本 相等 ， 
但 符号 相反 , 即 
d2 ~—d1: 

从 而 式 (2.3.15) 基本 成 立 . 于 是 对 该 电容 器 可 应 用 式 (2.3.17)， 再 将 式 (2.3.19) 代 
入 , 就 化 出 C 等 于 Cii(= C022). 

利用 本 节 的 讨论 结果 , 我 们 还 可 以 理解 实际 应 用 中 常 提 到 的 “电路 分 布 电容 ” 
的 概念 . 

为 说 明 这 一 概念 , 先 看 电路 中 电流 是 稳定 的 情况 . 这 时 , 导线 各 点 上 的 电势 是 
随 着 点 的 位 置 连续 改变 的 (因为 导线 具有 电阻 ), 如 果 我 们 将 导线 分 成 许多 小 段 , 每 
个 小 段 上 的 电势 可 作为 一 个 常数 , 则 根据 本 节 所 述 导体 系 电 容 系数 的 公式 , 第 i 个 
小 段 上 的 电荷 可 表 为 

gi = Cp 


当 电路 中 的 电动 势 有 所 改变 , 从 而 导线 各 部 分 的 电势 随 之 改变 时 , 各 小 段 上 的 
电荷 ( 按 上 节 所 述 , 对 于 匀 质 导线 , 这 些 电荷 是 分 布 在 导线 的 表面 上 ) 也 将 发 生变 
化 . 由 上 式 得 出 

Adai = > Ciy Ays. 
5 


这 一 效应 相当 于 有 电容 分 布 于 电路 的 各 部 分 之 间 , 因而 称 为 电路 中 的 分 布 电容 . 在 
实际 中 , 特别 是 在 设计 频率 较 高 的 交流 电路 时 (严格 说 来 , 交流 电路 已 不 属于 静电 
情况 , 但 在 交 变 频率 不 太 高 时 , 仍 可 将 本 节 结 果 加 以 推广 而 应 用 于 它 ), 应 注意 分 布 
电容 所 产生 的 效应 , 以 免 引 起 不 期 望 有 的 结果 . 这 情况 使 得 于 个 电路 的 具体 位 轩 
安排 成 为 一 种 有 考究 的 学 问 . 

最 后 附带 指出 , 为 了 消除 外 界 对 所 研究 系统 的 电 干扰 (这 种 干扰 就 是 通过 外 界 
带电 体 与 “所 研究 系统 ” 间 的 电容 实现 的 ), 通常 采用 电 屏 蔽 的 方法 , 即 用 一 个 接地 
的 导体 壳 把 该 系统 包 起 来 . 这 时 导体 壳 内 的 电势 分 布 即 与 过 外 的 情况 无 关 , 完全 由 
壳 内 导体 上 所 带 的 电荷 和 壳 面 的 边 条 件 (电势 为 零 ) 确定 . 

上 述 结论 从 “静电 定 解 条 件 ” 和 唯一 性 定理 即 可 证 明 . 从 物理 图 像 上 , 可 以 这 
样 理解 : 在 静电 情况 (或 准 静电 情况 ) 中 , 导体 壳 层 中 不 存在 电场 , 故 壳 内 和 这 外 的 
电力 线 为 壳 层 所 断 开 , 彼此 不 相连 接 . 这 外 电荷 分 布 的 变化 , 只 影响 壳 层 外 表面 上 
的 电荷 分 布 , 而 影响 不 到 壳 的 内 部 空间 . 换 旬 话说 , 当 外 界 电 蔽 分 布 改变 时 , 壳 层 外 
表面 上 的 电荷 分 布 将 随 之 变化 , 它 所 产生 的 抵消 作用 , 保持 了 壳 内 空间 不 受 影响 . 
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2.4 分 离 变数 法 在 静电 问题 中 的 应 用 


从 本 节 开 始 我 们 来 讨论 解 静电 场 的 方法 问题 . 求解 静电 场 并 没有 普 适 的 方法 ， 
需要 根据 具体 情况 来 具体 地 考虑 . 而 且 在 许多 情况 下 , 仅 能 用 数值 计算 方法 来 求解. 
只 有 比较 简单 的 情况 才能 完全 解析 地 求 出 结果 . 

如 前 所 述 , 在 实际 问题 中 , 常常 遇见 的 是 介质 分 区 均匀 而 且 其 内 部 不 带 自由 电 
荷 的 情况 . 这 时 , 在 介质 内 部 , pp 也 等 于 零 , 即 静 电势 满足 拉 普 拉 斯 方程 


V2p = 0. 


当 介质 的 分 界面 能 与 某 曲 线 正 交 坐 标 系 的 坐标 面 重合 时 , 分 离 变数 法 往往 是 一 种 有 
效 而 且 比 较 简单 的 方法 . 

用 分 离 变数 法 求解 静电 问题 的 步骤 是 : @ 根据 分 界面 的 形状 选 定 适当 的 坐标 
系 . @ 用 分 离 变数 法 求 出 符合 该 问题 某 些 特 定 要 求 的 拉 普 拉 斯 方程 的 一 系列 特 解 
(通常 都 已 被 求 好 , 可 从 有 关 的 书 中 查 出 来 ). @ 把 各 均匀 区 的 解 表 成 上 述 特 解 的 线 
性 登 加 , 然后 根据 边 值 关系 和 边 值 条 件 确定 其 中 的 系数 . 如 果 系 数 能 选取 得 使 边 值 
关系 和 边 值 条 件 都 得 到 满足 , 我 们 就 得 出 该 问题 的 解 . 

最 常用 到 的 是 球 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 的 分 离 变 数 , 在 本 节 中 我 们 只 就 前 者 作 具 体 
的 讨论 . 

取 球 坐标 的 三 个 分 量 为 (r, 9, x), 拉 普 拉 斯 方程 在 球 坐 标 系 中 的 形式 是 


1 8 20w 1 0 .Op 1 62p 
r2 Or ( 2 ) + ng (sinogs + sng x7 一 0， (2.4.1) 


我 们 先 求 形 如 
p= f(r)g(0)h(x) 


的 特 解 . 将 此 形式 的 p 代入 式 (2.4.1), 并 在 方程 两 边 乘 以 5 即 得 


1 d df 1 d/. dg 1 d2h 

far (学 ) + | (sino 半 ) + | 一 
上 式 第 一 项 只 是 r 的 函数 , 第 二 项 只 是 9 和 x 的 函数 , 要 求 上 式 对 于 任意 (r,9,xX) 
都 成 立 , 就 必须 两 项 都 等 于 与 +"、9、xx 无 关 的 某 个 常数 , 即 有 


1d (= 学 ) 一 入 (2.4.2) 


1 d/. ,dg 1 d2h 
gsing dg (sno 名) 十 hsin? 0 dxz = 一 入， (2.4.3) 
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入 即 为 上 述 常数 . 式 (2.4.3) 又 可 化 为 


， 2 
| 袜 : 吉 人 + sin2d| 十 工 2 一 0 


9 db db hdx?2? 
因而 可 进一步 分 为 ga | 
sin 。 g ,2 
一 一 到 一 .4.4 
7 (sno 名) 十 和 Asin 0 = (2.4.4) 
1d2h 


/ 亦 为 一 个 常数 . 这 样 , 问题 即 化 为 求解 常 微分 方程 式 (2.4.2), (2.4.4) 和 (2.4.5). 在 
用 球 坐 标 系 分 离 变 数 来 处 理 的 情况 下 , 介质 各 分 区 的 界面 可 以 是 球面 (r = 常数 ) 
和 圆锥 面 (9 = 常数 ), 然而 最 常见 的 还 是 球面 . 

对 于 一 个 以 两 同心 球面 (半径 为 > 和 rz) 为 表面 的 均匀 介质 , 当 坐 标 原点 取 在 
球 心 时 , 拉 普 拉 斯 方程 成 立 的 范围 是 


0 < x < 2n, Og0<n, 72 < 7 < 71. (2.4.6) 


由 于 电势 在 x = 0 面 上 的 单 值 性 , 式 (2.4.4) 和 (2.4.5) 中 的 /必须 取 为 整数 的 平方 
即 ”2, 这 时 式 (2.4.5) 的 两 个 独立 解 为 : 


h(x) = sin nx, cosnx, | (2.4.7) 
其 中 n 为 大 于 或 等 于 零 的 整数 . 再 看 方程 式 (2.4.4). 令 z = cosb， 该 方程 即 化 为 
2 
|a 一 2 型 十 @ 一 I) g=0, (2.4.8) 


此 即 为 缔 合 勒 让 德 方程 . 由 于 在 9 = 0 和 6 = r 处 , 也 就 是 z = 土 1 处 , 解 必须 有 限 ， 
和 只 能 取 为 10 + 1), 其 中 ! 为 零 或 正 整数 , 而 且 ! 必须 大 于 或 等 于 n. 对 应 的 解 称 
为 缔 合 勤 让 德 函数 , 即 

9 = P?(z) = P?(cos0). (2.4.9) 
不 难 证 明 , 在 和 = L(+1) 时 , 式 (2.4.2) 的 两 个 独立 解 为 : 


f =, (2.4.10) 


这 样 , 我 们 就 得 到 特 解 


b 
en = (or 十 入 ) cosnxP? (cos0) 


da 
十 (er 十 2 SinmXPZ(cos 0 (2.4.11) 
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£=0,1,2,...,0<nge. 


因为 拉 普 拉 斯 方程 是 线性 的 , 故 将 不 同 的 we 又 加 起 来 仍 为 方程 的 解 . 于 是 我 们 将 
式 (2.4.6) 所 界定 的 区 域 中 的 解 表 为 


b 
p= | (our 十 六 ) YE (0, x) 
En 


(2.4.12) 
+ (or + | Yin (6, | , 
££=0,1,2,...,， 0gngt 
其 中 (Dp ~ n 
Yeon (0,X) = cosnxP?(cos0), (2.4.13) 


Y0) (6, Xx) = sinnxP?(cosO). 


由 于 球面 上 的 任意 函数 (9,z) 都 可 表 成 Yt (9,z) 和 Y 名 (0,z) 的 又 加 , 因此 
总 可 选择 式 (2.4.12) 中 的 系数 使 > = rr 和 +7 = ra 两 球面 上 的 边 值 条 件 满足 .这样 
式 (2.4.12) 就 成 为 式 (2.4.6) 区 域 中 电势 的 一 般 解 . 在 物理 上 , 式 (2.4.12) 中 的 


ben 1) qin ww(2) 
站 (如 Y+ 和 的 Y 


Ln 


部 分 , 代表 小 球面 内 (r < 72) 的 电荷 在 该 区 域 所 产生 的 电势 , 而 其 中 的 


》 (omreY 久 十 cnre Yl ) 
£m 


部 分 , 则 代表 大 球面 外 (> > r1) 的 电荷 在 该 区 域 所 产生 的 电势 . 
下 面 结 合 具 体例 子 来 说 明 如 何 根据 边 值 关系 和 边 值 条 件 来 确定 系数 . 
例 1 设 将 一 导体 球 置 于 均匀 外 电场 Eo 中 , 求 球 置 入 后 的 电场 分 布 . 如 果 将 
导体 球 接地 , 结果 又 如 何 ? 
我 们 先 对 这 个 问题 作 一 些 定性 分 析 . 取 球 心 为 坐标 原点 .在 导体 球 未 置 入 前 ， 
空间 电势 等 于 
P= po — Eorcos0 = po — EorP (cosO). (2.4.14) 


其 中 wo 和 Eo 为 给 定 的 值 . 当 导体 球 置 入 时 , 原来 的 电场 将 在 球 上 引起 电荷 的 流 
动 , 正 电 从 电势 高 的 地 方 流向 电势 低 的 地 方 . 于 是 球 的 两 端 将 分 别 积累 正 负 电荷 , 其 
结果 将 使 低 的 一 端的 电势 升 高 , 高 的 一 端的 电势 降低 , 直到 整个 球 成 为 一 个 等 势 体 ，, 
电荷 才 停 止 流动 . 设 这 时 导体 球 的 电势 为 5. 如 果 又 将 导体 球 接地 (地 的 电势 取 为 
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零 ), 那么 当 g$ 大 于 零 时 , 正 电荷 将 从 导体 球 流向 地 , 球 的 电势 随 之 降低 ; 反 过 来 , 正 
电荷 则 从 地 流向 导体 球 , 球 的 电势 将 升 高 . 直到 导体 球 电势 变 成 零 时 , 才 停 止 流动 . 
由 此 可 见 , 达到 平衡 时 , 两 种 情况 分 别 满足 下 述 条 件 : 

第 一 种 情况 ”导体 球 上 y 等 于 某 常数 一 5 是 未 知 的 , 但 导体 球 上 总 电荷 Q 
已 知 为 零 . 设 球 的 半径 为 ro, 即 有 


p= $, 当 7 <&< ro. (2.4.15) 
Op 
pb Ed =0, (2.4.16) 


5 为 包围 导体 球 的 曲面 . 
第 二 种 情况 ”导体 球 上 总 电荷 @ 是 未 知 的 , 但 球 的 电势 等 于 零 , 即 有 


p=0, 当 了 委 70， (2.4.17) 
另外 , 对 上 述 两 种 情况 , 无 穷 远 处 的 电势 都 满足 
p= po — EorP1(cosd), 7 一 oo. (2.4.18) 


因为 球面 上 电荷 所 产生 的 电势 在 无 穷 远 处 应 趋 于 零 . 

我 们 利用 前 面 给 出 的 分 离 变数 法 的 公式 来 求解 . 取 极 轴 的 方向 为 Bo 的 方向 . 
显然 电势 p 具有 轴 对 称 性 , 即 与 x 无 关 , 因此 表达 式 中 可 只 取 n = 0 的 项 . 于 是 我 
们 可 将 球 外 区 域 的 电势 表 成 


p= 2 (or 十 汽 ) Pze(cos 0), 
r > ro. (2.4.19) 
其 中 1 = 0,1,2,… . 由 无 穷 远 的 边 条件 得 
》， aer4Pe(cosb) = po — EorP1(cos0), 
4 


7 一 Do. 


由 于 Pe(cosb) 彼此 互相 正 交 , 要 上 式 对 于 所 有 9 都 成 立 , 必须 两 边 的 Pi(cos0) 的 
系数 一 一 相等 , 注意 到 wo 就 是 poPo(cos0), 我 们 得 到 


ao=po, = 一 2o0， 


al 一 0， 当 上 >1 时. 
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再 由 r = ro 处 的 边 值 条 件 p = 5, 即 
po 一 EoroP1(cos0)+ > BerPe(eos 0) = 
0 


以 及 Pe(cos9) 的 正 交 性 , 同样 得 出 


bo =70(® — po), b1 = Pori， 
be = 0, 当 《 > 1 时 . 
这 样式 (2.4.19) 就 化 为 
ro($ — po) | Eord 
r 72 


p= po — Eorcos0 + cos0. (2.4.20) 


对 于 第 二 种 情况 , 5 = 0, 于 是 结果 就 是 


Poro 2 Eord 


p= po — EorcosO— 十 一 Cos0， (2.4.21) 
7 之 70. 
通过 3 
} qo = -4rQ (2.4.22) 
S On 


(5 为 包围 导体 球 的 曲面 ) 即 可 定 出 导体 球 上 的 电荷 等 于 
Q = 一:o70. (2.4.23) 
对 于 第 一 种 情况 , 应 用 条 件 式 (2.4.15) 可 以 定 出 
$ = po, 


即 球 的 电势 就 是 原来 的 电势 式 (2.4.14) 在 球 心 处 的 值 . 从 物理 上 看 , 这 也 是 自然 的 ， 
因原 来 的 电势 在 球 的 左 端 较 高 , 在 右 端 较 低 , 通过 电荷 的 重新 分 布 使 两 者 拉平 成 为 
等 势 体 , 从 对 称 性 的 考虑 , 这 拉平 的 值 应 等 于 原来 球 心 的 值 . 

于 是 第 一 种 情况 的 结果 就 是 


Por 
p= po— Eorcos0t+t 


3 
0 cos0. (2.4.24) 


在 2.5 节 中 , 我 们 将 讨论 电 多 极 子 的 势 , 根据 那里 的 结果 ， Bor cos9 项 代表 一 个 位 


于 原点 、 偶数 矩 等 于 避 Eo 的 电 偶 极 子 所 产生 的 电势 . 由 此 柯 见 , 在 第 一 种 情况 中 ， 
球 上 的 电荷 在 球 外 产生 的 电场 等 效 于 一 个 位 于 球 心 的 电 偶 极 子 的 场 , 而 在 球 内 它 产 
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生 的 场 强 是 一 个 均匀 场 , 并 正好 与 原来 的 Eo 相抵 消 ， 总 的 
一 一 场 强 如 图 2.4.1 所 示 . 对 于 第 二 种 情况 , 球 内 场 强 与 第 一 种 相 


同 , 球 外 的 场 , 除了 上 述 电 偶 极 子 的 场 以 外 , 还 要 加 上 一 个 位 
于 球 心 的 点 电荷 的 场 . 
导体 球面 上 的 电荷 分 布 , 可 以 从 式 (1.1.17) 求 出 , 对 于 第 


一 一 “一 一 和 第 二 种 情况 , 面 电荷 分 别 为 


图 2.4.1 3 
w 一 pe cos0 (2.4.25) 
和 3 
w= Ecos0 — 2 (2.4.26) 
例 2 设 将 一 均匀 介质 球 置 于 均匀 外 电场 Eo 中 , 求 电势 和 电荷 的 分 布 . 此 即 
2.1 节 中 所 定性 讨论 过 的 例子 . 


这 个 例子 在 处 理 上 与 前 例 不 同 的 地 方 是 , 球 内 和 球 外 的 电势 要 合 在 一 起 来 求 
解 , 不 能 像 前 例 那样 可 以 分 开 来 求 . 在 前 例 中 , 我 们 求 球 外 区 域 的 电势 时 , 是 把 导体 
球面 作为 该 区 域 的 一 部 分 表面 , 对 它 用 的 是 边 值 条 件 p = $(5 为 一 个 常数 , 其 值 或 
者 给 定 , 或 以 后 通过 @ 定 出 ). 而 在 本 例 中 , 对 于 介质 球面 要 应 用 边 值 关系 , 它 的 作 
用 是 将 内 外 两 部 分 的 解 衔接 起 来 . 

同 前 一 样 地 选取 坐标 原点 和 极 轴 . 由 于 轴 对 称 性 , 球 外 电势 可 设 为 


Pp1 一 >》, (or 十 二 ) Pe(cos 0), (2.4.27) 
£ 
球 内 电势 为 | 
Pp2 一 > (ear + 站 ) Pe(cos0). (2.4.28) 
边 值 条 件 是 | 
(在 7 一 oo 时 
Pp = po — Eor cosb, (2.4.29) 


(2) 在 7 一 0 处 ， Pp 有 限 . 
边 值 关系 是 , 在 7 = ro 处 


P1 = %2， 
的 _。 (ee) (2.4.30) 
On /i On , 
由 边 值 条 件 (1) 得 : 
ao = po, al = —Eo, 


(2.4.31) 
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由 边 值 条 件 (2) 得 
ds =0. (2.4.32) 
再 由 边 值 关系 以 及 Pe(cos9) 的 正 交 性 可 得 出 
Po = C0， 


b1 
一 Eoyro 十 到 三 cl70， 
70 


2b 
一 (m 十 从) 一 ECl 
70 


以 及 (对 上 > 1 的 系数 ) ， 
zf = cerb, 
70 


(€+1)be _ p_1 
a = ECl70 


由 此 解 出 1 
= E 十 5 om， 
Co = Yo0， (2.4.33) 
a 

其 余 的 be 和 ce 都 为 零 . 


由 以 上 结果 可 见 , 球面 上 的 极 化 电荷 在 球 外 区 域 产生 场 相当 于 一 个 位 于 原点 的 
电 偶 极 子 , 其 偶 极 矩 为 “二 5 Bor8, 而 该 极 化 电荷 在 球 内 产生 的 是 一 个 均匀 场 , 场 强 
的 代数 值 (方向 取 为 极 轴 方 向 ) 为 总 的 场 强 (cl) 减 去 原来 的 场 强 Bo, 即 为 
e—1 
ET 
此 值 为 负 就 表示 它 实际 与 Bo 方向 相反 , 它 就 是 以 “一 一 一 一 一 ”一 
前 所 说 的 退 极 化 场 . 总 的 场 强 如 图 2.4.2 所 示 . 

最 后 , 我 们 指出 , 当 se co 时 , 以 上 结果 将 与 
导体 球 的 结果 相同 . 也 就 是 说 , es -， co 的 介质 的 静 
电 效果 与 导体 完全 相当 , 这 个 结论 是 有 普遍 意义 的 ， 
因为 静电 平衡 时 介质 内 的 P 总 是 有 限 的 , 而 < 趋 于 
co 也 就 是 极 化 率 x 趋 于 co, 因此 介质 内 B=.P ,一 一 ~、 一 
趋 于 零 ， 这 就 表明 , 。 oo 的 介质 将 成 为 等 势 体 ， 2.42 
从 而 静电 效果 与 导体 完全 相当 


一 C1 一 Eo 一 一 五 0. 
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2.5 点 电荷 密度 的 数学 表示 6 函数 ”静电 镜像 法 


6 函数 是 理论 物理 和 数学 物理 中 一 个 很 重要 的 工具 . 在 电动 力学 中 , 将 利用 它 
表示 点 电荷 的 密度 . 因此 , 在 讲 镜像 法 以 前 , 我 们 先 对 5 函数 的 概念 作 简 单 的 介绍 . 


2.5.1 6 函数 


点 电荷 在 电动 力学 中 具有 很 重要 的 地 位 . 首先 , 对 于 带电 粒子 和 线 度 极 小 的 带 
电 体 可 以 作为 点 电荷 来 处 理 . 其 次 , 在 求 出 点 电荷 的 势 以 后 , 连续 分 布 电荷 的 电势 
往往 可 以 通过 径 加 式 表 示 出 来 . 例如 , 在 最 简单 的 无 界 空间 情况 中 , 单位 点 电荷 的 
电势 等 于 三 , 这 时 , 连续 分 布 电荷 的 p 直接 就 是 却 按 电荷 分 布 密度 的 又 加 : 


p(T) = | er (2.5.1) 


其 中 为 点 = 和 点 wy 之 间 的 距离 , 为 了 使 点 电荷 的 电势 也 能 纳入 这 一 表示 式 之 
中 , 我 们 需要 对 点 电荷 的 密度 也 定义 一 个 数学 表达 式 , 
设 在 坐标 原点 有 一个 点 电荷 9. 与 它 相 应 的 密度 分 布 p(z) 应 该 是 怎样 的 呢 ? 显 
然 它 应 满足 
_f 0， 当 (2) 才 (0,0,0) 时 ; 
P= { ， 当 (z) = (0,0,0) 时 ; 


以 及 
| olzjdar=g 当 V 包含 原点 (0,0,0) 时 . 


这 样 的 p, 在 经 典 的 函数 定义 中 是 没有 意义 的 , 无 法 对 它 进行 运算 . 只 有 在 把 函数 概 
念 推广 以 后 , 才能 对 它 定义 出 运算 规则 , 从 而 使 它 具 有 确定 的 数学 意义 . 这 种 推广 
了 的 函数 常 称 为 广义 函数 , 5 函数 ( 即 5(z)) 就 是 广义 函数 中 的 一 个 . 

在 数学 上 , 一 种 比较 简单 的 定义 方式 是 把 广义 函数 定义 成 为 一 个 普通 函数 的 
序列 , 从 而 具有 明确 的 运算 规则 . 以 5(z) 为 例 中 ， 取 一 个 带 单位 电荷 的 小 球体 , 设 
中 心 位 于 原点 . 如 果 球 的 半径 取得 愈 来 愈 小 , 则 电荷 分 布 就 您 来 您 尖锐 . 如 图 2.5.1 
所 示 . 当 取 极限 时 , 半径 趋 于 零 ， 结果 就 成 为 g = 1 的 点 电荷 情况 . 在 用 函数 序列 
来 定义 广义 函数 的 方式 中 , 就 是 把 6(Z) 定 义 成 为 上 述 “ 具 有 单位 电荷 并 且 半 径 愈 来 
愈 接近 零 ” 的 小 球 上 电荷 分 布 函 数 的 无 穷 序列 (这 里 我 们 略 去 电荷 的 量 岗 ). 由 于 序 
列 中 的 每 一 个 函数 都 是 普通 的 函数 , 因此 可 以 对 广义 函数 的 各 种 运算 给 出 明确 的 定 

@ 5(z) 代表 5(z1, x2, 23),6(z 一 2 ) 代表 6(zl 一 四 ,za 一 29,23 一 29). 
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义 @. 例如 若 广义 函数 政 (z) 为 序列 {f(z) 其 中 n= 0,1,…,]}, 则 它 的 微 商 严 (z) 
也 是 一 个 广义 也 数 . 并 由 序列 {用 (2)} 来 定义 , 它 的 积分 则 等 于 下 述 数 值 : 


b b 
| F(z)dz = | fn(z)dz. (2.5.2) 


5(z) 就 是 表示 单位 点 电荷 密度 的 广义 函数 , 于 是 有 
| 6(z)dr = 1， 车 V 包含 原点 ， 
BA 


(2.5.3) 
| 5(z)dr =0， 车 VV 不 包含 原点 . 
Vv 


如 果 该 单位 点 电荷 的 位 置 不 在 原点 而 在 z', 则 通过 
坐标 了 移 即 可 得 知 它 的 密度 分 布 即 为 6(z 一 2 ). 点 
电荷 场 强 二 次 及 的 散 度 也 可 以 用 6 函数 表示 出 来 , 结 
果 即 为 ， 
2 了 
图 2.5.1 带 单 位 电荷 的 小 球体 在 其 
值得 指出 的 是 , 在 库仑 定律 关于 电场 和 电势 的 。 半径 愈 来 愈 小 时 的 电荷 密度 

表达 式 


Vy. (63 = -Vv = 4n6(z — 2). (2.5.4) 


3 


E(z) = | A ar 


2(z) = | 抢 A)ar 


中 的 积分 , 都 是 所 谓 的 瑕 积分 . 这 相当 于 说 ， 其 中 的 南 二 和 二 五 = 都 是 上 述 广义 函数 . 
6 函数 具有 这 样 一 个 重要 的 性 质 , 即 对 于 在 x 随 近 连 颖 的 任意 函数 j(z) 有 


|, f(z)6(F — w')dr = Hz， (2.5.5) 


其 中 的 V 为 包含 z’' 点 在 内 的 任 一 个 区 域 . 这 就 是 说 , 5 函数 具有 某 种 挑选 的 作用 ， 
即 6(z 一 z') 与 任意 函数 相 乘 并 在 “包含 z' 点 在 内 的 区 域 ” 积分 时 , 即 可 挑选 出 f(z) 
在 x' 点 的 值 . 


@ 参见 Temple. Proc. Roy. Soc. A, 228, 175(1955); Lighthill, Introduction to Fourier Analysis 
and Generalised Functions (1958). 
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2.5.2 ”静电 镜像 法 


在 实际 中 , 常 在 电荷 附近 , 出 现 导体 面 或 介质 分 界面 的 情况 . 我 们 希望 知道 , 这 
些 导 体面 或 介质 分 界面 的 存在 对 电场 分 布 的 影响 , 当 这 种 界面 具有 特别 简单 的 几何 
形状 时 (例如 平面 或 球面 ), 应 用 镜像 法 来 处 理 往往 是 最 简便 的 这 种 方法 的 实质 ， 
就 是 用 虚 电 荷 来 等 效 地 代替 上 述 实 际 导 体面 或 介质 分 界面 上 的 感应 电荷 . 下 面 通过 
两 个 具体 例子 来 说 明 . 

例 1 设 在 一 点 电荷 g 附近 有 一 “接地 ”的 无 穷 导 体 平面 , 求 空间 的 电势 分 布 . 

根据 前 面 几 节 的 分 析 , 我 们 知道 , 在 达到 静电 平衡 时 , 接地 导体 面 上 将 出 现 一 
个 电荷 分 布 ( 即 所 谓 的 感应 电荷 ), 其 作用 就 是 使 得 导体 平面 成 为 一 个 $ = 0 的 等 
势 面 . 取 导 体 平 面 为 zi = 0 的 平面 , 并 取 点 电荷 位 于 zi 轴 上 , 其 坐标 为 (a,0,0)， 
a > 0, 即 在 导体 面 的 右 方 . 由 于 导体 平面 电势 为 已 知 值 , 故 整个 空间 可 分 为 两 个 区 
域 来 分 别 求解 . 

在 导体 面 的 左 方 , 即 zi; < 0 区 域 , y 满足 方程 


V2p = 0. (2.5.6) 


边 值 条 件 是 
p=0， 当 zi=0， (2.5.7) 


以 及 


不 难看 出 , 函数 
ol(z) =0, (zl < 0) (2.5.8) 
在 左 方 区 域 满 足 上 述 方程 和 边 值 条 件 , 因此 从 唯一 性 定理 , 式 (2.5.8) 就 是 左 方 区 域 
在 导体 的 右 方 , 电场 分 布 大 致 如 图 2.5.2 右 方 所 示 . 导体 面 由 于 是 等 势 面 , 故 电 
力 线 应 与 它 正 交 . 我 们 看 见 , 导体 面 对 电 场 分 布 的 影响 , 形象 地 说 , 就 是 使 从 点 电荷 
发 出 的 电力 线 弯 曲 过 来 并 垂直 地 终止 于 它 的 上 面 .导体 面 之 所 以 能 产生 这 样 的 影 
响 ， 当 然 是 由 于 它 上 面 的 感应 电荷 的 作用 , 因为 在 静电 情况 下 , 电场 完全 由 电荷 分 
布 来 决定 , 一 切 对 电场 的 影响 , 都 只 能 通过 电荷 来 实现 . 
从 图 2.5.2 可 以 看 出 , x1 > 0 区 域 的 电场 分 布 , 很 像 在 zi 轴 上 ta 处 各 置 点 电 
荷 +g 时 该 区 域 的 电力 线 分 布 . 也 就 是 说 , 导体 面 上 感应 电荷 对 zl > 0 区 域 电场 的 
影响 , 很 像 (a,0,0) 处 的 一 个 点 电荷 -9 对 该 区 域 的 影响 . 由 此 , 我 们 提出 zz > 0 
区 域 的 一 个 尝试 解 为 
qa q 


2 = 一 一 一 一 一 
(zl 一 0)2 十 Z2 十 Z3 (zl 十 aq)2 十 Z2 十 2Z3 


(2.5.9) 
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图 2.5.2 ”接地 导体 面 右 方 的 电力 线 分 布 ( 实 线 ), 左 方 实际 无 电力 线 


要 判断 这 个 尝试 解 是 否 正确 , 可 以 利用 唯一 性 定理 . 对 zi > 0 区 域 , 方程 和 边 值 条 
件 分 别 是 
V2p = -4rg6(zl — 0, £2, 23)) (2.5.10) 


o=0, 在 zi 二 0 平面 上 以 及 在 该 区 域 oo 处 . (2.5.11) 


不 难看 出 , 上 述 尝试 解 满足 这 些 要 求 @, 因此 它 就 是 真正 的 解 . 这 样 , 两 个 区 域 的 解 
我 们 都 求 出 来 了 (分 别 为 式 (2.5.8) 和 式 (2.5.9)). 

从 以 上 结果 我 们 看 出 , 导体 平面 对 zi < 0 区 域 起 了 一 种 屏蔽 作用 . 在 实际 中 ， 
为 了 消除 外 界 的 静电 干扰 , 如 2.3 节 所 述 常 常 应 用 一 个 接地 的 导体 壳 把 要 屏蔽 的 部 
分 包 起 来 . 这 时 壳 内 区 域 的 解 就 由 壳 内 的 电荷 分 布 和 壳 面 的 边 值 条 件 = 0 来 确 
定 , 与 壳 外 的 情况 无 关 . 在 本 例 中 , 由 于 接地 导体 面 的 存在 ， 当 右 方 出 现 电 荷 时 , 左 
方 的 电势 仍 保持 为 零 不 变 , 就 是 表明 了 导体 平面 对 左 方 区 域 的 屏 项 作用 . 

以 上 结果 还 告诉 我 们 , 对 于 zi > 0 区域 , 导体 面 的 作用 相当 于 一 个 位 于 (a,0,0) 
的 点 电荷 -9 的 作用 . 这 与 平面 镜 放 在 一 个 点 光源 前 面 时 的 作用 相似 . 设 点 光源 位 
于 平面 镜 右 方 , 则 镜面 对 右 方 区 域 的 作用 就 相当 一 个 位 于 “ 左 方 对 称 点 ”上 的 像 光 
源 . 由 于 这 种 相似 性 , 我 们 把 位 于 (a,0,0) 处 的 等 效 电 荷 (-9) 叫做 原 电荷 的 像 电 
荷 , 把 这 种 利用 像 电 荷 来 求解 的 方法 叫做 镜像 法 . 

从 式 (2.5.9) 不 难 求 出 导体 面 上 的 面 电荷 分 布 为 

ag 


Tang ra) 
2n(a? 十 Z2 十 2Z3)2 


(2.5.12) 


而 总 的 感应 电荷 就 等 于 


df 一 [uae = | 2rrwfdr = —g, (2.5.13) 
0 


@ 只 要 虚 电 荷 设 在 所 考虑 的 区 域 以 外 , 方程 就 是 一 定 能 满足 的 .这 也 是 一 个 必要 条 件 ， 即 虚 电 荷 必须 
设 在 所 考虑 区 域 之 外 , 否则 方程 就 不 可 能 满足 . 
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即 恰好 等 于 像 电荷 . 
例 2 在 大 地 上 插入 两 个 点 电极 4 和 5, 并 且 通 以 直流 电流 7 字 , 求 稳定 时 大 
地 内 和 地 面 上 的 电势 分 布 . 在 这 里 , 地 面 可 作为 无 穷 大 的 平面 , 大 地 将 作为 均匀 的 
导体 介质 , 点 电极 4 和 5 的 深度 都 是 h. 
我 们 先 求 电 极 上 带 的 电荷 . 在 大 地 中 国 绕 正 


电极 4 作 一 封闭 曲面 9 利用 欧姆 定律 及 大 地 
A SS 、\ 的 均匀 性 假定 , 有 (为 避免 混淆 下 面 用 dS 表示 
\ 面积 元 , o 表示 大 地 的 电导 率 ) 


图 2.5.3 ”在 大 地 中 插入 两 电极 后 产生 | pas | lj as 
的 电流 5 so o 
了 代表 电池 上 流出 的 直流 电流 值 . 同 高 斯 定理 相 比 较 , 即 求 出 在 正 电极 处 带 有 电荷 


q4= 革 (2.5.14) 


同样 , 在 负电 极 处 带 有 电荷 


了 


和 一 一 7 


(2.5.15) 
下 文中 将 把 它们 都 作为 点 电荷 . 

根据 第 二 节 的 分 析 , 在 整个 大 地 中 ( 设 大 地 为 均匀 导电 介质 ), 除了 电极 所 在 处 
以 及 地 表面 以 外 , 都 不 带电 荷 , 因此 , 如 果 设 地 表面 为 za = 0 的 平面 , zs 轴 方 向 垂 
直 向 上 , 两 电极 4 和 B 的 位 置 分 别 为 (a,0, 一 h) 和 (a,0, 一), 则 对 于 zs < 0 区 
域 ( 即 大 地 内 ), 电势 满足 


V2op = 一 Tm — a, x2,7T3 二 h) 
I 
十 Zo (21 十 a,X2, TX3 十 hh). (2.5.16) 
边 值 条 件 是 
2 
Ox3 


此 条 件 是 从 空气 的 电导 率 为 零 (从 而 在 地 表面 处 , 电流 密度 与 地 表面 平行 ) 推出 来 
的 . 另外 , 还 有 


二 0， 在 zs=0 面 上 , (2.5.17) 


2=0， 在 地 下 co 处 . (2.5.18) 


@ 在 此 问题 中 , 大 地 不 再 作为 电势 为 零 的 等 势 体 . 如 2.3 节 附注 中 所 述 ( 见 p.55), 实际 上 只 在 静电 问 
题 中 , 才能 把 大 地 作为 电势 为 零 的 等 势 体 . 而 此 例题 为 稳定 电流 的 情况 . 


2.5 ”点 电荷 密度 的 数学 表示 -一 -5 函数 ”静电 镜像 法 .71 ， 


我 们 提出 的 za < 0 区 域 ( 即 地 下 ) 的 尝试 解 为 


可 T/4mc 可 7/4mro 
PE a +h (x1 + a)?2 + 22 + (73+ h)? 


+ I/4no IT/4no 

VE ri Ve rot iy 
它 代表 图 2.5.4 所 示 的 四 个 点 电荷 所 产生 的 电势 . 图 中 下 方 的 两 个 点 电荷 就 是 电极 
上 的 电荷 , 上 方 的 两 个 电荷 为 虚设 的 等 效 电荷 , 它们 分 别 是 正 负 两 极 上 电荷 的 像 . 由 
于 虚设 的 电荷 位 于 区 域 zs < 0 以 外 , 故 式 (2.5.19) 显然 在 za < 0 区 域内 能 够 满足 
方程 式 (2.5.16). 在 zs = 0 的 面 上 , 正极 上 电荷 的 电场 法 线 分 量 , 和 它 的 像 电荷 的 
电场 法 线 分 量 正好 抵消 . 同样, 负极 上 电荷 同 它 的 像 电 荷 的 电场 也 如 此 . 这 就 使 得 
边 值 条 件 式 (2.5.17) 也 得 到 满足 . 至 于 式 (2.5.18), 满足 是 显然 的 . 于 是 根据 唯一 性 
定理 , 式 (2.4.19) 就 代表 大 地 中 (zs < 0 区 域 ) 电势 的 真实 解 . 


加 


. (2.5.19) 


—1/4na 0 


0 T/Ano hl 


图 2.5.4 ”能 给 出 式 (2.5.19) 右 方 电势 值 的 四 个 点 电荷 
下 面 再 求 zs > 0 区 域 的 解 . 在 此 区 域 中 , 电势 满足 方程 为 


V2p = 0， (zs > 0) (2.5.20) 
边 值 条 件 是 
2p=0， 在 ce 远 面 上 ， (2.5.21) 
和 
p= IT/2no 了 /2rc 
Vzi—al+r+h Vri+a)?+z2+nha 
在 zs = 0 面 上 . (2.5.22) 


上 式 ( 即 zs = 0 面 上 的 边 值 条 件 ) 是 从 式 (2.5.19) 和 电势 值 的 连续 性 得 出 的 . 
不 难看 出 , 此 区 域 (zs > 0) 的 解 就 是 
_ IT/2n0 了 T/2mc 
(zi — a)?2 十 x22 十 (x3 十 hh)?2 (zl 十 oj2 十 2 十 (zs 十 万 )2， 
因为 它 满足 方程 式 (2.5.20) 和 边 值 条 件 式 (2.5.21) 及 (2.5.22). 这 个 结果 其 实 也 可 
从 式 (2.5.19) 直接 看 出 . 因 式 (2.5.19) 表明 : 地 表面 上 的 面 电 荷 对 于 zs < 0 区 域 , 


(2.5.23) 


.72. 第 二 章 ”静电 场 和 静电 作用 


等 效 于 分 别 在 ( 土 a,0,) 的 两 个 点 电荷 二 g; 于 是 从 对 称 性 考虑 , 此 面 电荷 对 zs > 0 
区 域 就 应 等 效 于 在 ( 士 o, 0, ~h) 的 两 个 点 电荷 士 q, 这 样 就 得 出 了 式 (2.5.23). 

求 出 了 两 个 区 域 中 的 电势 分 布 以 后 , 地 面 上 所 带 的 面 电荷 分 布 以 及 大 地 中 的 电 
流 分 布 都 不 难 求 出 , 这 里 就 不 再 列 出 了 . 

如 果 电极 附近 的 地 中 有 矿藏 , 或 者 在 一 定 深度 下 出 现 了 另外 的 地 层 , 那么 它们 
将 对 电流 分 布 和 电势 分 布 发 生 影响 . 通过 对 地 面 上 电势 分 布 的 测量 ， 并 取 不 同 的 
a 值 ( 即 移动 电极 ) 作 比 较 以 及 同 其 他 方法 配合 起 来 , 就 可 给 出 有 关 矿 藏 或 地 层 的 
信息 . 这 种 方法 在 勘探 矿 体 和 储 油 地 层 构造 , 以 及 在 寻找 地 下 水 源 中 都 有 广泛 的 应 
用 包 . 


2.6 电 多 极 子 的 场 及 其 与 外 电场 的 相互 作用 能 


在 实际 问题 中 , 有 时 电荷 是 集中 在 一 个 小 区 域 的 范围 内 . 例如 讨论 一 个 带电 体 
在 远 处 产生 的 电场 , 又 如 原子 核 在 原子 尺度 上 产生 的 电场 , 或 讨论 原子 和 原子 核 在 
宏观 外 电场 中 的 能 量 问题 , 这 时 电荷 存在 的 区 域 常 可 作为 一 个 小 区 域 来 看 待 . 在 处 
理 这 样 的 问题 时 , 作为 最 初级 近似 , 我 们 可 以 把 原来 的 电荷 分 布 集中 起 来 看 作 是 一 
个 点 电荷 , 例如 在 讨论 原子 结构 时 , 一 般 就 把 原子 核 看 作 是 一 个 点 电荷 . 但 当 该 小 
体系 的 总 电荷 为 零 , 或 其 总 电荷 虽 不 为 零 但 需 研 究 它 的 某 些 精细 效应 时 , 就 必须 考 
忠 该 体系 的 电 偶 极 矩 , 即 把 该 小 体系 看 作 是 一 个 点 电荷 与 一 个 (位 于 同一 点 的 ) 电 
偶 极 子 的 到 加 . 同样 , 在 体系 的 总 电荷 和 电 偶 极 矩 都 为 零 , 或 需要 更 高 的 精确 度 时 ， 
就 要 引入 更 高 级 的 电 矩 如 电 四 极 矩 . 例如 所 有 原子 核 的 电 偶 极 矩 都 等 于 零 , 因而 在 
考虑 一 些 精细 效应 (如 光谱 的 超 精 细 结 构 ) 时 , 就 需要 考虑 它 的 电 四 极 矩 , 即 把 它 作 
为 一 个 点 电荷 和 一 个 电 四 极 子 的 亚 加 . 在 研究 原子 核 本 身 的 结构 时 , 它 的 电 四 极 矩 
也 是 一 个 重要 的 物理 参数 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 研究 电 多 极 子 ( 它 是 点 电荷 、 电 偶 极 子 、 电 四 极 子 等 的 总 称 ) 
的 场 , 以 及 它 与 外 电场 的 相互 作用 能 问题 . 并 证 明 , 集中 在 一 个 小 区 域内 的 任意 电 
荷 体系 , 都 可 以 表 为 各 级 电 多 极 子 的 又 加 , 无 论 是 在 计算 它 产生 的 场 , 还 是 它 在 外 
电场 中 的 能 量 时 皆 如 此 . 


2.6.1 电 多 极 子 的 场 
我 们 先 介 绍 一 下 电 多 极 子 的 概念 . 关于 电 偶 极 子 的 概念 , 在 第 一 章 中 已 经 介绍 
过 . 粗略 说 来 , 电 偶 极 子 是 由 电量 相等 但 符号 相反 并 有 一 微小 距离 的 两 个 点 电荷 构 


成 的 复合 体 , 其 偶 极 矩 P = gA, g 为 正 电荷 的 电量 ,4 为 负电 荷 到 正 电荷 的 距离 . 
更 精确 地 说 , 电 偶 极 子 是 上 述 复 合体 在 线 度 4 趋 于 零 但 仍 保持 电 偶 极 矩 94 有 限 


@ 另外 , 关于 利用 物理 方法 (电阻 率 法 ) 寻找 地 下 水 , 可 参见 《物理 》 杂 志 , 3, 201(1974) 上 的 介绍 . 


2.6” 电 多 极 子 的 场 及 其 与 外 电场 的 相互 作用 能 “73. 


时 的 极限 . 同样 , 电 四 极 子 是 两 个 偶 极 矩 值 相 等 、 但 方向 相反 并 有 一 微小 距离 的 电 
偶 极 子 的 复合 体 的 极限 ( 取 极限 时 , 距离 4 趋 于 零 而 PA 保持 有 限 ). 由 此 可 见 , 一 
个 电 四 极 子 , 不 仅 它 的 总 电荷 为 零 而 且 总 电 偶 极 矩 亦 为 零 , 因而 它 的 电学 性 质 需 要 
引入 一 个 新 的 物理 量 一 一 电 四 极 拢 来 描写 . 

由 于 电 侦 极 子 的 矩 P 为 一 矢量 , 距离 4 又 是 一 个 矢量 , 因此 两 个 电 偶 极 子 的 
复合 体 就 有 许多 种 可 能 的 式样 . 例如 当 PP 的 方向 沿 zi 轴 时 , A 可 分 为 沿 x1 轴 、 
沿 z2 轴 和 沿 zs 轴 三 种 基本 情况 , 如 图 2.6.1 所 示 , 一 般 的 A 则 是 这 三 种 情况 的 释 
加 . 同样 , 当 忆 的 方向 沿 zz 轴 和 zs 轴 时 也 有 类 似 的 情况 (一 般 的 已 可 分 解 为 三 
个 分 量 的 又 加 ). 由 此 看 来 , 电 四 极 矩 应 该 用 一 个 二 阶 张 量 中 来 描写 . 下 文中 的 讨论 
表明 , 情况 的 确 是 如 此 . 


人 3 ma 
-Pp 
- 全 P by LD 
P _p Pp 
—P 
D1 Tl Tl 


图 2.6.1 两 个 电 偶 极 子 的 复合 体 


我 们 来 研究 小 区 域 V 内 的 一 般 电荷 分 布 在 远 处 的 场 . 电 多 极 子 是 这 种 电荷 体 
系 的 一 些 特 殊 情 况 . 
设 电荷 分 为 p(x 人 ), 于 是 空间 任 一 点 (z) 的 电势 是 
2(z) = 上 er (2.6.1) 
代表 从 “ 源 点 ”z' 到 “ 场 点 ”zx 的 距离 . 我 们 在 区 域 V 内 部 取 一 个 参考 点 O 作为 
坐标 原点 , 并 用 ” 表示 从 原点 O 到 场 点 的 距离 . 在 初级 近似 中 , 我 们 忽略 r+ 和 RR 
的 差 (这 相当 于 将 所 有 电荷 集中 在 原点 ), 这 时 电势 即 为 


eto(z) = 4 (2.6.2) 


其 中 
q = 上 pfZ dr (2.6.3) 
代表 体系 的 总 电荷 . 
在 次 级 近似 中 , 根据 泰勒 级 数 展开 公式 , 并 取 其 前 两 项 : 
1 1 ,/_,l 1 ， 
二 = 了 + (站 ) + 三 (2.6.4) 


@ 此 二 阶 张 量 又 称 为 并 矢 . 


.74. 
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r' 代表 从 原点 O 到 源 点 z' 的 距离 (参见 图 2.6.2). 将 上 式 代 入 式 (2.6.1), 即 得 次 
级 近似 中 的 电势 值 为 


(2.6.5) 


其 中 

P= | re)rar'， (2.6.6) 
即 该 体系 对 原点 的 电 偶 极 矩 @，,o0) 称 为 电 偶 极 子 势 . 一般 
说 来 , pG) 与 p00 比值 的 量 级 是 分 ,4 代表 小 区 域 的 线 度 
当 所 研究 体系 的 总 电荷 为 零 时 ，wp(0) 等 于 零 ， 电 偶 极 子 势 就 


成 为 最 主要 的 项 . 
在 更 下 一 级 的 近似 中 , 泰勒 展开 式 可 取 为 


域 电荷 分 布 


一 一 二 7 :1 工 ，，. } :1 
去 二 7 二 7 ( 叶 a VV » (2.6.7) 


于 是 在 这 一 级 近似 中 


p= gpl0) 十 pl) 十 gl2), 


其 中 pf) 和 pt) 仍 由 式 (2.6.5) 表示 , 而 


1 1 1 3rr — 72I 
(2) 一 ， 1/ 二 ， .6. 
a ( V 二) 69 二 ) (2.6.8) 


上 式 中 的 工 为 单位 张 量 , 即 mmil + rama + mara, 而 Q 为 


Q = | aocorrar， 


式 (2.6.8) 中 的 二 阶 张 量 证 (arr 一 721) 为 对 称 张 量 . 一 般 对 称 的 二 阶 张 量 具有 六 个 
不 同 分 量 , 但 上 述 二 阶 张 量 的 三 个 对 角 分 量 之 和 为 零 , 故 实际 上 只 有 五 个 独立 分 量 . 
因此 p23 可 以 只 用 五 个 参量 来 表示 , 为 了 显示 这 一 情况 , 利用 


1 
I: -5(3rr— 721) = 0， 


( 即 张 量 证 (rr 一 r2D) 的 对 角 分 量 之 和 为 零 ), 我 们 可 以 把 of2) 表示 为 


3r7 一 72I 


记 (2.6.9) 


1 1 1 
(2) -DD: /7/ 一 一 二 : 
yp 6 (vv 入 )， oD 


@ 如 体系 的 总 电荷 为 零 , 则 PP 的 值 与 所 取 原 点 的 位 置 无 关 . 
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其 中 
D= | p(z')(3r'r’ — r2D)dr. (2.6.10) 
V 


张 量 DD 只 有 五 个 独立 分 量 , 因 它 是 对 称 的 而 且 对 角 和 为 零 . 通常 把 这 样 的 DD 
称 为 该 电荷 分 布 对 于 原点 O 的 四 极 矩 中. 我 们 看 见 , 四 极 矩 要 用 一 个 张 量 (而 且 是 
不 可 约 张 量 ) 来 表示 . 

从 泰勒 展开 的 下 一 项 可 以 定义 八 极 矩 , 并 可 依 此 类 推 下 去 . 但 实际 中 用 得 较 多 
的 通常 只 到 四 极 秆 为 止 . 为 了 统一 称呼 起 见 , 总 电荷 也 称 为 零 极 矩 . 

怎样 才 算是 电 多 极 子 呢 ? 我 们 说 “点 电荷 "、“ 电 偶 极 子 ” 和 “ 电 四 极 子 " (或 一 般 
地 说 “ 电 多 极 子 "), 不 仅 是 指 带 电 体 的 线 度 趋 于 零 ( 即 为 一 个 质点 的 极限 情况 ), 而 
且 要 求 除 所 相应 级 的 矩 的 以 外 , 其 余 各 级 的 矩 ( 均 指 相对 于 其 所 在 点 的 值 ) 都 等 于 
零 . 例如 对 于 点 电荷 , 除了 g 关 0 外 , 对 于 它 所 在 的 点 , 要 求 各 级 矩 (P, D,…) 都 等 
于 零 ; 对 于 电 偶 极 子 , 则 不 仅 要求 9 为 零 . 而 且 对 于 其 所 在 的 点 , D 以 及 更 高 的 矩 
也 都 为 零 . 只 有 PP 不 为 零 , 依 此 类 推 . 这 样 , 我 们 看 到 , 一 个 电 偶 极 子 的 势 严 格 地 
等 于 p 中 (原点 取 在 其 所 在 的 位 置 , 下 同 ), 一 个 电 四 极 子 的 势 严格 地 等 于 2, 这 也 
就 是 pu) 和 yp(2) 分 别称 为 电 偶 极 子 势 和 电 四 极 子 势 的 原因 , 而 一 个 小 区 域 电荷 分 
布 在 远 处 的 势 , 可 以 展开 为 一 组 位 于 其 区 域内 某 点 的 各 级 多 极 子 势 的 登 加 . 

为 了 强调 一 个 电荷 体系 的 偶 极 矩 , 四 极 矩 等 不 仅 与 其 电荷 分 布 有 关 , 而 且 一 般 
与 所 取 的 位 置 ( 即 作 展开 的 点 ) 有 关 , 因此 它们 更 全 面 的 称呼 是 : 该 电荷 体系 对 某 
位 置 点 O 的 偶 极 矩 、 四 极 矩 等 等 ,而且 这 些 与 该 电荷 体系 等 效 的 各 级 多 极 子 都 在 
该 位 置 点 上 . 对 于 24 极 矩 , 只 当前 面 4 个 矩 ( 即 从 0 到 24-! 极 矩 外 ) 都 为 零 时 , 其 
值 才 与 展开 点 的 位 置 无 关 . 

原子 核 的 电荷 分 布 都 具有 轴 对 称 性 , 如 果 取 zs 轴 的 方向 与 对 称 轴 平 行 , 并 将 
原子 核 的 位 置 点 取 在 对 称 轴 上 , 则 有 


Yi2 = Yo3 = Ys1 = 0, 
而 且 
Wi1 = Wo2. 


再 由 
Di1 + Bos + Dss3 = 0, 


即 得 四 极 矩 可 用 一 个 独立 分 量 多 来 表示 : 


乡 = Ys3 = —291 = 一 2222， (2.6.11) 


@ 有 时 Q 亦 称 作 四 极 矩 , 这 时 DD 可 改称 为 约 化 四 极 盾 . 
@ 这 里 把 总 电荷 称 为 零 极 矩 ， 


通常 给 出 的 原子 核 四 极 答 值 就 是 指 “ 位 置 点 取 在 质心 上 时 ” 上述 多 的 数值 . 
最 后 ， 我 们 来 指 则 ， 将 带电 体 的 电势 按 多 极 子 的 势 展开 , 实质 上 也 就 是 将 它 按 


球 函数 和 - 1 的 寡 次 来 展开 ( 球 坐 标 原点 取 在 带电 体内 部 , 通常 并 尽 可 能 取 在 带电 体 
的 中 心 点 上 ). 为 此 , 我 们 将 单位 点 电荷 (也 可 称 为 零 极 子 ) 的 电势 表示 为 

i = 2 Po(eos 0), (2.6.12) 
而 偶 极 子 势 [ 即 式 (2.6.5)] 第 二 项 中 二 的 三 个 分 量 等 于 : 


r 1 ， 1 
(去 )， 一 7 sn cosx 二 二 Yi (6, 2X)， 


7 1 Ly 
( 互 ), = 一 = Y® 2) (9, X)， (2.6.13) 


7 
(去 ) 一 三 cos0 = Ly Xx). 


至 于 四 极 子 势 pz 中 的 证 (3rr -x27) 三 更 的 分 量 , 则 亦 可 用 球 函 数 表示 为 
Wi = 十 (3sin? 0cos? Xx —1) = 5[lY (6, -2Y (60,0), 


1 
Waa = 三 (3sin2gsin2X —1) = slY 0, x) + 2 (8, 0), 
_1 2 (1) 
zas = (3c08 0—1)= 7 (0,X), 


1 
wiz = Wo1 = 33 sin? 0 cos x sinx = — YY (6, x), (2.6.14) 


5 


1 。 0 ， 
V2s = Va2 = 733c080 sinO sin x 一 YW (0,%0) 


1 
Va1 = Vis = 733 cos0sin gcosX 一 二 YO (6, X)， 
0 


故 点 电荷 、 偶 极 子 和 四 极 子 的 势 , 在 原点 取 在 其 所 在 位 置 上 时 即 分 别 为 下 式 在 《= 
0,1 和 2 时 的 值 
A SI [ban YS (0, X) 十 denY 包 (0, x)]. (2.6.15) 


了 一 一 人 


而 对 一 般 的 6, 上 式 就 代表 24 极 子 的 势 0, 它 具 有 (24 + 1) 个 独立 系数 中 . 


@ 以 上 讨论 表明 , 一 个 位 置 偏离 原点 的 点 电荷 所 产生 的 电势 , 相当 于 位 于 原点 的 一 系列 多 极 子 ( 含 堆 
极 子 即 点 电荷 ) 所 产生 的 电势 的 和 . | 


2.6” 电 多 极 子 的 场 及 其 与 外 电场 的 相互 作用 能 “77. 
”一 


2.6.2” 电 多 极 子 与 外 电场 的 相互 作用 能 
在 微观 物理 学 问题 中 , 还 常常 需要 电 多 极 子 与 外 电场 相互 作用 能 的 知识 . 我 们 
先 来 一 般 地 说 明 什么 是 两 个 体系 的 相互 作用 能 . 我 们 用 41 和 42 表示 两 个 体系 , 并 
设 41 单独 存在 时 , 能 量 为 Vi, 而 42 单独 存在 时 , 能 量 为 U2. 问 : 如 果 41 和 42 
同时 存在 (41 和 42 本 身 的 状态 仍 与 前 相同 ), 总 能 量 U 是 否 就 等 于 原来 两 者 能 量 
之 和 ( 即 十 U2)? 读者 应 都 知道 , 通常 并 不 这 样 . 从 物理 上 看 , U 与 页 十 到 的 相 
差 是 由 于 两 体系 间 有 相互 作用 的 缘故 , 因此 UU 一 U2 就 称 为 两 体系 的 相互 作用 
能 2. 
我 们 来 看 两 个 带电 体 , 它们 的 电荷 分 布 分 别 为 mx(z) 和 ps(z)， 当 两 者 单独 存 
在 时 , 能 量 各 为 1 
Za = 了 |a (z)p1(z)d7, 
1 (2.6.16) 
中 = 下 | wowatojar 


其 中 pi(z) 和 wa(a) 分 别 为 两 带电 体 各 自 产生 的 电势 , 上 式 积分 区 域 形 式 上 可 取 为 
整个 空间 , 下 同 ， 
在 两 个 带电 体 同时 存在 时 (p(x) 与 pa(z) 仍 与 前 同 ), 空间 的 电荷 分 布 即 为 

P(X) = (DZ) 十 pa(2h)， 

因而 这 时 的 电势 也 是 两 者 的 又 加 : 
p(T) = p1(72) 十 p2lz). 

于 是 能 量 为 

1 1 。 
0 = 下 oajetjar= 了 | 四 +Paoleo+eatolar 26.17) 
它 并 不 等 于 Ui + 必 , 差 什 是 


1 
Ui =U— Ui 一 Us 一 7 | ee 一 p2p1)d7, (2.6.18) 


Ui 就 是 上 面 所 定义 的 相互 作用 能 . 当 这 两 个 带电 体 相互 的 方位 和 距离 改变 (但 每 个 
带电 体 上 的 电荷 相对 该 带电 体 本 身 的 分 布设 无 变化 ) 时 , 那么 总 能 量 的 改变 就 等 于 
相互 作用 能 的 改变 , 即 

AU = AU. (2.6.19) 


Q 这 里 并 不 涉及 两 体系 相互 作用 的 机 制 . 例如 , 当下 面 我 们 说 两 个 带电 体 之 间 的 相互 作用 能 时 , 并 不 包 
含 两 个 带电 体 之 间 有 直接 相互 作用 ( 超 距 作用 ) 的 意思 . 
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下 面 我 们 来 讨论 一 个 小 区 域 Y 内 电荷 体系 p(z) 在 外 电场 中 的 势能 问题 . 设 外 
电场 的 势 为 pe(z), 产生 它 的 电荷 分 布 为 ps(z). 所 谓 的 小 区 域 (V) 电荷 体系 p(z) 
在 外 场 中 的 势能 就 是 指 p(z) 与 pe(z) 间 的 相互 作用 能 . 在 这 里 之 所 以 换 一 个 名 称 ， 
是 因为 我 们 常常 只 知道 在 小 区 域 V 附近 的 外 场 分 布 , 并 不 知道 pe(z) 的 详细 知识 
(一 般 pe 是 分 布 在 远离 V 的 地 方 ). 

下 面 用 we(z) 表示 该 小 区 域 V 内 电荷 p(z) 在 空间 所 产生 的 电势 . 根据 式 
(2.6.18), 电荷 p(x) 与 pe(z) 的 相互 作用 能 为 

Ui= 3 |(o0 十 pep)dr7. (2.6.20) 


由 于 p。 常 常 是 未 知 的 ， 故 最 好 能 从 上 式 中 消去 它 。 这 一 点 并 不 难 做 到 ， 因 为 式 
(2.6.20) 中 的 两 项 实际 上 是 相等 的 . 证 明 如 下 : 设 R 为 z' 到 zx 的 距离 , 则 


| pelz)p (2)dr = Jarar ee 
交换 上 式 右 方 的 积分 次 序 , 即 化 为 
[Ew | ae = |ar'pele Yolo’), 
这 就 证 明 完毕 . 于 是 式 (2.6.20) 即 化 为 
Ui = | ww。 (zjdr. (2.6.21) 
这 样 , 只 要 知道 该 小 区 域 Y 内 的 pe, 即 可 求 出 厂 , 而 不 必 去 了 解 pe(z) 的 分 布 情况 . 
利用 区 域 V 很 小 的 特点 , 我 们 可 以 像 前 面 一 样 , 将 we 对 位 于 Y 中 的 某 参 考点 
(0 点 ) 作 泰 勤 展开 ， 
pe = poo + (Voe)o+ zarr : (VV) + (2.6.22) 
将 上 式 代 入 式 (2.6.21) 后 , 即 得 
Ui = UD + UD + UD +..., (2.6.23) 


其 中 
(0) _ 
U: = 4peo0， (2.6.24) 


UY ~ Pp. (Vpe)o = —P. Boo, (2.6.25) 
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1 
0 = 5Q: (VVpe)o, (2.6.26) 


其 中 Q 如 式 (2.6.8) 下 面 所 示 . 
由 于 (VVype)o 的 三 个 对 角 分 量 之 和 (V2?ype)o 等 于 一 4rpeo， 而 外 电荷 pe 一 般 
是 在 远离 V 的 地 方 , 从 而 它 在 O 点 上 的 值 为 零 , 即 peo = 0, 因此 得 


I: (VY9e)o 一 (V2pe)o = 0， 
这 样 V2 可 以 改写 为 (下 式 中 的 Q 由 式 (2.6.10) 所 示 ) 
Ul? = sD : (VYVwe)jo = -aD : (VEo)o. (2.6.27) 


U9 ,vy 和 U2 即 分 别 代表 点 电荷 、 电 偶 极 子 和 电 四 极 子 与 外 电场 的 相互 作用 
能 . 式 (2.6.23) 还 表示 出 , 任何 小 区 域 电荷 体系 与 外 电场 的 相互 作用 能 就 等 于 与 它 
等 效 的 各 级 多 极 子 与 外 电场 相互 作用 能 的 和 ， 

在 实际 问题 中 还 常常 要 知道 电 偶 极 子 在 外 电场 中 所 受 的 力矩 和 力 . 从 式 (2.6.25) 
可 以 看 出 , 对 于 年 值 P 固 定 的 电 偶 极 子 , 当 P 的 方向 与 外 电场 平行 时 , Ui 最 小 . 这 
就 说 , 当 该 电 偶 极 子 能 够 自由 转动 时 , 外 场 对 它 的 力矩 总 是 趋向 于 使 电 偶 极 矩 PP 与 
五 。 平行, 至 于 力矩 的 具体 表达 式 , 在 1.1 节 中 已 经 给 出 , 我 们 也 可 以 从 式 (2.6.25) 
来 推导 它 . 为 此 令 外 电场 分 布 和 电 偶 极 子 的 矩 值 P 保持 不 变 而 将 电 偶 极 子 方位 转 
动 一 个 89, 这 时 力矩 所 作 的 功 工 .86 根据 能 量 守恒 关系 以 及 式 (2.6.19), 就 应 等 于 
Ui 的 减少 . 利用 式 (2.6.25) 即 得 


L.80= -5Ui = (8P). Eoo. (2.6.28) 


我 们 知道 , 一 个 数值 固定 的 矢量 在 转动 86 后 的 改变 值 就 等 于 56 又 乘 该 矢量 , 因此 
有 
P= 60xP, 


将 它 代入 式 (2.6.28) 后 即将 后 者 化 为 
L-.850=850xP.Eo= Px 一 .56. 
在 得 出 最 后 一 等 式 中 , 我 们 运用 了 矢量 运算 公式 . 由 于 69 是 任意 的 , 这 就 得 出 
L=P x Eo (2.6.29) 


与 1.1 节 中 直接 从 作用 力求 出 的 结果 相同 . 式 (2.6.28) 和 (2.6.29) 中 的 及 eo 也 就 是 
马 。 在 电 偶 极 子 所 在 点 的 值 , 如 用 zx 表示 电 偶 极 子 的 位 置 坐标 , 式 (2.6.29) 也 可 写作 


L= Px El(z). (2.6.30) 
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下 面 再 来 考察 电 侦 极 子 在 外 电场 中 所 受 的 力 FF. 显然 , 只 当 外 电场 不 均匀 时 它 
的 值 才 不 为 零 . 令 P 和 外 场 保 持 不 变 (这 并 不 需要 消耗 能 量 ) 而 将 偶 极 子 位 置 平移 
5z, 则 从 能 量 守 恒 关 系 和 式 (2.6.25) 得 


F.é867=—8U0i= V(P. Eo(7)). 2. 
由 此 即 得 出 力 的 表达 式 为 
F =V(P. E(x)) = (P.V)Ec(z), (2.6.31) 


它 与 外 电场 “在 电 偶 极 子 矩 方向 ”的 变化 率 成 正比 . 


第 三 章 ” 静 磁 场 和 似 稳 电 磁场 


(1) 静 磁 场 ”包括 静 磁 势 的 引入 , 它 的 基本 性 质 和 满足 的 方程 , 以 及 应 用 实例 . 
在 联系 实际 方面 将 着 重 于 同 物理 专业 关系 比较 密切 的 一 些 基本 内 容 , 如 受 控 热 核 装 
置 中 的 镜像 电流 效应 , 粗 窒 面 电 流转 的 感应 系数 , 以 及 原子 和 原子 核 物理 中 较 常 用 
到 的 磁 偶 极 子 的 场 以 及 它 在 外 磁场 中 的 能 量 等 

(2) 似 稳 电磁 场 ” 主 要 阐明 似 稳 场 的 特点 和 似 稳 电路 方程 的 应 用 条 件 ， 导 出 似 
稳 场 的 扩散 方程 并 讨论 集 肤 效应 . 这 一 部 分 内 容 也 同 受 控 热 核 装置 和 等 离子 体 物 理 
有 较 密切 的 关系 . 

(3) 磁场 对 运动 导体 的 质 动力 和 电动 力 ”这 一 部 分 不 仅 与 “等 离子 体 物理 ”有 
密切 关系 , 而 且 有 助 于 弄 清 电磁 能 量 与 机 械 能 量 转换 中 的 一 些 概 念 性 问题 , 这 些 问 
题 在 讨论 电动 机 的 机 理 以 及 在 磁场 中 运动 的 磁 偶 极 子 的 能 量变 化 时 是 常常 会 被 提 
出 来 的 . 


3.1 静 磁 和 撩 势 ” 镜 像 电流 效应 


在 稳定 的 电荷 和 电流 分 布 的 周围 , 将 形成 恒定 的 电磁 场 . 从 麦克 斯 韦 方程 组 可 
知 , 决定 其 电场 的 方程 和 决定 其 磁场 的 方程 是 彼此 不 关联 的 , 电场 与 电荷 分 布 相 关 ， 
而 磁场 则 与 电流 分 布 相关 . 这 种 恒定 的 磁场 就 称 为 静 磁 场 . 
3.1.1 静 磁 矢 势 

对 于 静电 场 , 我 们 曾 根据 V x EE 处 处 为 零 的 性 质 , 引入 一 个 静电 标 势 p 来 描 
写 它 . 对 于 静 磁 场 , 我 们 将 说 明 , 可 以 用 一 种 称 作 静 磁 矢 势 4 来 描写 . 

在 矢量 分 析 中 , 有 这 样 一 个 结果 , 即 一 个 散 度 处 处 为 零 的 矢量 场 , 总 可 以 表 成 
为 某 个 矢量 场 的 旋 度 . 因此 , 根据 


可 将 B 表 成 

B=VvVxAh. (3.1.1) 
4 就 称 为 磁 矢 势 . 对 于 静 磁 场 , 相应 的 4 就 称 为 静 磁 矢 势 . 我 们 可 以 通过 给 出 4 
的 表达 式 来 具体 地 证 明 它 的 存在 . 
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静 磁 场 的 磁 感 强度 为 


B(z) = | ar (3.1.2) 


与 上 章 一 样 , R 代表 从 源 点 z' 到 场 点 的 矢量 . 利用 (在 下 文中 , V 指 z 坐标 系 
中 的 梯度 ) 


R 1 
两 Vh 
以 及 
vx 2 (v 计 ) xj) 
于 pe 
多 1 J(z) ，， 1 f3z) 
这 样 , 我 们 就 具体 地 证 明了 B 可 以 表 成 一 个 矢量 场 4 的 旋 度 , 这 个 矢量 场 4 就 是 
A(z) = = | ar (3.1.4) 


需要 指出 的 是 , 4 的 选取 并 不 是 唯一 的 . 如 果 我 们 在 式 (3.1.4) 右 方 附加 任 一 
个 标量 函数 y 的 梯度 , 它 的 旋 度 不 变 . 因此 , 如 果 某 个 矢 势 4:(z) 能 表示 B, 即 


已 =Vx 41， 


那么 
A2= Ai+Vy (3.1.5) 
同样 能 表示 该 磁 感 强度 B: 
VxA2=Vx(A1+V»)=B. 


Vy 是 一 个 纵 场 ( 即 旋 度 为 零 的 矢量 场 ), 因此 ,“4 可 以 附加 上 任意 一 个 Vw” 
就 意味 着 它 的 纵 场 部 分 呈 是 完全 任意 的 , 只 是 其 横 场 部 分 有 确定 的 意义 . 通常 我 们 
就 取 4 的 纵 场 部 分 为 零 , 即 取 4 满足 横 场 条 件 


V.4=0. (3.1.6) 


附加 了 这 个 条 件 . 再 加 上 A 在 .ce 处 为 零 的 要 求 , 4 就 唯一 地 被 确定 . 下 面 来 证 明 ， 
式 (3.1.4) 所 给 出 的 表达 式 正好 满足 这 个 条 件 . 


Q@ 如 矢量 分 析 附 录 中 所 指出 的 , 任何 一 个 矢量 场 都 可 以 表 为 纵 场 和 横 场 两 个 部 分 的 又 加 . 
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由 矢量 分 析 公式 , 得 


:| ia | ja) -ver 


任意 一 个 RR 的 函数 1(R) 有 这 样 的 性 质 , 即 它 对 场 变量 的 微 商 正好 等 于 对 源 变量 微 
商 的 负 值 , 于 是 上 式 化 为 


上 式 右 方 第 二 项 根据 稳定 条 件 将 等 于 零 , 第 一 项 可 化 为 无 穷 远 面 上 的 积分 因而 亦 为 
零 ( 设 电流 只 在 有 限 空间 内 ). 这 样 就 证 明了 


v2| Jarv -0 (3.1.7) 
利用 这 个 结果 , 即 可 证 明 第 一 章 中 所 没有 证 明 的 一 个 结论 , 即 安培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定 


律 所 给 出 的 B 的 表达 式 (1.2.9) 满足 静 磁 场 方程 9 


4 
VxB= i (3.1.8) 


静 磁 场 方 程 亦 可 用 磁 矢 势 表示 出 来 , 结果 即 为 
Vx(Vx4)= 2. (3.1.98) 


在 A 满足 式 (3.1.6) 的 附加 条 件 下 , 式 (3.1.9a) 化 为 


4 
V2A= -二 5 (3.1.9b) 


此 方程 与 静电 势 p 的 方程 十 分 相似 , 只 是 标 势 p 换 成 了 矢 势 4, 电荷 密度 p 换 成 
了 电流 密度 ; 的 1/c, 即 =5(27 的 量 纲 与 p 相同 , 从 而 4 和 将 具有 相同 的 量 纲 ) 
@ 由 式 (3.1.3) 和 矢量 分 析 公式 ， 
vx :| er = vx [vx [22ar| 
=Y [7 sd -v2 | 48ar. 


根据 式 (3.1.7)， 上 式 右 方 第 一 项 为 零 。 第 二 项 在 交换 微分 和 积分 的 次 序 后 ， 再 利用 公式 v2 = 
一 4m5(z 一 21) 即 化 为 乞 j(z), 于 是 得 出 式 (3.1.8) 
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下 面 来 讨论 静 磁 能 量 . 根据 一 般 成 立 的 电磁 能 量 公式 , 静 磁 能 量 密度 即 为 吉本 
而 利用 矢量 分 析 公式 , 可 得 出 
B?=B.VxA=VvV.(A4xB)+A:.VxB, 
在 静 磁 情况 , V x B 可 用 式 (3.1.8) 代入 , 于 是 静 磁 能 量 UV 化 成 


1 1 
一 ”一 a 二 A 和 
U 去 | 3 Vx Adr 志和 ( x 吾 ) .de 


1 
+ 充 | 3 dT 


再 由 oo 远 处 的 边 值 条 件 , 在 电流 局 限 在 有 限 范围 内 的 情况 下 , 有 : B ~ 0 ( 翅 ) 和 
A~0 (2), 于 是 上 式 右 方 第 一 项 为 零 , 因此 就 得 到 与 静电 能 量 表达 式 (2.1.5) 相对 


应 的 结果 : 1 
U= 支 | 了 . Adr. (3.1.10) 


上 式 与 式 (2.1.5) 相 比 较 ， 差 别 就 是 : p 换 成 了 2 2 换 成 4, 标量 相 乘 换 成 了 矢 
量 点 乘 . 
当 存在 磁 介质 时 , 磁场 引起 介质 的 磁化 , 从 而 产生 磁化 电流 , 而 磁化 电流 反 过 


来 又 改变 磁场 , 两 者 也 是 互相 决定 的 关系 . 这 时 需要 将 场 方程 和 介质 性 质 方 程 联 立 
起 来 处 理 . 但 若 介质 是 均匀 的 , 则 其 中 的 磁化 电流 可 以 预先 求 出 , 由 式 (1.5.9) 


jn = x M= 0 VxH=(h- Dis (3.1.11) 
于 是 在 这 种 情况 下 , 再 利用 了 = jf 十 jm 方程 (3.1.9b) 就 化 为 
V24 = 一 (3.1.12) 


即 这 时 的 V24 正比 于 ji, 与 静电 势 yp 相应 的 方程 式 (2.1.12) 相对 应 . 
有 介质 时 的 静 磁 能 量 UV 也 可 以 通过 磁 矢 势 和 电流 来 表示 . 仿照 推导 式 (3.1.10) 


的 步骤 . 可 以 从 本 二 |B. Har 化 出 
TT 


1 
U = 支 | ji Adr. (3.1.13) 


此 式 亦 与 静电 能 量 公式 即 式 (2.1.16) 相对 应 . 
我 们 可 以 把 静电 场 与 静 磁 场 的 情况 作 一 总 的 对 比 , 结果 如 表 3.1.1 所 示 . 


3.1 静 磁 和 失势 ”镜像 电流 效应 .85. 


表 3.1.1 静电 场 与 静 磁 场 的 对 比 


静 电场 静 磁场 
万 为 非 旋 场 ( 纵 场 ) 台 为 无 源 场 ( 横 场 ) 
可 引入 标 势 p, 使 本 = ~Vy， 可 引入 矢 势 4 使 B=VxA. 
yp 满足 方程 :V2p = 一 4np， A( 取 为 模 场 时 ) 满足 方程 V2.A = -2 
p(z')dr' _ 1 1 je)dr 
= | Ci， A=- | 2 ， 


pz)R _1 jz xR,, 
a=-| Se", B=0] 两 0， 


1 1 f 
二 二 LU = 一 .Adr. 
U= 3 | wear 元 | T 


由 此 可 见 , 静 磁 矢 势 4 与 静电 标 势 p 有 许多 相应 的 地 方 . 

下 面 来 看 一 个 简单 例子 . 

设 有 一 个 无 穷 长 的 电流 螺 管 , 它 的 电流 可 用 圆柱 表面 上 的 面 电流 开 来 描述 ， 
区 的 数值 为 一 常数 , 页 的 方向 为 环绕 中 心 轴 的 9 方向 ; 求 4 的 分 布 . 

这 个 例子 中 的 B 是 普通 物理 中 已 给 出 的 , 即 : 在 螺 管 内 , B 为 一 个 常 矢量 Bo， 
Bo 的 方向 与 中 心 辅 相同 《与 面 电流 的 回 向 构成 右手 螺旋 关系 ) Bo = 乞 艾 在 螺 管 
外 , B 等 于 零 . 

下 面 来 求 4 的 分 布 . 

A 和 磁 感 强度 B 的 关系 是 由 式 (3.1.1) 给 出 的 , 于 是 有 


4 A-di=| B.do = 5, (3.1.14) 
L Ss 


其 中 的 6 代表 通过 面积 5 的 磁 感 通 量 . 由 此 可 见 A 和 6 的 关系 很 像 8 和 了 的 
关系 , 相差 只 是 一 个 因子 和 (参见 式 (1.2.23) 第 4 式 , 在 静 磁 情况 , 该 式 右 方 第 一 项 


的 对 应 项 为 零 ). 另外 , B 满足 .B=0, 而 我 们 这 里 选取 的 4 也 满足 VV. 4=0. 这 
样 一 对 比 , 就 可 看 出 , 本 例 中 4 的 分 布 , 正好 等 于 一 个 无 穷 长 的 均匀 载 电流 的 圆柱 


(电流 了 沿 轴 的 方向 , 数值 为 一 常数 并 等 效 于 本 例 中 的 等 妈 ) 所 产生 的 磁 感 B 的 


分 布 . 而 后 者 是 容易 根据 对 称 性 利用 安培 回路 定理 求 出 的 . 通过 上 述 对 应 关系 即 可 
得 出 : 表示 4 的 曲线 是 环绕 中 心 轴 的 , 即 4 只 有 8 方向 分 量 , 其 值 为 
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3 Bor, 当 r < ro， 
Ao= (3.1.15) 


1 7 、 
~=Bo—2, 当 r > 70， 
2 r 


ro 为 螺 管 的 半径 ， 值 得 指出 的 是 ,尽管 在 螺 管 外 面 区 域 B 恒 为 零 , 但 A 并 不 为 
零 @, 而 且 也 不 可 能 通过 变换 将 此 区 域 中 的 4 消去 , 因为 那 将 与 式 (3.1.14) 相 矛 盾 . 


3.1.2 ”理想 导体 壁 对 容器 中 电流 的 约束 作用 


设 该 容器 壁 的 表面 为 z1=0 的 平面 , 容器 内 部 为 z: > 0 的 区 域 , 其 中 充满 着 导 
电流 体 (如 等 离子 体 ), 我 们 要 考察 的 就 是 这 种 容器 壁 对 等 离子 体 的 约束 . 

我 们 先 来 对 理想 导体 的 特点 作 一 说 明 . 理想 导体 的 导电 率 为 无 穷 大 , 因而 其 中 
的 电场 强度 妞 将 恒 为 零 . 再 由 


$B 一 一 CV x Eb, 


它 内 部 的 磁场 不 会 变化 . 于 是 , 若 原来 其 内 部 并 无 磁场 , 当 它 附近 出 现 电流 时 , 其 内 
部 的 B 仍 维持 原来 的 零 值 . 这 时 , 在 理想 导体 壁 的 外 表面 上 , 会 有 面 电流 . 实际 上 ， 
理想 导体 就 是 通过 这 种 面 电流 的 适当 分 布 来 维持 其 内 部 的 B 恒 等 于 零 的 . 

在 理想 导体 壁 的 左 方 ( 即 理想 导体 壁 以 外 ), 可 取 磁 矢 势 的 解 为 


A=0, (ci<0). (3.1.16) 


而 在 z; > 0 区 域 即 容器 内 , 4 满足 的 方程 是 ( 取 4 满足 横 场 条 件 ): 


V24 = -和 (zl > 0). (3.1.17) 


根据 式 (3.1.16) 以 及 4 在 边界 上 连续 的 性 质 , 应 有 边 值 条 件 
4=0， 在 zi=0 面 上 . (3.1.18) 


无 穷 远 面 上 的 边 值 条 件 是 
A=0. (3.1.19) 


G@ 一 个 很 有 意思 的 问题 是 , 在 这 种 只 有 A 存在 , 而 B = 0 的 区 域 , 是 否 真 地 有 场 存 在 ? 在 经 典 物 理 
学 范畴 , 磁场 的 物理 效应 就 是 对 运动 的 带电 粒子 〈 即 电流 ) 有 一 作用 力 , 既然 在 螺 管 外 ，B 处 处 为 零 , 在 此 
区 域内 运动 的 带电 粒子 就 不 会 受到 任何 影响 , 即 不 会 显示 有 场 存 在 的 效应 . 但 在 量子 力学 中 , 情况 就 不 同 了 ， 
带电 粒子 的 运动 也 具有 波动 的 特点 , 而 A 的 存在 将 影响 粒子 波 的 相位 变化 . 这 种 变化 可 通过 干涉 效应 显示 
出 来 . Aharonov 和 Bohm 于 1959 年 提出 一 个 验证 这 一 效应 的 实验 方案 (其 实在 1949 年 , Ehrenberg 和 
Siday 就 对 此 提出 过 预言 )，1986 年 Osakabe 等 的 实验 证 实 了 这 一 效应 的 存在 ， 说 明 螺 管 外 并 不 就 是 普通 
的 真空 , 而 是 有 场 存 在 的 (尽管 B 为 零 ). 
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我 们 来 求 满足 上 述 方程 和 边 值 条 件 的 解 . 与 2.4 节 中 的 静电 问题 相 比较 , 在 这 
里 我 们 也 可 试用 镜像 法 来 求解 . 也 就 是 说 , 对 于 我 们 所 考察 的 z1 > 0 的 区 域 , 理想 
导体 壁 上 面 电流 所 产生 的 磁场 , 将 设 为 等 于 一 个 位 于 zi < 0 区 域 中 的 某 虚 电流 了 
所 产生 的 磁场 . jy 也 称 作 原 电流 了 的 镜像 , 其 值 取 为 


了 (zi T2, T3) 一 一 了 (一 zZ1, Z2;Z3)， 2Z1 < 0. (3.1.20) 


我 们 将 看 到 , 这 种 方法 适用 于 电流 7 与 理想 导体 器 壁 平行 ( 即 j1 = 0) 的 情况 . 这 
时 , 按照 上 式 ， 


. 0 . 0 . 
Vv .7 一 Baz (Tl T2123) 十 Br 3 (e122 73) 


-jz 2 za) — jl ZX2, 2Z3) 
二 Bra 1， T2, T3 B73 1, T2,T3 


一 一 V ” 了 -zuzaza 一 0， (3.1.21) 


即 像 电 流 也 满足 稳定 条 件 . 这 样 , 按 公 式 
4(z) = | Oar 十 = | 并 av， (xz1 > 0). (3.1.22) 


计算 出 的 4, 不 仅 满足 方程 (3.1.17) 和 边 值 条 件 式 (3.1.18)~ (3.1.19), 而 且 满足 横 场 
条 件 
VvV.A=0. (3.1.23) 


式 (3.1.22) 和 (3.1.16) 合 起 来 就 代表 这 种 情况 下 真正 的 解 . 
在 求 出 磁场 分 布 以 后 , 介质 表面 上 的 面 电流 二 就 可 以 通过 公式 


nx(BD -BO)= Tn (3.1.24) 


求 出 . 此 表面 电流 对 原 电流 分 布 的 作用 力 , 当然 就 等 于 像 电流 对 原 电流 的 作用 力 . 
在 原 电流 为 平行 于 理想 导体 壁 的 直线 时 , 像 电流 即 为 一 根 反 方向 的 直线 , 因此 , 它 
对 原 电流 的 作用 为 一 排斥 力 . 此 力 的 数值 并 随 着 导线 离 介 质 表面 的 距离 d 的 减 小 
而 增 大 . 在 受 控 热 核反应 的 装置 中 , 金属 器 壁 对 等 离子 体 ( 电 ) 流 的 这 种 效应 将 有 助 
于 维持 等 离子 体 的 稳定 . 因为 当 等 离子 体 流 偏离 其 平衡 位 置 向 着 器 壁 靠近 时 , 该 排 
斥 力 的 作用 是 驱使 它 返 回 平衡 位 置 中 . 


@ 由 于 实际 的 器 壁 并 非 理想 导体 ,， 故 磁场 仍 将 逐步 扩散 到 导体 壁 内 部 去 (磁场 满足 的 扩散 方程 见 3.4 
节 ), 但 当 o 大 时 , 这 种 扩散 的 速度 不 是 太 快 , 这 时 器 壁 仍 将 具有 一 定 的 保持 等 离子 体 稳定 的 作用 . 
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3.2 ”贺电 流 圈 的 磁场 ”电流 圈 与 永 磁 偶 极 层 的 比较 


在 实际 应 用 中 , 经 常用 到 贺电 流 圈 所 产生 的 磁场 , 于 是 对 该 磁场 的 分 布 进行 计 
算 就 成 为 静 磁 学 的 一 个 基本 问题 , 这 就 是 本 节 的 第 一 部 分 内 容 . 另外 , 人 类 最 早 见 
识 的 磁 现 象 是 磁 针 ( 即 针 状 永 磁体 ) 的 指南 作用 , 在 初期 并 将 它 解释 为 磁 针 上 的 磁 
荷 与 地 磁场 的 作用 . 到 后 来 才 认 识 到 永 磁体 上 并 不 带 什么 磁 荷 , 它 与 地 磁场 的 作用 
仍 是 通过 其 上 的 分 子 电流 来 实现 的 . 本 节 的 第 二 部 分 就 是 将 永 磁 偶 极 层 的 磁场 与 
电流 圈 的 磁场 进行 比较 . 


3.2.1 ”贺电 流转 的 磁场 
设 圈 上 的 电流 为 7, 则 它 产生 的 磁 矢 势 为 


下 
4= 59 筷 . (3.2.1) 


已 仍 如 前 一 样 , 代表 源 点 (其 坐标 为 2) 到 场 点 (其 坐标 为 z) 的 距离 . 

为 了 计算 空间 某 点 P 的 4, 我 们 选择 柱 坐 标 系 , 并 使 电流 圈 位 于 z = 0 的 平 
面 , 而 P 点 取 在 y-z 平面 上 , 参见 图 3.2.1. 在 采用 柱 坐 标 (o, z,b) 时 , P 点 的 9 即 
等 于 x/2 (注意 , 在 本 节 中 po 代表 柱 坐 标 中 的 径 向 距离 , 不 是 电荷 密度 ). 


下 面 将 按照 式 (3.2.1) 来 计算 矢 势 4. 
对 圆 电流 圈 上 电流 元 Td11, 可 以 配 上 另 一 


电流 元 Idl, 使 两 者 位 置 相 对 于 0 = 2 的 


平面 ( 即 y-z 平面 ) 是 对 称 的 , di 和 dW 
的 长 度 并 取得 相等 ， 于 是 这 两 个 电流 元 
对 已 点 矢 势 的 贡献 d4 就 在 负 zx 轴 方 向 . 


也 就 是 说 , 所 有 这 样 的 d4 都 只 有 d4e 分 
图 3.2.1 圆 电流 图 与 PP 点 位 置 图 量 . 


我 们 将 整个 电流 轿 都 分 解 成 许多 这 样 的 “电流 元 对 ”. 于 是 可 见 , PP 点 的 4( 它 
是 这 些 “ 电 流 元 对 贡献 的 和 ”) 亦 在 9 方向 , 即 只 有 46e 不 为 零 . 
设 电流 圈 半 径 为 a, 由 于 dl' 的 “9 分 量 ” 可 写成 acos0'd9', 故 有 


27 an 
4=4=>| acos0'd0 
cjJo (a2+p?+22— 2apcos0')!/2 
_ 21a | . cos 0/d0/ 


0 (a2 +p2+22— 2apcos0)t/2 


一 (3.2.2) 
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为 了 求 上 述 积分 的 值 , 我 们 换 积分 变数 . 令 
1 / 
CQ 一 5 7), 
于 是 得 出 
cosb'db' = 2(2sin2 a — 1)da. 
相应 地 , 式 (3.2.2) 化 为 


_ 4 | "/? Qsin a — Dde (3.2.3) 


0 (at+p)?+2z2— 4apsin? a 


2 4ap 
二 (a + p)2 + 22" (3.2.4) 


46 = 


4Ia 三 2sin2w 一 1 
一 一 一- da， 


cvV(a+p)+z22Jo V1 k2sino 
它 并 可 改写 成 


x/2 
4 = 2|- 译 | V1 — k2sin? odo 
c Vp k2 Jo 
nx/2 
+ (总 -中 | sl 
k 0 1 — k2sin? a 
上 式 右 方 可 通过 “完全 椭圆 积分 ”表示 出 来 : 


ho = 2 IG - 3 ) 天 (kb2) Bt (3.2.5) 
其 中 
K(k?) = | 


0 V1i— ksin:o 


n/2 
E(k?) = | V1— kh?sin? ada, 
0 


分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 “完全 椭圆 积分 函数 ”. 由 于 k? < 1( 参 见 式 (3.2.4)), 它们 可 
展开 为 


(3.2.6) 
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因而 ho 也 可 表 为 下 述 级 数 的 形式 ; 


和 = (+ (3.2.8) 

以 上 结果 虽然 是 取 具 体 一 个 点 P 计算 出 来 的 , 但 由 于 电流 圈 的 轴 对 称 性 , 任何 
一 点 的 矢 势 4 亦 必然 只 有 9 分 量 即 4o, 而 且 其 值 与 所 在 位 置 的 9 值 无 关 , 即 hb 
只 是 p 和 z 的 函数 . 这 样 , 式 (3.2.5) 和 (3.2.8) 就 代表 所 要 推 求 的 普遍 解 , 它 对 空 
间 任 何 一 点 都 适用 . ho 对 z 的 依赖 体现 在 变量 中 , 而 它 对 p 的 依赖 除了 体现 在 


外 还 有 一 个 
k 中 以 外 , 还 有 六 的 因子 . 


在 靠近 电流 圈 的 轴线 附近 (p << a) 的 区 域 , 按 式 (3.2.4), 有 ? 的 数值 很 小 , 采用 
式 (3.2.8) 进行 计算 比较 方便 , 因为 只 需 取 前 几 项 就 够 了 . 

通常 是 用 磁力 线 (也 称 为 磁 感 线 ) 来 形象 地 表示 B 在 空间 的 分 布 中 , 如 果 我 们 
用 “ 磁 势 线 ” 来 形象 地 表示 A 在 空间 的 分 布 , 那么 由 于 4 只 有 9 分 量 , 而 且 按照 
式 (3.2.5), ho 的 值 与 9 无 关 , 即 得 出 磁 势 线 亦 构成 一 个 个 的 圆 线圈 , 它们 的 中 心 都 
在 z 轴 上 . 

下 面 来 计算 空间 B 的 分 布 . 利用 矢量 分 析 中 的 公式 , 在 柱 坐 标 中 可 得 出 (参见 
附录 ) 


_ /104: 544 84， 04, 
Vx4-( 和 加- 答 )mt( 答 - 每 )™ 


10(pAg) 164， 

Prd 8.29 
由 此 即 得 , 在 上 述 圆 电流 圈 的 情况 下 , 磁场 的 柱 坐 标 分 量 为 
04 

B= -6 

Bo = 0， (3.2.10) 
190 
B, = 3765049) 
利用 “椭圆 积分 ”公式 

dK E(k?) K(k?) (3.2.11) 


dk kl—k2) 大 
dE E(k?) K(k?) 
dk k 
@ 早先 是 用 磁力 线 来 称 如 在 空间 分 布 的 曲线 , 因而 把 B 在 空间 的 分 布 曲线 称 为 磁 感 线 . 
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”一 一 


其 中 E(k?2) 和 天 (li2) 由 式 (3.2.6) 所 示 . 得 出 最 后 的 结果 是 


_ 一 | Kt 四 
CE (a— p+22 | (3212) 
B,— 27 1 [+ a2 一 02 一 22 加 
‘Cc pVla TO 十 大 (a — p)?+ 22 
其 图 形 如 图 3.2.2 所 示 . 
下 面 给 出 在 中 心 轴 上 46， 了 p 和 Bz 
的 值 : 
4e = 0， (3.2.13) 
以 及 
B,=0, 
2ra27 (3.2.14) 图 3.2.2 ”电流 图 的 磁 感 线 
2 cvVa2 十 22、 


上 式 所 给 出 的 B。 和 B, 的 特殊 值 , 在 普通 物理 学 中 已 经 求 出 过 , 这 里 只 是 验 
证 一 下 . 在 远 处 , B 的 分 布 将 与 一 个 电 偶 极 子 的 EE 相似 . 


3.2.2” 永 磁 偶 极 层 与 电流 圈 的 比较 


仿照 电介质 的 情况 , 对 于 磁 介质 , 我 们 定义 其 单位 体积 所 具有 的 磁 偶 极 矩 M 
为 它 的 磁化 强度 . 本 节 所 说 的 永 磁 偶 极 层 ,就 是 指 均匀 磁化 的 , 而 且 2M 与 层面 相 
垂直 的 一 薄 层 永 磁 介 质 . 从 早期 的 磁 荷 观点 看 来 , 永 磁 偶 极 层 的 两 个 表面 上 分 别 带 
有 土 MA(4 为 表面 的 面积 ) 的 固定 磁 荷 , 通过 与 电 偶 极 层 的 对 比 , 即 知 薄 永 磁 偶 极 
层 内 部 的 磁场 强度 互 的 为 (-4rX0) 中 , 至 于 层 内 部 的 磁 感 强度 B, 与 互 - 相 比 则 是 
一 个 小 量 , 方向 与 互 相反 . 这 是 因为 在 该 理论 中 , 不 容许 存在 自由 磁 荷 ,于 是 层 内 
的 磁 感 线 与 层 外 的 磁 感 线 相连 续 , 而 层 外 的 磁 感 线 比 较 稀 朴 的 缘故 ( 因 它 类 似 于 薄 
电容 器 外 的 电感 线 , 也 就 是 类 似 于 洲 电 容器 外 的 电力 线 ). 

从 现在 的 观点 看 来 , 并 不 存在 什么 磁 荷 , 均匀 磁化 的 永 磁 偶 极 层 的 磁场 是 由 其 
周边 上 的 磁化 电流 所 产生 . 相应 的 图 像 如 图 1.5.1 所 示 , 该 磁化 电流 形成 一 个 电流 
图 . 

但 这 并 不 意味 着 , 永 磁 侦 极 层 与 上 述 电 流 图 两 者 所 有 的 场 量 都 是 相同 的 . 在 两 
者 磁 偶 极 矩 @ 相等 的 情况 下 , 它们 产生 的 B(x) 自然 是 处 处 相同 的 , 但 两 者 的 H(z) 
则 只 在 永 磁 偶 极 层 的 外 面 区 域 相同 ( 因 在 偶 极 层 外 , 瑟 (z) = B(x)), 而 在 永 磁 偶 极 

轩 这 是 略 去 少量 向 外 方向 的 磁力 线 通 量 的 结果 . 另外 , 这 也 是 现今 仍 将 入 称 作 磁场 强度 的 原因 . 

@ 电流 围 的 磁 偶 极 拭 为 了 mR2 RR 为 图 半径 ， 参见 式 (1.1.22). 


. 92 . 第 三 章 ” 静 磁场 和 似 稳 电 磁场 


层 内 部 , 互 =B - 4rM 兰 -4rJM, 不 但 其 值 与 B 不 同 , 连 方向 都 相反 . 而 对 于 电流 
圈 , 当然 不 会 出 现 这 一 情况 , 如 上 所 述 , 它 的 五 分 布 处 处 与 B 的 分 布 相同 . 

值得 指出 的 是 , 现今 的 互 (z) 和 召 (z) 虽然 与 过 去 从 磁 荷 观点 所 给 出 的 值 一 样 
(参见 式 (1.5.14)), 但 两 者 的 实际 地 位 已 发 生变 化 (过 去 基本 量 是 五 , 现在 是 B), 只 
是 名 称 没有 改 而 已 . 


3.3” 磁 偶 极 子 的 场 及 其 在 外 磁场 中 的 能 量 


像 电荷 一 样 , 在 实际 中 也 常 遇 到 电流 分 布 集中 在 小 区 域内 的 情况 , 特别 是 在 微 
观 领 域 中 , 例如 原子 和 原子 核 内 都 有 电流 流动 , 甚至 每 个 电子 或 每 个 质子 本 身 也 都 
有 自 旋 运动 . 在 研究 这 种 小 区 域内 电流 分 布 所 产生 的 磁场 以 及 它们 在 外 磁场 中 的 
能 量 时 , 我 们 也 可 以 像 静 电 中 那样 用 多 极 展开 的 方法 来 处 理 . 实际 中 用 得 较 多 的 只 
是 磁 偶 极 子 中 , 因此 我 们 在 本 节 中 将 着 重地 讨论 磁 偶 极 子 的 势 及 其 在 外 磁场 中 的 能 
量 . 


3.3.1 ” 磁 多 极 展 开 各 磁 侦 极 子 的 势 
我 们 考虑 一 个 小 区 域 电 流 在 远 处 的 场 . 取 坐 标 原点 在 小 区 域内 . 将 以 前 用 过 的 
展开 式 (参见 式 (2.6.7) 和 (2.6.8)) 
1_1 (vl) ln (vl) 
B=" (VE), + ): (Vv) + 


1 7. pr ) : (3r7 — r2I 
Tr rr :rr rd ... 


= 二 十 一 3 5 (3.3.1) 
r 7 27 
(其 中 工 代表 单位 张 量 . 参见 式 (2.6.8) 下 ), 代入 矢 势 的 表达 式 
4(z) = - | He)ar 
中 ， 即 得 
= AO 十 A 中 十 A 四 十 …， (3.3.2) 
其 中 
400 = 二 | jz')dr/， 
40) = 方 je ‘7T)d7,, 
ss (3.3.3) 


Q@ 磁 侦 极 子 是 由 小 区 域 电流 构成 的 , 其 条 件 是 式 (3.3.2) 中 4(2) 及 以 后 的 项 均 可 以 略 去 ， 


3.3 ” 磁 偶 极 子 的 场 及 其 在 外 磁场 中 的 能 量 .93 . 


在 稳定 的 条 件 下 , 电流 构成 回路 , 故 有 


| jr)dr’ =0. (3.3.4) 
将 电流 分 布 按 流 线 分 成 为 许多 小 电流 管 即 可 验证 上 式 , 因为 这 样 就 将 上 式 左 方 化 为 
2 五 和 dl = 0. 
更 形式 上 的 证 明 是 , 利用 稳定 条 件 
V' .3(7’) =0, 


并 将 了 的 任 一 个 分 量 表 作 
h(n) = (5) -Va = vj) 
四 
对 于 稳定 电流 , 上 式 最 后 一 项 为 零 , 于 是 即 得 
| oar=| Yeoagar 
=- $ zzz .da' =0. 


最 后 一 等 式 利用 了 7 实际 上 只 存在 于 小 区 域内 (或 有 限 区 域内 ) 的 性 质 . 
将 式 (3.3.4) 代入 式 (3.3.3) 第 一 式 , 我 们 看 到 


4(0 = 0, (3.3.5) 
于 是 4 的 最 大 项 就 是 4(0. 通过 矢量 分 析 的 计算 , 可 以 将 40) 表 成 ( 见 下 文 ) 
A = 一， (3.3.6) 
其 中 mm 为 磁 偶 极 矩 , 其 定义 为 
m= 过 | x jz')dr/. (3.3.7) 


式 (3.3.6) 的 证 明 如 下 . 先 看 细 电 流 圈 的 情况 . 这 时 式 (3.3.3) 中 的 第 二 式 化 为 
40 = 三 | dL(r’ .7). 
根据 矢量 分 析 中 积分 转换 公式 (参见 附录 A 中 式 (A.48)), 上 式 可 化 成 


了 1 
(1D) /x V(r’'.r = 
A = 3 | x V'(r .7) 一 3 Jae xr 
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1IS rr 
一 二 而， 
其 中 
S= Jao, (3.3.8) 
代表 线圈 的 面积 矢量 . 对 于 细 电 流 圈 , 由 式 (3.3.7) 定义 的 磁 偶 极 矩 m 可 以 表 成 
m = 支 fr a = 7 |ar'=38, (3.3.9) 


将 式 (3.3.9) 代入 A 中, 就 在 细 电 流 圈 的 情况 下 证 明了 式 (3.3.6). 

对 于 一 般 的 电流 分 布 , 我 们 可 以 按 流 线 将 它 分 成 为 许多 细 电 流 管 之 和 , 再 对 每 
个 电流 管 应 用 以 上 结果 , 这 样 即 可 得 出 式 (3.3.6). 该 式 也 可 以 直接 地 证 明 如 下 . 首 
先 将 式 (3.3.3) 中 A 表达 式 内 的 积分 作 下 述 转化 : 


J rar = [xD x rar + f(r- Drar, 
利用 电流 的 稳定 条 件 , 又 可 得 出 (推导 见 后 文 ) 
jc . 力 r'dr' = — | jr rar/， (3.3.10) 
代入 上 一 式 即 得 
| j(r' rn)dr’ = 3 | x 力 xrdr' = em xm (3.3.11) 
再 将 式 (3.3.11) 代 回 式 (3.3.3) 第 二 式 即 得 出 式 (3.3.6). 式 (3.3.10) 的 推导 如 下 : 看 
该 式 右 方 的 任 一 分 量 如 分 量 i, 7' 的 第 i 分 量 为 zi. 利用 稳定 条 件 即 7 的 散 度 为 


零 , 不 难 证 明 
-je ar =- | ee nar， (3.3.12) 


而 由 矢量 公式 ， 
一 [Y (2 (rr) = 一 VEzi7(r 7]] 
十 zz 条 .VCrr， 
上 式 前 项 在 代入 式 (3.3.12) 右 方 后, 通过 化 成 面积 分 可 以 看 出 等 于 零 , 第 二 项 中 的 


V'w .7) 就 等 于 x, 因而 代入 式 (3.3.12) 右 方 后 , 即将 它 化 为 | zc 7)dr , 正好 就 
是 式 (3.3.10) 左 方 的 第 i 分 量 , 这 就 完成 了 证 明 . 
A 中 称 为 磁 偶 极 子 势 , 由 式 (3.3.6) 它 相应 的 B 为 


nxr Tr 
BOD Tx (2 ) 二 -YD (mm 三 ) ， (3.3.13) 
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此 式 同 电 偶 极 子 的 电场 分 布 相似 . 利用 矢量 分 析 公式 中 , 以 及 7 关 0 时 Vv: 误 = 0( 我 
们 计算 的 是 磁 偶 极 子 外 面 的 B, 因而 " 关 0), 不 难 证 明 式 (3.3.13) 的 第 二 等 式 . 
3.3.2 ” 磁 偶 极 子 在 外 磁场 中 所 受 的 力 及 力矩 


上 面 已 经 看 到 , 磁 偶 极 子 的 B 与 电 侦 极 子 的 巨 在 偶 极 子 以 外 的 区 域 具 有 同样 
的 形式 . 现在 我 们 再 来 证 明 , 磁 偶 极 子 在 外 磁场 中 所 受 的 力 和 力矩 也 与 电 偶 极 子 在 
外 电场 中 的 结果 形式 一 样 . 先 计算 一 个 小 区 域 电流 在 外 磁场 中 所 受 的 力 . 


二 =| 5 x Be(z')d7,, (3.3.14) 


将 Be(z') 在 z 点 附近 展开 , x 点 位 于 该 小 区 域内 , 也 就 是 下 文 取 极 限时 侦 极 子 所 
在 的 位 置 : 
Boe(7’) = Be(x) + (7r’: VY)Be(z)+.…, (3.3.15) 


7' 代表 从 点 z 到 点 z' 的 距离 . 将 上 式 代 入 式 (3.3.14) 得 出 的 结果 为 
FF= > | jw)ar | x B。 
十 = | x (r’.V)Be(z)dT’ 十 = (mV)Be(z) 十 …. 


最 后 的 等 式 推导 如 下 : 按照 式 (3.3.4), 上 式 第 一 等 式 右 方 第 一 项 等 于 零 . 再 看 其 第 
二 项 . 由 于 产生 外 磁场 B。 的 电流 (简称 外 电流 ) 处 在 小 区 域 之 外 , 故 在 上 式 积分 区 
内 六 x Bo(z) = 0, 于 是 按 附录 A 中 的 矢量 公式 (A.36)， 


(™ .VvV)Belz) = V(r’ Be(z)) 
将 以 上 结果 代入 五 的 表达 式 后 , 即将 该 式 化 为 
F= s |i() x VIr’. Be(z)ldr’ 十 … 


=_1l 
加 C 


= -Ev x |i(e)r’ Bo)dr 二 (3.3.16) 


|¥ x ba) Be(o)lar’ + 


最 后 一 等 式 的 导出 是 利用 了 对 2z 的 微 商 与 对 z' 的 积分 的 次 序 可 以 对 调 . 像 证 明 式 
(3.3.11) 一 样 , 由 稳定 条 件 可 以 证 明 


| j(e)Ir’. Belg)jdr’ = |r x j(z)] x Be(z)dr 


@ 见 附 录 A 中 式 (A.27) 和 (A.29). 
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= cm x Be(z), (3.3.17) 


其 中 mm 由 式 (3.3.7) 给 出 . 利用 此 式 可 将 式 (3.3.16) 右 方 写成 -~V x (m x Be(x))， 
再 由 于 V x Be(z) = 0( 如 上 所 述 , 在 z 点 附近 无 外 电流 ) 即 得 


F=(m.V)Be(z) + ， 


并 可 写成 
F= VIm.: Be(x)] +:…. 


注意 , 在 对 x 作 微 商 时 , rm 是 保持 不 变 的 . 为 了 强调 这 一 点 , 也 可 在 上 式 最 右 方 加 
了 一 个 下 广 标 m. 
对 于 磁 偶 极 子 , 上 式 右 方 未 写 出 的 项 都 等 于 零 , 即 其 中 的 “…” 可 除去 , 于 是 


F=(m.:.V)Be(z) = V(m. Be(7)). (3.3.18) 


按 式 (3.3.15) 上 面 所 述 , 上 式 中 的 x 即 取 为 磁 偶 极 子 的 坐标 . 此 结果 与 电 偶 极 子 在 
外 电场 中 所 受 的 力 相仿 . 
下 面 再 来 计算 力 秆 ， 


五 一 | x [1z ) x Be(z')dr'. 


对 于 磁 偶 极 子 , 由 于 其 线 度 趋 于 零 , 故 计算 力矩 时 , 只 须 保留 B。(zx') 展开 式 中 的 第 
一 项 就 够 了 , 于 是 
z=-- | x [j(z) x Belz)jdr, (3.3.19) 


乘 开 后 , 得 出 
卫 一 z lr . Be(z))j(x’) — (r’. j(z)) Be (rd, (3.3.20) 


上 式 第 二 项 可 证 等 于 零 : 因为 Be(z) 可 提 到 积分 号 之 外 , 剩 下 的 就 是 "' .了 的 积分 . 
再 利用 


V’ (rj(2)) = 2 jz) 二 rm2V' 7(z)) 
一 27” “ Jj(z"), 


Je ie Nar =3 | se)ar 
1 
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剩 下 的 式 (3.3.20) 第 一 项 , 根据 式 (3.3.17) 即 化 为 m x Be(z). 按 式 (3.3.15) 上 面 
所 述 , z 代表 磁 偶 极 子 的 坐标 , 于 是 最 后 的 结果 


L= mx Be(z) (3.3.21) 


与 电 偶 极 子 在 外 电场 中 的 力矩 的 表达 式 相 似 . 
3.3.3 ” 磁 偶 极 子 在 外 磁场 中 的 能 量 

有 了 以 上 关于 力 和 力矩 的 公式 , 我 们 就 可 以 计算 出 一 个 处 于 外 磁场 中 的 磁 偶 极 
子 在 转动 一 个 角度 或 移动 一 个 距离 时 , 体系 中 总 能 量 7 的 改变 . 

先 来 考察 磁 偶 极 子 位 置 不 变 而 磁 矩 方向 转动 一 个 角度 A9 的 情况 . 在 转动 角 
度 为 一 个 微小 值 dg 时 , 力矩 工 所 作 的 机 械 功 5W 为 二.d6, 按照 能 量 守 恒定 律 ， 
它 应 等 于 -dU 即 体系 总 能 量 @ 的 减少 . 于 是 转动 有 限 的 A9 时 7 的 改变 总 值 是 


AU = -W=- | L.d6. (3.3.228) 
将 式 (3.3.21) 代入 后 , 并 利用 矢量 分 析 公 式 即 得 出 
AU=- |m x Be(z).d0 =— jae x m. Bolz). (3.3.22b) 


一 般 说 来 , 当 磁 偶 极 子 (或 者 当 作 磁 偶 极 子 的 原子 或 原子 核 ) 转动 或 移动 时 , 由 于 感 
应 电动 势 (或 者 洛 伦 兹 力 ) 的 作用 , 其 中 的 电流 或 其 内 部 运动 状态 会 有 所 变化 , 因而 
磁 偶 极 矩 的 数值 也 相应 地 发 生 改 变 . 这 样 转动 时 出 现 的 dm 将 由 两 项 构成 , 一 项 是 
m 大 小 的 改变 , 一 项 是 m 方向 的 改变 . 但 在 许多 情况 下 , 即使 转动 了 较 大 的 角度 ， 
磁 矩 值 的 改变 Am 比 起 m 来 说 也 是 一 个 微小 的 量 . 当 db 为 一 小 量 时 , 这 一 项 的 
贡献 就 是 高 级 小 量 , 我 们 可 以 将 它 忽 去 . 方向 改变 dg 所 相应 的 磁 和 矩 改 变 是 


dm ~ dg x m, (3.3.23) 
代入 式 (3.3.22b) 后 , 即 得 
AU = -|am .Be(z) = —Am. Bolz) 
~ _A(m. Be(s)). (3.3.24) 
这 样 , 7 可 表 为 -mm . Be(z) + Uo, Uo 相对 于 磁 偶 极 子 的 转动 来 说 是 一 个 常量 . 当 


然 , 对 于 不 同 的 z, Uo 是 不 同 的 . 


@ 这 里 体系 是 指 磁 偶 极 子 以 及 产生 外 磁场 的 电流 系统 . 
@ 如 果 磁 偶 极 子 和 外 电流 ( 指 产生 至。 的 电流 , 下 同 ) 是 转动 着 的 带电 体 , 则 体系 总 能 量 除了 磁 能 外 还 
包括 它们 的 机 械 能 (转动 能 ) 在 内 . 
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下 面 再 看 磁 偶 极 子 平移 一 个 距离 Ax 时 能 量 的 改变 . 同 前 面 一 样 , 虽然 移动 时 
磁 偶 极 矩 的 数值 m 一 般 将 有 变化 , 但 许多 情况 下 , 即使 移动 一 个 比较 长 的 距离 , Am 
比 起 m 也 是 很 微小 的 , 可 以 不 考虑 . 这 时 , 利用 式 (3.3.18) 的 第 一 等 式 , 得 


AU = -w= |F.de- -|(m: Bo) ‘dw, 
它 也 可 以 写成 (参见 式 (3.3.18) 的 第 二 等 式 ) 
AU=- | rm .Belz)) .dz = _A(m . Be(z)). (3.3.25) 


这 进一步 表明 上 述 参数 与 磁 偶 极 子 的 位 置 也 无 关系 . 因此 , 我 们 可 将 总 能 量 U 
表 为 
U = —m. Be(x) + Uo. (3.3.26) 


Uo 是 一 个 与 磁 偶 极 子 的 位 置 和 方向 都 无 关 的 常量 . 式 (3.3.26) 在 统计 物理 和 量子 
力学 中 都 常会 用 到 . 

在 以 上 的 讨论 中 , 我 们 看 到 了 磁 偶 极 子 与 电 偶 极 子 相似 的 地 方 . 下 面 再 来 说 明 
它们 之 间 不 同 的 地 方 . 为 此 , 我 们 先 把 范围 扩大 一 点 , 来 考察 任 一 个 小 区 域 电 流 分 
布 与 外 磁场 的 相互 作用 能 . 像 2.6 节 一 样 , 我 们 把 相互 作用 能 定义 为 “两 者 同时 存 
在 时 的 能 量 减 去 两 者 单独 存在 时 (电流 分 布 保持 不 变 ) 的 能 量 和 ”, 即 


， 
a0-(Vi+Do) = 充 | . 4。 十 元 .4)dr， (3.3.27) 


其 中 jy 和 4 代表 该 小 区 域 电流 的 密度 和 它 的 磁 势 ; 7。 和 A。 代表 外 电流 和 它 的 磁 
势 . 对 于 磁 偶 极 子 , 上 式 可 化 为 (下面 将 证 明 ) 


Di = m. Be(z). (3.3.28) 


同 2.6 节 中 的 式 (2.6.25) 所 给 出 的 电 偶 极 子 在 外 场 中 的 能 量 相 比 , 相差 了 一 个 符号 ! 
在 对 式 (3.3.28) 进行 讨论 以 前 , 我 们 先 来 证 明 它 . 首先 , 仿照 静电 时 的 处 理 , 可 

将 式 (3.3.27) 表示 成 
Ui = ;| 了 . Aodr. (3.3.29) 


对 于 最 简单 的 小 电流 圈 情 况 , 式 (3.3.29) 化 为 


Via d= Bdo = TBs).S+..., (3.3.30) 
其 中 5 代表 小 电流 图 的 面积 . 将 上 式 应 用 到 磁 偶 极 子 的 情况 时 , 后 面 未 写 出 的 项 等 
于 零 , 再 按 式 (3.3.9), 即 得 出 式 (3.3.28). 
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对 于 一 般 的 小 区 域 电流 分 布 , 可 以 将 它 分 解 成 许多 小 电流 管 来 处 理 . 对 于 每 个 
小 电流 管 应 用 式 (3.3.30) 然后 加 起 来 , 结果 仍 可 得 到 式 (3.3.28). 另外 , 也 可 用 矢量 
分 析 方 法 直接 来 证 明 , 这 里 就 不 详 述 了 . 

式 (3.3.28) 引起 了 两 个 问题 . 第 一 个 问题 是 , 从 物理 上 如 何 理解 它 与 电 偶 极 子 
的 加 公式 相差 一 个 符号 . 

出 现 符号 相反 的 原因 在 于 , 磁 侦 极 子 的 ( 磁 ) 场 和 电 偶 极 子 的 ( 电 ) 场 的 分 布 是 
有 区 别 的 . 在 前 面 我 们 只 证 明了 两 者 在 偶 极 子 以 外 区 域 的 相同 . 至 于 在 内 部 , 两 者 
的 值 是 完全 不 同 的 . 在 图 3.3.1 中 , 我 们 画 出 了 一 个 小 电流 圈 的 磁场 和 一 个 小 电容 
器 的 电场 的 分 布 , 磁 偶 极 子 和 电 偶 极 子 分 别 就 是 它们 的 极限 情况 . 我 们 看 到 两 者 场 
的 差异 是 很 显然 的 , 表现 在 电容 器 的 内 部 区 域 和 相应 的 电流 圈 “ 中 间 区 域 ” 上 面 . 
而 相互 作用 能 U; 用 偶 极 子 场 强 和 外 场 场 强 表示 时 分 别 为 中 


9 Ol 


图 3.3.1 小 电容 器 的 电场 分 布 与 小 电流 图 的 磁场 分 布 的 比较 


1 . 
Ui = 去 | .EdTr， (对 于 静电 )， (3.3.31) 


和 
U; = | B.Bedr， (对 于 静 磁 )， (3.3.32) 


式 (3.3.31) 中 的 五 和 式 (3.3.32) 中 的 B 分 别 为 电 、 磁 偶 极 子 的 场 . 正 是 由 于 妃 和 
B 的 值 在 偶 极 子 内 部 不 相似 , 使 得 两 个 Ui 值 符号 相反 . 

式 (3.3.28) 引起 的 第 二 个 问题 是 , 它 似乎 与 式 (3.3.26) 相 矛 盾 : 当 磁 偶 极 子 转 
动 或 移动 时 , 既然 其 内 部 运动 状态 的 变化 很 小 , 使 得 相应 的 m 的 变化 应 可 略 去 而 
看 作 只 是 整体 的 方位 有 一 改变 . 那么 AT 似 应 就 等 于 AUi. 可 是 从 式 (3.3.28) 和 
(3.3.26) 得 出 的 AT 与 AUi 相差 一 个 符号 . 这 意味 着 , 当 磁 偶 极 子 转动 时 , 它 对 外 
作 了 功 (W > 0), 而 于 反而 增加 了 (AUi = W)! 

解决 这 个 问题 的 关键 在 于 , 虽然 磁 偶 极 子 内 部 运动 状态 变化 很 微小 , 但 并 不 是 
在 任何 计算 中 这 种 变化 都 可 略 去 . 在 计算 力 或 力矩 所 作 的 机 械 功 W 时 , 略 去 这 种 
变化 是 可 以 的 , 因为 “考虑 ”或 “不 考虑 ”这 种 变化 所 相应 的 m 的 改变 , 计算 出 的 


1 1 1 1 ， 
@@ 在 2.1 和 3.1 节 中 , 我 们 曾 将 志 | ar 和 二 | mar 化 成 = | pear 和 过 |; . Adr. 仿照 屠 
里 的 做 法 , 但 将 步骤 反 过 来 ,就 可 推出 式 (3.3.31) 和 (3.3.32). 
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W 只 相差 一 个 微量 . 但 是 , 如 果 用 公式 UU = Ui 十 十 (其 中 , 胡 和 区 分 别 代表 
磁 偶 极 子 和 外 电流 的 能 量 ) 去 计算 AT 而 把 AI 和 AUs 略 去 就 不 对 了 , 因为 AI 
虽 比 矿 小 得 多 , 但 它 同 AU; 相 比 却 并 不 小 . 另外 , 由 于 磁 偶 极 子 的 转动 , 它 的 磁场 
发 生 了 变化 , 这 种 变化 所 “感应 ”的 电场 还 将 引起 外 电流 发 生 改 变 , 从 而 B。 以 及 
U2 也 发 生变 化 . 尽管 这 种 变化 很 微小 使 得 计算 W 时 可 把 B。 看 作 常 数 , 但 AU 与 
ADi 相 比 同样 是 不 小 的 . 因此 , 当 我 们 考虑 总 能 量 Ui + U2 + Ui 的 改变 时 , 不 能 略 去 
前 两 项 的 贡献 . 以 上 得 出 了 W = AU 只 是 表明 AZ + AU 恰好 等 于 -2AUi, 并 
不 就 是 同 能 量 守 恒定 律 发 生 了 矛盾 (以 上 的 思考 与 分 析 , 特别 值得 初学 者 注意 ,以 
免 处 理 问 题 时 出 错 ). 

还 可 以 进一步 问 , 在 考虑 电 偶 极 子 问题 时 , 为 什么 可 以 不 考虑 电 偶 极 子 本 身 的 
能 量 和 外 电荷 体系 的 能 量 的 改变 呢 ? 这 个 问题 的 回答 是 , 我 们 可 以 把 外 电荷 的 分 布 
固定 下 来 , 电 偶 极 子 的 电荷 也 可 以 固定 分 布 在 一 个 小 绝缘 刚体 上 , 使 得 小 刚体 转动 
和 移动 时 , 其 上 的 电 蓓 分 布 相对 于 小 刚体 并 不 改变 . 这 样 AI 和 AU 都 严格 地 等 
于 零 , 因而 AT 就 等 于 AU;. 在 这 里 , 重要 的 一 点 是 , 为 使 电荷 固定 , 并 不 需要 额外 
再 消耗 能 量 . 对 于 磁 侦 极 子 和 外 电流 , 情况 就 不 同 了 . 如 果 我 们 要 保持 “外 电流 分 
布 和 磁 偶 极 子 的 内 部 运动 状态 ”在 磁 偶 极 子 转动 中 严格 不 变 , 那 就 必须 要 有 附加 的 
外 电动 势 来 抵消 转动 中 “感应 ”电场 所 引起 的 效应 . 而 这 些 外 电动 势 对 了 和 j。 就 
要 作 功 , 此 功 正好 等 于 2W (参见 3.6 节 ). 这 时 虽然 和 Us 不 改变 了 , 因而 AT 
就 等 于 AZ, 但 产生 外 电动 势 的 外 源 的 能 量 到 将 减少 2W. 这 时 我 们 须 把 外 源 也 
包括 进来 一 起 考虑 , 所 得 出 的 总 能 量 的 改变 A(UVi + Uo 十 十 Us) 仍 等 于 一 AUi( 从 
而 等 于 一 W). 

通过 本 节 的 讨论 , 可 以 看 到 , 在 作 近似 处 理 时 , 必须 小 心 , 否则 就 可 能 得 出 完全 
错误 的 结论 . 我 们 不 能 抽象 地 说 某 个 变量 很 微小 可 以 将 它 的 改变 略 去 , 而 要 具体 地 
考察 , 当 进 行 这 样 的 近似 处 理 时 , 在 所 求 的 最 后 结果 中 “所 舍弃 ”的 部 分 是 否 比 “所 
保留 ”的 部 分 小 得 多 . 只 有 在 所 求 的 物理 量 的 最 后 结果 中 , 舍弃 的 部 分 比 保留 的 部 
分 确实 小 得 多 时 , 所 作 的 近似 处 理 才 是 正确 的 . 往往 , 一 个 微小 的 变化 能 否 略 去 , 不 
仅 在 研究 不 同 的 物理 问题 时 不 能 一 概 而 论 , 就 是 对 于 同一 个 物理 问题 , 当 从 不 同 的 
途径 来 计算 时 , 结论 也 不 相同 . 本 节 的 讨论 就 说 明了 这 一 点 : 同样 是 研究 U 的 改变 ， 
如 果 通 过 计算 力 和 力矩 所 作 的 功 来 求 AD, B。 以 及 磁 偶 极 子 内 部 运动 状态 的 微小 
改变 都 可 略 去 , 而 在 用 UV = 号 十 Uo 十 芒 去 计算 AU 时 , 略 去 Ui 和 Us 的 微小 变 
化 就 会 得 出 结论 AU = AD, 那 就 得 出 了 完全 错误 的 结果 . 


3.4 线圈 系 的 自 感 系数 和 互感 系数 
在 本 节 中 , 我 们 将 讨论 线圈 系 的 自 感 系数 和 互感 系数 , 它们 不 仅 是 电工 学 中 经 


3.4 线圈 系 的 自 感 系数 和 互感 系数 . 101 . 


常用 到 的 物理 量 . 在 一 些 物理 问题 中 也 会 涉及 . 例如 在 受 控 热 核反应 装置 中 , 等 离 
子 体 电流 常 形成 一 个 闭合 的 环 , 好 像 一 个 粗 线圈 , 它 的 自 感 系数 以 及 “ 它 和 其 他 可 
能 存在 的 线圈 (如 变压器 上 的 线 图 )” 间 的 互感 系数 , 就 是 研究 中 会 涉及 的 问题 . 


3.4.1 ” 自 感 系数 和 互感 系数 ”能 量 表达 式 


我 们 先 忽 略 导线 截面 的 有 限 大 小 , 即 把 导线 当 作 数学 上 的 线 来 看 待 . 这 种 近似 
在 导线 很 细 而 且 是 计算 互感 系数 时 常常 是 可 以 的 , 但 在 计算 自 感 系数 时 却 是 不 允许 
的 . 不 过 , 我 们 暂时 不 管 这 个 问题 , 把 它 留 到 后 面 去 讨论 . 

假设 共有 mm 个 线圈 , 其 上 的 电流 分 别 为 I(k = 1,… ,m). 根据 安培 - 毕 奥 - 萨 
伐 尔 定律 , 空间 任 一 点 z 的 磁场 B, 将 与 各 线圈 上 的 电流 I 呈 线 性 关系 , 其 中 的 
“系数 " (应 该 说 是 “ 系 矢量 ”) 与 x 有 关 , 即 


B(z) = 和 wm (3.4.1) 
k=1 


bx(z) 实 即 为 第 有 个 线圈 带 单位 电流 而 其 余 线 圈 上 电流 为 零 时 的 空间 磁场 分 布 , 因 
此 它 完 全 由 第 个 线 图 的 几何 形状 所 决定 (该 磁场 分 布 就 是 式 (3.4.1) 上 面 所 说 的 
系 矢量 ). 

利用 式 (3.4.1) 去 计算 通过 第 ; 个 线圈 的 磁 感 通 量 ji, 就 得 到 yi 与 各 线圈 电 
流 If 亦 呈 线性 关系 , 我 们 将 它 写作 


1 到 
二 一 D> Pak (3.4.2) 
5 k=1 


系数 Li; 即 为 第 i 个 线圈 的 自 感 系数 , Lin(i 关上 ) 即 称 作 第 个 线圈 对 第 i 个 线 图 
的 感应 系数 . 这 些 系数 具有 下 述 物 理 意义 , 即 = 代表 第 k 个 线圈 带 有 单位 电流 


而 其 他 线圈 电流 为 零 时 , 通过 第 i 个 线圈 的 磁 感 通 量 . 在 下 面 , 我 们 将 证 明 感 应 系 
数 间 存在 着 倒 易 关 系 
Lig = Lei, (3.4.3) 


也 就 是 说 , 第 个 线圈 带 单位 电流 (其 他 线圈 上 的 电流 为 零 ) 时 通过 第 i 个 线圈 的 

磁 感 通 量 , 正好 等 于 第 i 个 线 图 带 单位 电流 (其 他 线圈 上 的 电流 为 零 ) 时 通过 第 上 
个 线圈 的 磁 感 通 量 . 因此 Li 可 简称 为 ; 和 两 线圈 间 的 互感 系数 . 

” 根据 3.1 节 中 关于 矢 势 的 公式 , 可 以 给 出 互感 系数 Lis 的 具体 表达 式 . 当 I = 

1, 其 他 线圈 电流 为 零 时 , 空间 任 一 点 的 矢 势 为 


1 dl 
A 二 一 — 
(2) € Lg R 7 
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式 中 的 Lx 为 线圈 上 的 回路 , R 同 过 去 一 样 , 代表 > 与 z( 即 dl 多 之 间 的 距 
离 . 因此 通过 第 ; 个 线圈 (i 关上 ) 的 磁 感 通 量 等 于 


1 dl.dl’ 
-| vx4do = 4.d=z 中 中 TR (3.4.4) 
5; 为 第 i 个 线圈 所 张 的 面积 . 根据 上 面 所 说 的 定义 即 得 
Lig = pb } 一 全 (3.4.5) 


由 式 (3.4.5) 即 可 得 出 前 述 的 倒 易 关系 式 (3.4.3). 

如 果 取 i=, 我 们 似 应 即 得 到 自 感 系数 Li;. 不 过 由 于 R 的 最 小 值 达到 零 , 式 
(3.4.4) 中 的 线 积分 将 发 散 . 这 个 发 散 是 “ 线 电流 近似 ”所 引起 的 , 考虑 了 导线 的 有 
限 截面 后 , 自 感 系数 就 会 是 一 个 有 限 值 , 参见 下 一 小 节 . 

对 于 线圈 系 , 我 们 可 以 把 静 磁 能 量 用 电流 和 磁 感 通 量 表示 出 来 ， 它 也 可 以 表 成 
电流 的 二 次 式 . 按 式 (3.1.10)， 


1 1 心 
= 元 2 pb 4.dL= 元 2 ivi, (3.4.6a) 
即 线圈 系 的 静 磁 能 量 等 于 各 线圈 上 的 电流 无 与 通过 它 的 磁 感 通 量 yw; 乘积 之 和 的 
二 倍 . 如 果 再 将 式 (3.4.2) 代入 , 就 得 到 


1 
U= 33 > Liplilk. (3.4.6b) 


这 样 , 能量 就 表 成 了 电流 的 二 次 式 , 其 中 的 系数 在 除去 汪 2 因子 后 即 为 感应 系数 
3.4.2 有限 截面 

对 于 足够 细 的 导线 轿 , 当 我 们 计算 互感 系数 时 , 的 确 可 以 把 线圈 上 的 电流 当 作 
线 电流 看 待 . 但 若 导线 很 粗 , 或 者 考虑 的 是 受 控 装置 中 等 离子 体 的 环 状 电 流 , 即使 
计算 互感 系数 也 已 不 能 采用 线 电流 近似 . 至 于 自 感 系数 , 即使 导线 很 细 也 不 能 看 成 
是 线 电流 , 因为 计算 时 涉及 导线 近 处 的 磁场 . 当 导 线 作为 数学 上 的 线 以 后 , 在 它 
邻近 处 的 B 将 随 着 r( 这 里 + 代表 场 点 到 导线 的 垂直 距离 ) 趋 于 零 而 以 全 发 散 , 这 
样 积分 出 的 少 就 将 对 数 式 地 发 散 . 另外 , 从 能 量 的 关系 来 看 , 线 电流 的 自 感 系数 要 
发 散 的 道理 也 很 明显 , 因为 一 个 线 电 流 的 静 磁 能 量 正 像 一 个 线 电荷 的 静电 能 量 一 样 
是 等 于 无 穷 大 的 . 


3.4 线圈 系 的 自 感 系数 和 互感 系数 . 103 . 


在 考虑 了 导线 截面 的 有 限 大 小 以 后 , 全 部 空间 的 磁场 分 布 都 是 有 界 的 , 因而 消 
的 发 散 自 然 就 消除 了 . 不 过 , 产生 了 一 个 新 的 问题 , 即 通过 一 个 “导线 截面 为 有 限 
值 的 ” 电流 圈 i 的 磁 感 通 量 应 如 何 定义 ? 是 按 导 线 的 内 缘 计算 还 是 按 外 缘 计算 ? 还 
是 用 其 他 什么 方式 ? 

我 们 指出 , 无 论 按 导线 内 缘 、 外 缘 或 者 它 的 中 心 线 来 定义 都 可 能 是 不 合理 的 ， 
因为 电流 在 导线 (特别 是 粗 导线 或 等 离子 体 环 ) 的 横 截 面 上 有 一 个 分 布 , 而 且 该 分 
布 不 一 定 是 均匀 的 . 

那么 在 一 般 情况 下 应 该 怎样 来 定义 通过 一 个 电流 图 的 磁 感 通 量 % 昵 ? 合理 的 
方式 是 : 把 该 电流 圈 按 照 流 线 分 成 为 许多 流 管 , 例如 N 个 . 只 要 N 取得 足够 地 大 ， 
可 使 每 个 流 管 任意 地 细 , 这 样 , 通过 每 个 ( 细 ) 流 管 的 磁 感 通 量 是 有 确定 意义 的 , 对 
于 第 ”个 流 管 , 通过 的 磁 通 量 即 为 

wn = | B.do = | 4.dl， (3.4.7) 
而 通过 该 电流 图 的 % 的 合理 定义 就 是 : wv“ 按 第 n 个 流 管 的 权重 计算 的 ”平均 值 . 
每 个 流 管 的 权重 与 它 的 电流 玉 成 正比 , 这 样 , 电流 十 分 微弱 的 部 分 对 平均 值 的 贡 


献 就 很 小 , 即使 略 去 它 , 对 wy 值 也 无 大 影响 . 上 述 定义 的 明确 表 叙 是 : y 等 于 ys 以 
In 为 权重 的 平均 值 在 流 管 数目 N 一 ce 时 的 极限 , 即 


1 N 
$= ,2 bn (3.4.8) 
将 式 (3.4.7) 代入 上 式 , 不 难看 出 可 将 人 化 为 
= 3 | A.jdr, (3.4.9) 


积分 区 域 V 即 为 该 电流 圈 所 在 的 范围 . 式 (3.4.9) 就 是 通过 一 个 有 限 横 截面 的 电流 
图 的 磁 感 通 量 的 公式 . 
将 此 公式 用 到 第 i 个 电流 图 的 加 , 并 将 其 中 的 4 用 


4(z) = :>| 


- 7 
2ar (3.4.10) 
k=1 Vi 


代入 , 即 得 


上 式 又 可 表示 为 
i= E Dy Pak (3.4.11) 
k=1 
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其 中 oo 
Lik = 去- | dr | ar dO I (3.4.12) 
上 式 并 可 用 来 计算 自 感 系数 Li. 

一 般 情况 下 , 一 个 电流 较 上 的 电流 分 布 j(z) 与 该 电流 圈 的 总 电流 工 成 正比 , 因 
而 Li 实际 上 与 f 和 无 关 , 只 由 电流 圈 的 几何 形状 和 构成 它 的 导体 的 性 质 (不 
均匀 的 情况 ) 决定 . 式 (3.4.12) 就 是 式 (3.4.4) 的 修正 式 . 对 于 互感 系数 , i 了 关 k, 当 
导线 足够 细 时 , 式 (3.4.12) 可 近似 地 化 成 式 (3.4.5), 但 对 于 自 感 系数 , 则 必须 用 式 
(3.4.12) 来 计算 , 理由 已 在 式 (3.4.5) 的 下 面 一 小 段 作 了 说 明 . 

线圈 系 的 能 量 公式 (3.4.6a) 和 (3.4.6b) 仍 保持 不 变 , 因为 按 式 (3.1.10)， 


D- 工 y | 4.jar (3.4.13) 
Vi 
而 由 式 (3.4.11) 第 一 等 式 , 可 得 
> | A.jdr = 2 li 


i=1 ,Vs i=1 ， 
将 它 除 以 2c 并 代入 式 (3.4.13) 结果 就 是 式 (3.4.6a). 再 将 访 用 式 (3.4.11) 代入 , 即 
得 出 式 (3.4.6b). 在 粗 线 情 况 下 , 往往 就 是 利用 公式 (3.4.6b) 从 能 量 来 计算 Lx. 

例 ” 求 一 个 长 电缆 线 单位 长 度 的 自 感 系数 中 . 设 电缆 内 导体 为 半径 等 于 mm 的 
圆柱 , 外 导体 壳 的 半径 为 ra, 壳 的 厚度 可 以 略 去 . 并 假定 内 导体 柱 上 的 电流 分 布 是 
均匀 的 . 

长 电缆 线 的 自 感 系数 同 它 的 长 度 成 正比 , 因为 对 于 数值 一 定 的 电流 , 能 量 同 长 
度 成 正比 . 为 求 单位 长 度 的 自 感 系数 ,只 要 求 出 单位 长 度 上 的 磁 能 就 行 了 . 取 柱 化 
标 (7,0,z), 并 令 z 轴 与 电缆 中 心 线 重 合 . 根据 电流 分 布 的 对 称 性 , 从 安培 - 毕 奥 - 萨 
伐 尔 定律 可 以 知道 : 磁场 只 有 9 方向 分 量 , 其 数值 并 与 6 和 z 无 关 . 这 样 , 利用 安 
培 回路 定理 即 可 求 出 磁场 分 布 为 


了 
B= 2 当 r < ri 时 ， 
C71 


27 、 
B= et, 当 Ti<r<r2 时 ， (3.4.14) 


B=0, 当 7 > ra 时 . 


@ 在 一 些 受 控 装 置 中 , 等 离子 体 电流 虽然 是 圆 环 状 的 , 但 在 初步 估算 时 , 也 常常 采用 长 直 柱 近似 . 这 样 ， 
等 离子 体 电流 和 它 圆 简 形 导体 克 上 的 镜像 电流 , 合 起 来 就 像 这 样 一 个 长 电缆 , 只 是 等 离子 体内 的 电流 分 布 不 
一 定 是 均匀 的 ， 
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于 是 单位 长 度 内 的 磁 能 就 是 


1 fr 47272 1 rf”? 472 
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根据 式 (3.4.6b), U 可 表示 为 


(3.4.15) 


1 
U= mal’, 
其 中 工 为 单位 长 度 的 自 感 系数 . 于 是 由 式 (3.4.15) 得 出 工 的 值 为 
1 7 
L= 了 二 2 六， (3.4.16) 


此 式 具体 地 表明 , 当 ri 趋 于 零 时 ( 即 成 为 线 电 流 情况 )Z 是 对 数 发 散 的 , 
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在 实际 应 用 中 , 大 功率 的 电磁 能 量 传送 、 一 般 都 是 采用 交流 电 , 因而 属于 不 稳 
定 情况 .但 是 如 果 电 流 (以 及 电荷 ) 变化 的 频率 很 低 (如 通常 用 的 60 周 / 秒 ), 而 且 
电路 的 范围 又 不 大 , 则 在 电路 上 以 及 其 附近 的 区 域 , 电磁 场 的 波动 性 很 不 显著 . 这 
时 , 电流 以 及 场 的 分 布 都 与 稳定 的 情况 有 许多 相似 的 地 方 ， 因 而 称 为 似 稳 电 流 和 似 
稳 场 ， 一 般 提供 电力 的 交流 电路 都 属于 这 个 范围 . 在 此 本 章 的 最 后 一 节 , 将 对 这 种 
似 稳 情况 进行 一 些 讨论 

似 稳 电流 和 似 稳 场 在 普通 物理 课程 4 
中 虽然 学 过 , 但 有 些 概念 并 没有 仔细 地 讨 © 外 
论 , 学 习 者 很 可 能 有 误解 的 地 方 例如 图 
3.5.1 中 变压器 供电 的 例子 ， 当 变压器 的 ”图 3.5.1 交流 电源 通过 变压器 向 负载 供电 
输入 端 接 上 交流 电源 以 后 , 输出 端 4B 间 
就 有 一 交 变 电动 势 . 设 某 一 时 刻 电动 势 的 顺 向 是 由 B 点 经 变压器 中 的 次 级 线圈 到 
4 点 . 我 们 间 这 时 次 线圈 内 忆 的 走向 如 何 ? 具体 地 说 , 沿 次 级 线圈 从 B 到 4 的 积 


分 | . dl 是 正 还 是 负 , 还 是 基本 上 等 于 零 ? 
上 述 三 种 答案 都 可 能 被 本 课 学 生 提出 来 , 而 且 都 能 申述 自己 的 理由 回答 | Bp. 
B 


d 为 正 的 理由 是 , 此 线 积分 代表 由 B 到 4 的 电动 势 (经 次 级 线圈 )e, 既然 这 时 电动 
势 的 顺 向 是 从 B 到 4, 即 e > 0, 故此 积分 为 正 . 
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回答 | 到 :dl 为 负 也 能 提出 它 的 再 由: 这 时 4 为 高 压 喘 (正极 )， B 为 低压 中 
(负极 ) 电场 走向 是 从 正极 到 负极 , 因而 上 述 线 积分 为 负 , 即 等 于 -< 

第 三 种 回答 | 瑟 . dl 基本 上 为 等 理由 是 , 既然 次 级 线 图 的 电阻 一 般 很 小 即 
导线 的 a 很 大 , 由 欧姆 定律 忆 = .jt 妃 应 基本 上 等 于 零 , 从 而 电动 势 为 零 


要 正确 判断 哪 一 种 答案 对 , 并 指明 其 他 答案 为 什么 不 对 , 首先 需要 弄 清楚 似 稳 
情况 下 电压 和 电动 势 的 定义 等 概念 问题 . 

除 上 述 问题 外 , 似 稳 的 条 件 是 什么 ? 什么 情况 下 可 以 应 用 似 稳 电 路 方程 , 也 是 
需要 进一步 讨论 的 . 另外 还 有 一 些 不 属于 似 稳 电 路 的 问题 , 例如 扩散 方程 和 集 肤 效 
应 , 也 将 是 本 节 所 要 讨论 的 内 容 . 


3.5.1 ” 似 稳 条 件 


电流 和 电磁 场 满足 怎样 的 条 件 才 算 是 似 稳 电流 和 似 稳 场 呢 ? 我 们 知道 , 稳定 电 
流 形成 闭合 的 环流 , 即 满足 连续 性 方程 . 因而 对 似 稳 电流 的 要 求 是 : 虽然 jt: 可 随 t 
变化 , 但 每 一 瞬时 , 电流 的 性 质 仍 与 稳定 电流 相似 , 即 基本 上 构成 闭合 的 环流 , 或 者 
说 电流 密度 基本 上 满足 连续 性 方程 


¥ .je(z,t) =0. (3.5.1) 


同样 , 对 磁场 的 条 件 是 , 虽然 它们 是 t 的 函数 , 但 在 每 一 瞬时 磁场 与 电流 的 关系 仍 
与 稳定 时 相似 , 即 满足 方程 组 


v.B(z,t) =0, 
(3.5.2) 
Vx H(s,t) = Tjt(o,t) 


这 样 , 每 一 时 刻 的 B 仍 由 安培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 给 出 ， 


1 1j(2,t) xR 
B(z,t) =- | ER (3.5.3) 


其 中 7 代表 总 电流 密度 , 即 
j=jr+cvVxM. 


我 们 看 到 , 这 种 情况 与 热力 学 中 的 准 静 态 过 程 很 相似 . 
以 上 条 件 , 总 起 来 也 可 以 说 成 : 在 似 稳 情况 , 位 移 电流 的 效果 可 以 略 去 . 因为 
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车 将 式 (3.5.1) 和 式 (3.5.2) 中 的 jf 换 成 jf 十 二 它们 就 是 严格 成 立 的 关系 式 . 


当 位 移 电 流 可 以 不 考虑 时 , 我 们 就 近似 地 得 到 式 (3.5.1) 和 式 (3.5.2). 

在 似 稳 情况 下 , 以 上 条 件 也 允许 有 局 部 的 例外 , 例如 在 电容 器 处 , 式 (3.5.1) 和 
式 (3.5.2) 的 第 二 式 就 不 成 立 . 我 们 把 这 种 例外 的 区 域 称 为 电容 区 . 在 似 稳 情况 下 ， 
电容 区 只 是 集中 在 少数 个 有 限 的 范围 内 . 

对 于 电场 , 可 以 有 较 强 和 较 弱 两 种 要 求 . 较 强 的 要 求 是 在 每 一 时 刻 , EB 与 稳定 
情况 的 电场 性 质 相似 , 即 它 的 主要 部 分 是 非 旋 的 : 


Vv x E(x,t) = 0. (3.5.4) 
将 此 式 与 V.E= 4rp 联 立 起 来 , 就 得 出 


E(x,t) = | A Ear (3.5.5) 


对 以 上 要 求 , 也 允许 有 局 部 的 例外 , 例如 在 电感 线圈 中 , 2 去 二 就 不 可 忽略 我 们 称 这 


种 例外 的 区 域 为 电感 区 . 通常 电工 学 中 的 交流 电路 就 是 属于 上 述 情况 . 

较 弱 的 条 件 不 要 求 式 (3.5.4) 和 式 (3.5.5) 在 广泛 的 区 域 成 立 , 而 只 要 求 电容 区 
内 的 电场 基本 上 由 式 (3.5.5) 表示 . 

根据 矢量 分 析 中 的 定理 , 我 们 总 可 将 如 分 成 为 纵 场 部 分 El 和 横 场 部 分 EE 的 
登 加 . Bl 和 Et 满足 的 方程 分 别 为 


y. El = 47p, 
(3.5.6) 
VxE = 0， 
和 
y. Et 一 0， 
(3.5.7) 
Vx Et= 10B 


cot. 
式 (3.5.6) 的 解 就 是 前 面 的 式 (3.5.5) 的 右 方 , 它 也 可 表 成 


El(z, t) 一 一 Vol(z， t), 
p(z,t) = | 二 所 Da 


因此 , 上 面 所 说 的 较 弱 条 件 , 就 是 要 求 在 电容 区 内 如 比 El 小 得 多 ; 而 较 强 的 条 件 
则 是 要 求 , 除了 电感 区 外 , E。 比 起 吾 都 可 以 略 去 . 


(3.5.8) 
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这 两 种 条 件 在 似 稳 程度 上 的 差别 , 反映 在 电流 分 布 上 就 是 : 对 于 较 弱 条 件 , 电 
流 只 在 “基本 上 构成 回路 ”这 一 性 质 上 与 稳定 电流 相似 ， 具体 的 分 布 可 以 与 稳定 时 
有 明显 的 差异 (如 出 现 集 肤 效应 , 参见 下 文 ); 而 对 于 较 强 条 件 ， 电流 不 仅 基本 上 构 
成 回路 , 具体 分 布 也 是 与 稳定 电流 相似 的 . 

以 上 我 们 说 明了 似 稳 条 件 . 为 了 实现 这 些 条 件 , 除了 变化 的 频率 w 不 能 高 以 外 ， 
电路 的 线 度 4 还 不 能 太 大 . 这 是 因为 , 由 p 和 j 的 改变 所 引起 的 场 的 改变 是 以 有 
限 速度 传播 的 (推迟 效应 ), 因而 空间 中 的 场 在 某 一 通 时 t 的 值 , 并 不 完全 由 该 瞬时 
的 p(z,t) 和 j(z',t) 所 决定 . 只 有 在 电路 的 线 度 4 不 大 的 情况 下 , 对 于 电路 上 及 


其 邻近 空间 , 推迟 时 间 7(7 的 量 级 是 分) 足够 地 小 ， 使 得 在 此 时 间 内 p 和 了 的 变化 


可 以 忽略 时 , 上 述 区 域 中 了 上 时刻 的 场 才 近似 地 由 该 时 刻 的 电荷 电流 决定 . 当 电荷 电 
流 以 一 定 频率 w 变化 时 , 所 需 的 条 件 是 


和 < (3.5.9) 


4 的 意义 按 上 面 所 述 , 代表 电路 的 线 度 , 而 了 为 p 和 j 的 变化 周期 , 其 值 等 于 到 
式 (3.5.9) 又 可 表 为 
A 和 (3.5.10) 


其 中 和 = ez = 2 代表 频率 为 w 的 交 变 电荷 电流 所 辐射 的 电磁 波 的 波长 (参见 4.2 


节 ). 对 于 60 Hz 的 频率 , A 约 等 于 5000 公里 , 频率 达到 800 kHz( 无 线 电 中 波 波段 ) 
时 , 入 仍 有 375 米 左右 . 所 以 条 件 式 (3.5.10) 并 不 是 很 苛刻 的 . 

有 了 以 上 的 结果 , 我 们 就 可 以 解决 本 节 最 初 所 提出 的 问题 了 . 图 3.5.1 中 的 变 压 
器 线圈 是 电感 线圈 , 它 的 电阻 和 电容 都 很 小 . 我 们 先 来 求 其 中 的 横 场 EB. Et 满足 的 


方程 式 (3.5.7) 与 磁场 所 满足 的 方程 相似 , 只 要 作 代 换 互 -， 忌 和 4mj 一 -5 ， 


就 可 从 B 的 方程 得 到 式 (3.5.7). 因此 , 我 们 可 以 仿照 求 磁场 的 方法 来 求 EB,. 假设: 
次 线 线圈 为 圆柱 形 , 线圈 内 的 B 基本 上 是 均匀 的 . 这 时 求 出 的 解 就 是 : 吾 : 只 有 0 
方向 分 量 , 其 数值 为 

E. = -Blt), (8.5.11) 


符号 B 表示 B 对 t 的 微 商 。 

电场 E 将 在 线圈 的 导线 上 产生 电流 , 在 4B 两 端 未 接 负载 的 情况 ,此 电流 将 
在 4B 两 端 以 及 导线 的 表面 上 引起 电荷 的 迅速 积累 . 这 些 积累 起 来 的 电荷 所 产生 
的 纵 场 思 , 在 线圈 的 导线 内 将 与 E: 相抵 消 , 使 电流 很 快 地 就 被 抑止 下 来 . 这 是 因 
为 线圈 的 电容 很 小 , 只 要 积累 很 少 的 电荷 就 可 产生 足够 强 的 轧 来 抵消 EE.. 另外 ， 
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从 “ 似 稳 电 流 要 基本 上 连续 ”的 条 件 ( 除 电 容 区 外 ), 也 可 得 出 在 电路 断 开 时 , 导线 
上 的 j; 应 基本 上 等 于 零 . 当 EE, 随 着 时 间 变 化 时 , 积累 的 电荷 分 布 p 和 El 也 相应 
地 变化 , 使 得 每 个 时 刻 , 导线 上 的 电场 召 = Et + 到 | 总 是 近似 地 保持 为 零 (我 们 说 
近似 地 为 零 而 不 是 严格 地 为 零 , 因为 4B 两 端 以 及 导线 表面 上 所 积累 的 为 量 很 少 
的 电荷 分 布 在 不 断 变化 , 使 得 电流 jt 不 能 严格 地 等 于 零 ). 接 上 负载 后 , 在 (负载 中 
的 ) 纵 场 EE 的 作用 下 , 将 有 电流 自 通过 负载 流动 . 使 得 线 图 上 积累 的 电荷 减少 , 从 
而 它 产生 的 纵 场 EE 在 线圈 内 的 导线 上 已 不 能 抵消 横 场 E;, 于 是 线圈 内 将 会 出 现 
电流 , 这 样 就 形成 了 连续 的 流动 . 在 w 不 大 的 情况 下 , 每 个 时 刻 的 电流 分 布 与 稳定 
的 分 布 很 相似 . 我 们 看 到 , 上 述 情况 与 2.2 节 中 所 讨论 的 电池 电路 十 分 相像 , 只 是 
那里 的 外 来 电动 力 K 现在 由 E 所 代替 , 那里 的 EE 现在 由 轧 所 代替 . 由 此 可 见 ， 
推动 电流 的 原动力 是 Et, El 起 的 是 调节 电流 分 布 的 作用 . 因而 次 线圈 上 由 BB 到 有 4 
的 电动 势 应 定义 为 巨 , 沿线 图 的 积分 : 


A 
c= | Edl, (3.5.12) 
B 
而 端 电 压 应 定义 为 4B 间 yo 的 电势 差 , 它 由 丽 确定 , 即 
A 
V=¢9a— vB = -| El:.dl (3.5.13) 
此 积分 与 路 径 无 关 . 
按照 欧姆 定律 , 在 线圈 的 导线 上 
E= E+E.= 23 
在 线圈 电阻 很 小 的 情况 , 即使 有 电流 流通 , 也 将 有 
E=E.+E~0, (3.5.14) 
因而 有 Y = zs. 
从 这 些 讨 论 中 , 我 们 看 出 , 前 述 三 种 答案 中 第 一 种 和 第 二 种 都 是 错误 的 . 第 一 
种 的 错误 在 于 把 电动 势 定义 式 (3.5.13) 中 的 杷 (所 谓 的 “感应 ”电场 ) 当成 了 整个 


的 电场 , 而 第 二 种 错误 在 于 把 电压 定义 中 的 瑟 ( 所 谓 的 “ 电 生 ” 电 场 ) 当成 了 整个 
电场 . 只 有 第 三 种 答案 才 是 正确 的 . 
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在 第 一 章 中 , 我 们 曾经 指出 , 电磁 能 量 是 通过 场 传送 的 , 而 且 是 通过 导线 外 面 
的 场 来 传送 的 . 那么 电路 的 导线 作用 何在 呢 ? 为 何 电路 必须 接 通才 有 能 量 传 入 到 负 
载 中 去 呢 ? 
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对 此 问题 的 回答 是 : 首先 , 当 用 电路 将 电源 和 负载 接 通 后 , 电源 中 才 有 较 大 的 
电流 通过 , 从 而 才能 释放 出 较 大 的 能 量 . 其 次 , 导线 将 引导 着 电磁 场 的 能 流 使 它 传 
向 负载 . 导线 之 所 以 能 起 这 样 的 作用 , 也 是 因为 导线 上 的 电荷 电流 在 导线 附近 形成 
了 比较 集中 的 电磁 场 而 这 种 电磁 场 的 能 流 又 是 沿 着 导线 的 方向 的 缘故 (参见 1.4 节 
中 图 1.4.4). 最 后 , 接 通 的 电路 使 负载 中 有 较 大 的 电流 通过 , 这 样 才 有 可 能 使 能 量 传 


入 到 负载 中 去 . 例如 在 一 根 电阻 线 中 , 当 有 电流 流通 时 ,电场 百 = jt 的 方向 是 沿 


着 电阻 线 的 , 并 且 数 值 较 大 (因为 电阻 线 的 o 小 ), 同时 电阻 线 中 的 电流 产生 的 磁场 
是 环绕 着 电阻 线 的 . 这 就 使 得 在 线 的 表面 上 有 较 大 的 能 流向 电阻 线 内 流动 . 由 此 可 
见 , 电磁 能 量 昌 不 是 由 电流 传送 的 , 但 无 论 电源 能 量 的 释放 、 电 磁 能 流 的 引导 以 及 
能 量 的 传 入 负载 都 是 同 电路 上 的 电流 分 不 开 的 . 实际 上 , 对 于 一 般 电工 学 中 的 电路 ， 
只 要 解 出 电路 上 的 电流 以 及 电路 中 电容 器 上 的 电荷 , 所 有 的 问题 就 都 解决 了 . 似 稳 
电路 方程 就 是 用 来 求解 电路 上 电流 以 及 电路 中 电容 器 上 电荷 的 ， 在 下 文中 我 们 就 
将 以 简单 的 LRC 电路 ( 见 图 3.5.2) 为 例 , 说 明 如 何 根据 似 稳 场 的 特点 、 从 麦克 斯 韦 
方程 组 和 介质 电磁 性 质 方程 推出 似 稳 电 路 方程 来 . 


L 12 我 们 来 考察 沿 电 路 的 环 量 .dl 0 


@ 

一 方面 , 此 环 量 等 于 电路 的 总 电动 势 包括 电 
源 的 电动 势 和 自 感 线圈 上 中 的 感应 电动 势 ， 
而 后 者 根据 似 稳 磁 场 的 特点 可 以 同 电路 电 


图 3.52 简单 的 LRC 电路 流 的 变化 率 字 联系 起 来. 另 一 方面 ,的 


环 量 在 非 电容 区 的 部 分 可 通过 欧姆 定律 与 电路 电流 7 相 联 系 , 在 电容 区 部 分 则 可 
根据 似 稳 电场 的 特点 与 电容 器 上 的 电荷 @ 相 联 系 , 这 样 , 整个 巨 的 环 量 又 可 用 
I 和 Q 表示 出 来 . 将 这 两 方面 的 结果 写成 一 个 等 式 , 就 得 到 我 们 所 要 推导 的 电路 
方程 . 

先 看 第 一 方面 的 关系 . 在 集中 参数 电路 中 , 横 场 部 分 巨 ; 只 存在 于 电源 和 电感 
图 内 , 因此 


L 


其 中 , es 为 电源 电动 势 即 B 沿 电源 段 的 积分 , 第 二 项 为 自 感 线圈 工 的 感应 电动 

势 . 设 自 感 线圈 共有 N 图 , 由 于 EE 本 身 构成 闭合 的 环线 , 故 虽然 线圈 的 每 一 图 并 

不 是 真正 闭合 的 , 仍 可 将 E; 沿 每 一 图 的 积分 近似 地 用 沿 闭合 圈 的 积分 来 代替 ( 注 

意 , 我 们 并 不 是 一 般 而 论 地 说 线圈 的 每 一 图 同 闭合 轩 相 差 很 少 , 因此 对 每 一 图 的 积 

分 就 可 以 换 成 为 沿 闭 合 图 的 积分 , 而 是 根据 吾 ; 的 具体 情况 , 指出 对 E; 的 积分 可 
@ 在 这 里 我 们 假定 导线 很 细 , 在 导线 的 横 截面 内 瑟 的 数值 相同 . 关于 粗 线 情况 的 讨论 , 见 后 文 . 
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以 这 样 近似 . 这 又 是 一 个 作 近 似 处 理 时 需要 小 心 处 理 的 例子 , 因为 若 考虑 的 是 蕊 
的 积分 , 那么 作 这 样 的 近似 就 会 得 出 完全 错误 的 结果 ). 作 此 近似 后 , 我 们 就 得 到 


1 
| md- Bd= -NG|B.ao. 
L Ss C dt 


其 中 的 9 代表 单 圈 回路. 根据 似 稳 磁 场 的 特点 ， |a .do 与 电路 电流 工 成 正比 , 于 


是 式 (3.5.15) 可 以 表 成 
1,dI 


$s -一 人 一 瑟 5 于 ， (3.5.16) 


工 即 为 线圈 的 自 感 系数 . 
再 看 第 二 方面 的 关系 . 在 非 电容 区 , 我 们 将 巨 用 =j: 代入 . 当 导线 为 细 线 并 


且 在 横 截 面 上 o 是 均匀 的 时 候 , 电流 在 横 截 面 上 也 是 均匀 分 布 的 , 因此 , 对 于 非 电 
容 区 ， 
[za= | 于 -=| 各 =& (3.5.17) 


oS 
其 中 的 8 代表 导线 的 横 截 面积 , 而 


dl 
R= | 5 (3.5.18) 


就 是 电路 的 电阻 . 至 于 从 电容 器 的 电极 1 到 电极 2 的 积分 , 利用 似 稳 电 场 的 特点 ， 
有 
2 2 
| -a=| El:dl 


二 1 一 2 = 区 
其 中 的 积分 限 (1, 2) 即 代表 电极 1、2, 它们 如 图 3.5.2 所 示 , 9 为 电极 1 上 的 电荷 ; 
C 为 电容 器 的 电容 . 于 是 EB 沿 电路 的 环 量 又 可 表 为 


= Q 
te dl= RI+: (3.5.19) 


将 式 (3.5.17) 与 式 (3.5.19) 等 同 起 来 , 就 得 到 此 电路 的 似 稳 电路 方程 


es = 二 L 字 + RI+ 9, (3.5.20) 
其 中 的 es, 如 式 (3.5.16) 下 所 述 , 为 电源 的 电动 势 . 将 上 式 与 电荷 守恒 关系 式 
dQ _ 


下 一 了 (3.5.21) 
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联 立 起 来 , 再 加 上 初始 条 件 就 可 解 出 上 和 9. 

在 导线 较 粗 或 者 横 截面 内 o 不 均匀 的 情况 (例如 受 控 装 置 中 等 离子 体 柱 ), 电 
流 和 电场 在 横 截面 上 的 分 布 并 不 是 均匀 的 . 这 时 应 当 像 讨论 感应 系数 时 所 作 的 那 
样 , 把 粗 导 线 或 等 离子 体 柱 分 成 为 许多 细 的 流 管 (N 个 ) 来 处 理 . 只 要 分 得 足够 地 
细 , 即 N 足够 地 大 , 在 每 个 流 管 的 横 截面 上 , j: 和 巨 就 可 以 看 作 是 均匀 的 . 于 是 ， 
对 第 n 个 流 管 有 


1 dw” dl Q 
(nm) AI 之 .5.22 
和 cat “ | 0 + G ) 


其 中 的 ew 代表 该 流 管 上 总 的 电动 势 , C。 为 流 管 回路 . 整个 电流 图 的 电动 势 e 可 
以 仿照 3.4 节 中 定义 粗 电 流 图 磁 感 通 量 的 方法 , 定义 为 N 一 oo 时 el 以 AIm 为 
权重 的 平均 值 的 极限 , 即 


N 
c= 3 Bm SAIWel™, (3.5.23) 


n=1 


将 < 中 用 -14 一 代入 , 并 利用 3.4 节 关于 粗 电流 图 y 的 定义, 在 A 与 时 间 


无 关 的 条 件 下 (在 变化 率 较 低 的 情况 下 , 总 电流 改变 时 , 往往 导线 中 电流 的 相对 分 
布 也 不 改变 ), 就 得 出 
E 二 -CC (3.5.24) 


其 中 的 % 为 相应 的 %m 的 平均 .< 并 可 用 电源 的 电动 势 以 及 电流 图 的 自 感 系数 表 
示 出 来 . 方程 式 (3.5.22) 右 方 在 平均 后 化 为 RI + 人 其 中 


dl 
= 二 om)2| -9 
= 二 jim > -Ar >|. Sy 
利用 AT = S(m;(" ,上 式 并 可 化 成 


1 [72 
R= 二 | 并 gr. (3.5.25) 


在 变化 率 较 慢 而 且 导 体 的 状态 ( 指 其 密度 与 成 分 的 分 布 ) 一 定时 , R 为 一 个 与 1 无 
关 的 常数 并 等 于 电流 圈 的 直流 电阻 . 单位 时 间 内 电流 圈 所 产生 的 焦耳 热 为 


"2 
[ar = RI?, (3.5.26) 


仍 与 细 线 时 一 样 . 
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同样 , 电流 管 上 电动 势 所 作 的 总 功率 W 亦 可 用 I 和 平均 电动 势 = 表 出 . 因为 
N 
W= lm 2 et AT®™), (3.5.27) 


利用 定义 式 (3.5.23) 即 得 
W = él, (3.5.28) 


此 结果 也 与 普通 的 公式 相似 . 
3.5.3 ”扩散 方程 与 集 肤 效应 中 


当 导线 很 粗 或 者 频率 较 高 时 , 电流 以 及 电场 在 导线 横 截面 上 的 分 布 将 表现 出 一 
种 集 肤 效应 , 即 集中 在 导线 表面 附近 . 这 种 效应 并 随 着 频率 的 增高 而 增强 . 为 了 求 
出 这 种 情况 下 导线 中 的 场 和 电流 的 分 布 , 我 们 需要 将 场 的 方程 与 介质 性 质 方程 联 立 
起 来 求解 . 

根据 前 面 的 讨论 , 除了 电容 区 以 外 , 似 稳 场 满足 的 方程 是 多 


V:.D = 4npr, 


10B 
Vx*P=- -ea 


VvV.B=0, 


(3.5.29) 


VxH= i. 


介质 方程 为 
了 一 0 五， 
D=eE, (3.5.30) 
H= -8B. 
另外 , 在 第 二 章 中 曾经 得 出 , 对 于 稳定 流动 情况 , 在 均匀 介质 内 部 
pt = 0， 
对 于 不 稳定 情况 , 上述 结 论 常常 仍 成 立 (参见 4.4 节 中 的 讨论 ), 这 时 将 式 (3.5.29) 
和 (3.5.30) 联 立 起 来 , 就 可 得 到 : 在 均匀 介质 内 部 , 似 稳 磁场 满足 下 列 方程 ， 


2 四 
-一 = V2B, (3.5.31) 


Q@ 通常 将 它 称 作 趋 肤 效 应 , 意思 是 说 , 高 频 时 导线 中 心 的 电流 将 趋 于 导体 表面 . 但 从 物理 实质 来 看 , 是 
依附 导体 传送 的 高 频 电磁 场 未 能 深入 到 导体 内 部 ,只 存在 于 其 表面 附近 . 因此 用 集 肤 效应 更 贴 合 物理 实际 . 
@ 对 于 电场 , 只 作 较 弱 的 条 件 要 求 . 关于 较 弱 条 件 的 内 容 可 参见 式 (3.5.5) 下 面 的 一 段 . 
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vy.B=0. 
式 (3.5.31) 的 第 一 式 是 一 个 扩散 方程 中 , 而 系数 


c2 


(3.5.32) 


7 


二 4nxon 
称 为 扩散 率 . 电场 巨 与 B 之 间 的 关系 为 
co 
E= TV*B, (3.5.33) 
五 满足 同样 的 扩散 方程 
OB _ © yp (3.5.34) 
Ot 4nxop ， 
和 
vV.E=0. (3.5.35) 


从 式 (3.5.31) 和 (3.5.34) 我 们 看 到 , 导体 的 c 和 1/ 愈 大 , 扩散 就 愈 慢 . 对 于 理 
想 导体 , 扩散 率 等 于 零 . 

方程 式 (3.5.31) 在 等 离子 体 物理 中 是 常用 到 的 , 因为 磁场 的 扩散 是 等 离子 体 物 
理 中 一 个 重要 的 效应 . 

下 面 来 考虑 具有 一 定 频 率 w( 更 确切 地 说 , 是 圆 频 率 ) 的 似 稳 场 ， 在 物理 学 中 ， 
常 把 以 确定 频率 变化 的 场 用 下 述 复数 形式 表示 , 并 理解 为 实际 上 只 取 它 的 实数 部 分 
(这 里 只 就 经 典 物 理学 而 言 , 在 量子 物理 学 中 另 当 别论 ). 由 于 方程 是 线性 的 , 实 部 和 
虚 部 在 变化 过 程 中 并 不 发 生 关联 . 因而 只 需 在 求 出 的 结果 中 , 取出 其 实 部 就 将 得 出 
所 需要 的 解 . 


用 复数 表示 的 定 频 电磁 场 为 
E= E(r)e-iot, 
(3.5.36) 
B= B(z)e it. 
于 是 方程 (3.5.34) 和 (3.5.31) 化 为 交 姆 霍 兹 型 的 方程 的 形式 ，: 
(V2 + k2)E(z)=0 (3.5.37) 
和 
(V2 + k2)B(z) = 0. (3.5.38) 
但 其 中 


12 一 Pd ed 


(3.5.39) 


c2 


@ 扩散 方程 也 称 为 热传导 方程 . 
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为 一 纯 虚 数 , 这 是 该 方程 与 波动 方程 不 同 的 地 方 . 顺带 提请 注意 的 是 , 方程 式 (3.5.37) 
和 (3.5.38) 以 及 原来 的 式 (3.5.31) 第 一 式 和 (3.5.34) 都 只 适用 于 均匀 导体 . 

下 面 我 们 就 根据 式 (3.5.37) 和 (3.5.35) 来 讨论 一 个 无 穷 长 的 均匀 圆柱 导体 中 具 
有 确定 频率 的 电流 和 电场 . 

设 电流 7 沿 着 圆柱 轴 的 方向 (z 方向 ), 其 分 布 具有 轴 对 称 性 . 由 于 巨 与 jt 成 
正比 , 故 五 在 用 柱 坐 标 (7,0,z) 表示 时 , 结果 为 


E=E,(r)e in, (3.5.40) 


其 中 的 n 为 z 方向 单位 矢量 . 将 式 (3.5.37) 在 柱 坐 标 中 写 出 来 (参见 附录 A) 可 得 
EE.(7) 满足 零 阶 的 贝 塞 尔 方 程 


d2E,(7) 1 dE,(7) 2 
+ +hE(r) =0. (5.3.41) 


我 们 要 求 肋 在 7 = 0 处 为 有 限 的 , 这 就 解 出 


E,(7) 一 EoJo(kr), (3.5.42) 


其 中 


1 
k=3(1+i), 65= (3.5.43) 


TO 
Jo(kr) 为 零 阶 贝 塞 尔 函 数 . 由 于 式 (3.5.40) 形式 的 吾 已 能 使 横 场 条 件 式 (3.5.35) 
满足 , 故 式 (3.5.42) 的 确 是 正确 的 解 . 相应 的 电流 分 布 为 


je = oEoJo(kr)ne it. (3.5.44) 


常数 Eo 可 用 总 电流 表示 出 来 , 设 


I = loe-iwt, (3.5.45) 
定 出 的 结果 是 
加 klo 
0 一 rroi (Rro)’ (3.5.46) 
其 中 的 ro 为 导体 柱 的 半径 ; Ji 为 一 阶 贝 塞 尔 函 数 . 
在 频率 足够 低 使 得 不 等 式 
0 六 0 (3.5.47) 
成 立时 , 利用 贝 塞 尔 函 数 的 小 宗 量 近似 表示 , 可 得 
» lo —iwt 
j= 二 ne-it. (3.5.48) 


T70 
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即 电流 是 均匀 分 布 的 , 这 就 相应 于 细 线 的 情况 , 式 (3.5.47) 就 是 细 线 的 条 件 式 . 在 
另 一 极端 即 粗 线 的 情形 , 即 
6<<ro (3.5.49) 


时 , 我 们 将 看 到 电流 将 集中 在 表面 附近 一 注 层 内 . 因为 利用 复 宗 量 贝 塞 尔 函 数 的 大 
宗 量 渐 近 式 , 可 将 此 层 中 的 电流 表示 为 


了 一 _iklo -ne-iot- TT), 
2rro V 7 


(r > 6). (3.5.50) 


在 这 里 , 对 “数值 随 7 变化” 起 决定 作用 的 是 指数 因子 . 因此 , 随 着 ro 一 增 大 , 即 从 
表面 向 柱 内 深入 时 , 电流 分 布 基本 上 以 指数 下 降 . 在 深度 为 5 的 地 方 , 电流 的 振幅 


就 降 为 其 表面 值 2. 这 就 是 通常 所 说 的 集 肤 效应 中 , 5 就 是 集 肤 厚 度 . 从 式 (3.5.43) 


可 以 看 出 , 集 肤 厚度 与 w 的 平方 根 成 反比 , 从 而 频率 愈 高 , 集 肤 效应 愈 显 著 : 5 同 导 
体 的 e 的 平方 根 亦 成 反比 . 对 于 理想 导体 , 将 有 6 一 0, 这 时 电流 将 变 成 导体 圆柱 
表面 上 的 面 电流 . 

最 后 , 我 们 给 出 铜 导线 集 肤 厚度 的 一 些 具体 数值 . 当 频 率 为 40 Hz 时 , 集 肤 厚 
度 5 为 1 cm, 当 频 率 为 1 kHz 时 , 5 减 小 到 0.2 cm, 而 当 频 率 为 100 kHz 时 (无 线 
电 长 波 波段 , 相应 波长 为 3 km), 6 就 只 有 0.02 cm 了 . 由 于 集 肤 效应 , 高 频 导线 可 
以 做 成 空心 的 (以 减少 用 材 ), 因为 其 中 心 部 分 本 来 就 不 起 载 流 作用 . 
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在 发 电机 和 电动 机 中 , 都 装 有 在 磁场 中 运动 的 导线 圈 , 并 通过 它 实行 机 械 能 和 
电磁 能 之 间 的 转换 . 在 运动 的 等 离子 体 中 , 磁场 的 质 动作 用 也 是 影响 过 程 的 一 个 重 
要 物理 因素 . 如 短 缩 型 的 受 控 热 核反应 装置 , 就 是 利用 等 离子 体 中 放电 电流 的 磁场 
对 等 离子 体 的 质 动力 , 来 压缩 等 离子 体 自身 ， 以 获得 热 核反应 所 需 的 极 高 温度 的 . 
在 本 节 中 , 我 们 将 讨论 磁场 对 运动 导体 作用 的 这 两 个 方面 , 即 质 动 力 和 电动 力 . 


3.6.1 ” 质 动 力 及 其 所 作 的 功 


设 有 一 个 载 有 传导 电流 It 的 导线 图 在 外 磁场 B'* (x,t) 中 运动 , 我 们 要 求 外 磁 
场 对 它 的 质 动力 以 及 该 质 动力 所 作 的 机 械 功 . 


@ 从 式 (3.5.50) 还 可 看 出 , 不 同 ” 处 jt 的 相位 亦 不 同 , 因而 在 某 一 瞬时 总 电流 7 等 于 零 时 , js 并 不 
处 处 为 等 . 这 就 使 得 高 频 电阻 要 用 一 个 周期 内 的 平均 焦耳 热 来 定义 ,其 值 为 w 的 函数 . 
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让 我 们 先 把 范围 扩大 一 些 , 考察 一 个 带 有 电流 并 处 在 磁场 中 的 导体 (不 限于 线 
状 ). 当 导体 静止 时 , 磁场 对 导体 体积 元 dr 的 作用 力 是 中 


fdr = 2 x Bdr. (3.6.1) 


当 导 体 运动 时 , 上 式 是 否 还 成 立 呢 ? 为 了 研究 这 个 问题 , 我 们 设 导 体 是 由 离子 和 电 
子 组 成 , 其 中 离子 的 密度 为 n+, 每 个 离子 的 电荷 为 Ze, 2 为 某 个 整数 (不 一 定 就 是 
原子 序数 ) 电子 的 密度 为 n_, 电荷 为 -e, 导体 的 宏观 速度 ( 即 其 中 离子 和 电子 的 质 
心 速度 ) 为 w 电子 和 离子 相对 导体 的 速度 分 别 为 v_ 和 uw+: 这 些 密度 和 速度 都 是 
(z, 改 的 函数 . 根据 洛 伦 兹 力 公式 , 磁场 对 体积 元 dr 中 的 电子 和 离子 的 总 作用 力 为 


Znre 


dr = 


2 (十 +) x Bdr 


一 Tr(u +v_) x Bdr 
= i(Znrevt —n-_ev_) x Bdr 
= L(gnre —n_e)u x Bd7, 


不 难看 出 , Zn+ev+ 一 n_ev- 代表 导体 中 的 传导 电流 密度 js, 因为 导体 中 的 传导 电 
流 是 指 其 中 的 带电 粒子 相对 该 导体 的 流动 . 而 最 后 一 项 中 的 Znr+e 一 n_e 显然 就 是 
导体 中 的 自由 电荷 密度 pf, 于 是 上 式 可 表示 成 


1 
7dr = 2 x 吾 dr 十 aPru x Bdr, (3.6.2) 


其 中 的 pew 称 为 载运 电流 , 它 是 导体 荷载 着 电荷 一 起 运动 而 形成 的 . 如 果 导 体 中 还 
有 极 化 电荷 , 那么 载运 电流 就 是 pu p 等 于 pr + pp, 即 为 总 的 电荷 密度 . 

如 前 所 述 , 在 均匀 导体 中 , 一 般 都 是 中 性 的 . 就 是 在 非 均匀 的 导体 中 , Zne 和 
-nm_e 也 基本 上 相 消 , 即 Zn;e - mn_e 的 绝对 值 比 起 n_e 或 Zn+e 小 得 多 , 因而 载 
运 电流 比 起 传导 电流 jt 来 , 常 可 以 略 去 , 这 样式 (3.6.2) 就 化 为 式 (3.6.1). 以 上 讨 
论 表明 , 当 导 体 运 动 时 , 式 (3.6.1) 并 不 严格 成 立 , 但 它 一 般 仍 是 好 的 近似 . 

通常 把 jdr 称 为 磁场 对 导体 元 的 质 动力 , 因为 它 代表 磁场 对 导体 元 中 带电 粒 
子 的 总 作用 力 , 它 和 导体 元 所 受 的 其 他 力 一 起 , 决定 导体 元 的 机 械 动量 变化 率 . 

回 到 导线 圈 的 情况 . 根据 式 (3.6.1), 外 磁场 B(% 对 导线 元 dl 的 质 动力 为 


dF = La x B®), (3.6.3) 


全 等 离子 体 和 一 般 金属 导体 ( 除 铁 磁 体外 ) 磁化 都 很 小 , 可 设 jz = 1. 因而 磁场 对 这 两 类 导体 元 的 作用 
力 就 是 对 其 中 传导 电流 的 作用 力 . 
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当 导线 元 dl 移动 dé 时 , 质 动力 元 dF 所 作 的 功 就 是 
dF'.dé = A x B'S .dé, 
对 整个 线圈 积分 起 来 , 就 得 出 外 磁场 质 动力 所 作 的 机 械 功 为 
8W'(®) = hal x B® .dé = “bp® .dé x dl. 

在 上 式 后 一 等 式 的 导出 中 , 利用 了 矢量 分 析 中 的 公式 . 不 难看 出 , dé x dl 代表 线 元 
dl 在 移动 过 程 中 所 扫 过 的 面积 元 do. 于 是 上 式 化 成 

8W'(®) = <| B® .do, (3.6.4) 

C Js8S 

其 中 的 积分 范围 85 代表 整个 线圈 在 小 移动 中 所 扫 过 的 面积 . 如 果 我 们 用 £ 和 和 人 
分 别 表示 线圈 移动 前 后 的 位 形 曲 线 , S 表示 以 C 为 边缘 的 任 一 曲面 , 则 通过 C 的 


外 磁 感 通 量 等 于 
wo = | B®) .do. (3.6.5) 
Ss 


同样 , 通过 L' 的 外 磁 感 通 量 可 用 曲面 9 + 65 来 计算 , 即 为 


Wi 人 一 | B® .do. (3.6.6) 
S+8S 


我 们 要 计算 的 是 外 磁场 不 变 时 wy 和 Ye) 的 相差 值 , 并 把 它 写成 (5%(%)j， 
脚 标 I 代表 产生 外 磁场 的 电流 (外 电流 ), I 不 变 也 就 是 外 磁场 分 布 不 变 . 于 是 有 


(5y%()r = | Bl®) .do, (3.6.7) 

S55 

(8w(e))z, 就 是 式 (3.6.4) 中 的 积分 , 因此 得 出 
8W'(°) = A (eyo). (3.6.8) 


假定 在 运动 过 程 中 , 线圈 并 不 变形 , 只 是 方位 有 一 变化 . 这 时 上 式 中 的 (5%(9)1。 
可 以 换 成 (5%)r, 后 者 表示 所 有 电流 (线圈 本 身 的 电流 I 以 及 外 电流 天 ) 都 不 变 时 ， 
通过 线圈 总 磁 感 通 量 的 改变 . 因为 在 ff 不 变 而 且 线 圈 不 变形 的 情况 下 , I 所 产生 
的 磁场 通过 该 线圈 的 通 量 显然 是 一 个 不 变量 . 另外 在 线 图 不 变形 时 , 5W(® 也 就 等 
于 总 磁场 质 动 力 所 作 的 功 5W, 于 是 有 


5W = Jr (3.6.9) 
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我 们 也 可 以 将 上 式 中 的 8W 用 相互 作用 能 0 的 变化 表示 出 来 . 设 外 磁场 由 另 
一 个 线圈 ( 记 作 线 圈 2) 上 的 电流 所 产生 , 我 们 把 原来 的 线圈 记 作 线圈 1, 因而 6w 
就 是 5w1, 将 1 
p= = CH 十 Z1272) 


代入 式 (3.6.9)( 就 是 天 ,三 就 是 I), 就 得 
8W = 3(8L1)D = (GD + 8L2a Lh 
= (8Ui)7, (3.6.10) 
其 中 的 UV 等 于 (根据 定义 ) 
Ui = za(L12 + La) Lk. 
式 (3.6.10) 显然 也 可 以 写作 
8W = (SU)r， (3.6.11) 


其 中 
1 
U= ca (Lu + LizlTil2 + Lolls+ L2212), 


为 两 个 线圈 总 的 电磁 能 量 . 

讨论 到 这 里 , 读者 可 能 提出 问题 : 

既然 磁场 对 于 任何 运动 电荷 的 作用 力 总 是 垂直 于 该 电荷 的 速度 , 那么 它 所 作 的 
功 应 该 永远 等 于 零 . 而 在 上 面 , 我 们 又 计算 出 磁场 对 导线 圈 的 质 动力 所 作 的 功 并 不 
为 零 (实际 上 也 不 为 零 , 否则 电动 机 就 不 存在 了 ), 这 两 者 之 间 是 个 什么 关系 ? 

另外 , 式 (3.6.11) 给 出 , 当 线 圈 1 有 一 微小 移动 或 转动 时 , 质 动力 所 作 的 功 等 
于 (87)r. 如 果 我 们 真 地 保持 五 和 I 在 运动 过 程 中 不 变 , 那么 实际 的 87 就 等 于 
(8D)r, 因而 有 

8W = 8U. (3.6.12) 


这 样 , 当 磁 场 对 外 作 功 即 5W > 0 时 , 7 反而 增加 了 , 这 与 能 量 守恒 定律 是 否 有 了 矛 
盾 ? 如 何 具体 地 来 论证 ? 

后 面 这 个 问题 , 实际 上 在 3.3 节 的 最 后 部 分 的 讨论 中 已 经 解决 , 下 面 (3.6.2) 小 
节 我 们 还 将 用 小 字体 针对 现在 的 具体 情况 作出 说 明 @. 


@@ 当 线 图 1 在 运动 过 程 中 不 变形 时 , 5L11 = 0, 另外 , 8L12 = 6L21, 于 是 得 出 式 (3.6.10). 
@@ 对 于 不 感到 有 问题 的 读者 ， 可 以 对 该 小 节 略 去 不 读 . 
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3.6.2 ”电动 力 及 能 量 转换 问题 


的 确 , 磁场 所 作 的 总 功 是 等 于 零 的 , 但 是 磁场 的 质 动 力 所 作 的 机 械 功 并 不 等 于 
磁场 所 作 的 总 功 . 质 动力 是 指 磁场 作用 到 导体 上 的 总 力 , 它 单位 时 间 所 作 的 机 械 功 
等 于 这 个 总 力 乘 上 导体 的 宏观 速度 ( 即 正 负 带 电 粒 子 质 心 的 速度 ). 由 于 导体 中 正 
负 带电 粒子 的 速度 是 不 同 的 , 所 以 质 动力 所 作 的 功 并 不 是 磁场 所 作 的 总 功 . 磁场 所 
作 的 总 功 应 该 是 它 对 正 负电 荷 分 别 作 的 功 的 和 . 

在 计算 磁场 对 正 负电 荷 所 作 的 功 之 前 , 还 有 必要 先 对 正 负 电荷 所 受 的 磁场 作用 
力 进 行 一 些 讨论 . 令 f(+) 和 了 中) 分 别 代表 磁场 作用 到 单位 体积 中 正 负电 荷 的 力 ， 
7 和 办 -) 代表 正 负电 荷 对 传导 电流 的 贡献 , 因而 分 别 等 于 pfto+ 和 pf)o_. w+ 
和 vw。 分别 代表 正 负 电荷 相对 导体 的 速度 . 另外 , 设 v 为 导体 的 速度 . 根据 洛 伦 兹 
力 公式 ， 

f= zp (w+v+) x B= +78, 
(3.6.13) 
1O=2p to )xB=10+10, 
其 中 
1 = Lp WuxB, 
(3.6.14) 
1 = 2 xB. 


两 项 力 fi 和 f, 各 有 不 同 的 特点 . 第 一 项 力 对 正 负 电荷 来 说 , 方向 正好 相反 , 因此 
它 将 推动 正 负电 荷 间 的 相对 运动 , 也 就 是 激发 传导 电流 . 但 它 对 正 负电 荷 的 质心 运 
动 并 无 作用 或 只 有 很 小 的 作用 , 因为 1?) 和 了 站 ) 不 仅 方向 相反 , 而 且 数值 相等 (或 
几乎 相等 ), 从 而 在 求 总 力 时 是 相 消 (或 几乎 相 消 ) 的 . 第 二 项 力 情况 不 同 , 它 对 正 负 
电荷 的 质心 运动 有 作用 , 因为 一 般 w+ 和 v_ 方向 相反 (于 是 jf+) 和 六") 方向 将 相 
同 ), 在 求 总 力 时 , 多?) 和 j(") 不 是 相 消 而 是 相 长 的 . 但 此 项 力 对 激发 传导 电流 的 
贡献 很 小 , 这 不 仅 因 为 对 正 负电 荷 此 项 力 是 同方 向 的 , 而 且 从 数值 上 来 说 , 它 一 般 
也 比 第 一 项 小 得 多 (o+ 和 v_ 一 般 很 小 , 远 小 于 导体 的 速度 w). 另外 , 下 久 ) 和 人) 
交 , 因而 对 线圈 的 电动 势 无 贡献 . 它 除 了 力学 方面 的 质 动作 用 外 , 在 电磁 方面 只 有 
一 个 称 作 霍 尔 效应 的 比较 微弱 的 效应 @. 因此 我 们 称 7 久 ) 和 f 咎 ) 为 质 动力 项 . 第 
一 项 力 对 线圈 的 电动 势 是 有 贡献 的 , 因为 它 一 般 具 有 沿 导线 切 向 的 分 量 . 通常 把 这 
种 电动 势 称 为 动 生 电 动 势 , 相应 地 , 第 一 项 力 就 称 为 动 生 电 动力 .根据 式 (3.6.14)， 


单位 电荷 所 受 的 动 生 电动 力 等 于 = x B, 同 电 场 EE 的 作用 相似 . 由 此 可 以 得 出 , 运 
Q@ 在 线圈 静止 时 ,此 效应 就 是 使 得 至 的 方向 与 导线 的 切线 方向 有 一 小 的 偏 高. 
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动 导体 中 的 欧姆 定律 应 修改 为 
jt=0 (E + 二 x B) . (3.6.15) 
上 式 有 时 被 称 作 广义 欧姆 定律 , 它 是 等 离子 体 物理 中 的 重要 公式 之 一 . 
经 过 了 这 一 番 讨 论 , 我 们 就 可 以 解决 上 面 提出 的 第 一 个 问题 了 . 磁场 所 作 的 总 


功 功率 , 如 前 所 述 , 应 为 它 对 正 负 电荷 分 别 功率 的 和 . 对 导体 单位 体积 中 的 正 负电 
荷 来 说 , 总 功率 等 于 


pu +v+) x B. (wt+v+) 
+ pu +v-)x B. (ut+v-), 
它 当然 应 等 于 零 . 由 此 可 得 这 样 一 个 关系 式 : 


1 
Lux B. (pv + 由 0o-) 
十 二 -or 二 和) v-)xB.wu=0. 


注意 到 ptt)o， + p(wv_ 就 是 ji， 以 及 + zxB 就 是 单位 体积 中 的 质 动力 f, 上 式 
可 写作 
iuxB.jttfu=0. (3.6.16) 


其 中 的 第 一 项 代表 动 生 电动 力 (: uxB) 对 传导 电流 所 作 的 功率 , 第 二 项 代表 质 


动力 对 导体 所 作 的 机 械 功 率 , 这 两 项 的 和 才 是 磁场 所 作 的 总 功率 . 此 总 功率 是 等 于 
零 的 , 这 表明 , 当 质 动力 对 外 作 正 机 械 功 时 , 动 生 电动 力 将 对 电流 作 负 功 , 也 就 是 说 
电流 将 反抗 动 生 电动 力作 正 功 . 电动 机 的 工作 机 制 正 是 这 样 : 其 中 电流 在 外 电源 推 
动 下 反抗 电动 机 中 的 动 生 电动 力作 功 , 与 此 同时 , 磁场 的 质 动力 推动 转子 上 的 导线 
圈 对 外 作 机 械 功 . 在 这 里 , 电源 的 能 量 转化 为 机 械 能 . 反 过 来 , 当 磁 场 质 动力 对 外 作 
负 的 机 械 功 , 亦 即 外 力克 服 质 动力 作 正 功 时 , 运动 线圈 中 的 电动 力 将 对 电流 作 正 功 ， 
这 正 是 发 电机 的 工作 机 理 . 在 此 过 程 中 , 机 械 能 转化 为 电磁 能 . 

最 后 , 我 们 来 讨论 前 面 提出 的 第 二 个 问题 [ 见 式 (3.6.12) 下 面 ]. 根据 上 面 的 讨 


论 , 当 线 图 1 在 外 磁场 ( 线 图 2 的 磁场 ) 中 运动 时 ， 其 动 生 电 动 势 cl 即 为 2ux BB 人 
对 该 线圈 的 线 积分 . 将 忆 表示 为 ,6 化 为 


oa Bo .wuxd= 一 :中 BO .SS x dl 
cje, cje, dt 
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将 dx dl 写成 do; 它 代表 线 元 dl 在 dt 时 间 内 所 扫 过 的 面积 , 即 可 将 上 式 写成 


El 一 -高 | B® .do, (3.6.17) 


积分 范围 891 为 dt 时 间 内 线圈 1 所 扫 过 的 面积 . 根据 式 (3.6.7)， | Bl .do 就 


是 (dsp(9)z, 因此 有 中 
1 di 
El 一 一 dt ) 。 (3.6.18) 


如 果 我 们 要 保持 线圈 1 的 电流 不 变 , 那么 在 线圈 1 中 就 必须 附加 一 个 电动 势 ef 来 
同上 述 动 生 电 动 势 抵消 , ci 的 值 应 即 等 于 一 el: 


1 1 dy 
1 一 ~ | 一 :! -| . 3.6.19 
El ec dt | ( ) 


另外 , 当 线 图 1 运动 时 , 它 的 磁场 B() 在 空间 的 分 布 将 发 生 改 变 , 因而 在 线圈 2( 即 

产生 外 磁场 的 线圈 ) 中 也 将 产生 一 个 感应 电动 势 , 其 值 为 
1 dy 全 

ce di， 

其 中 的 4) 为 磁场 BO 通过 线圈 2 的 通 量 . 因此 , 为 保持 外 电流 不 变 , 还 要 在 线 

图 2 上 附加 一 个 电动 势 , 其 值 为 


E2 一 


(3.6.20) 


(1) 
eg 一 Lo (3.6.21) 
将 克 ) 和 只 用 下 式 代入 : ， 
We = -Ligl, 


@@ 外 磁场 ( 当 其 随时 间 变 化 时 ) 在 线圈 1 中 还 产生 一 个 感应 电动 势 ， 其 值 为 El) .dl = 


c Ot dt dt 
与 动 生 电动 势 加 起 来 , 即 得 外 磁场 在 线圈 1 中 的 总 电动 势 为 


0 1d 
1 = . 


(e) (e) (e) 
-| 2 ( 些 ) ( 些 】 表示 曲面 S， 不 变 时 ， 外 磁 感 通 量 的 变化 率 . 将 它 
1 Sy 51 
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并 注意 到 式 (3.6.20) 中 的 VD 的 变化 是 由 于 Lz 的 改变 引起 的 (因为 五 已 维持 不 
变 ), 即 得 


(3.6.22) 


于 是 在 线圈 1 的 一 个 微小 运动 中 (所 经 历 的 时 间 设 为 8b),， 两 个 附加 电动 势 所 作 的 
功 就 等 于 


eilét 十 e2126t 
1 


一 =(8L12 十 SL21)n 1 


= 2(8Di)7. (3.6.23) 


前 面 已 经 得 出 , 在 此 运动 过 程 中 , 质 动力 对 外 作 的 机 械 功 6W 以 及 电磁 能 的 增加 都 
等 于 (58Ui)7, 因而 能 量 守恒 的 关系 式 


SW = —8U+ eilt 十 es 1286t (3.6.24) 


的 确 是 成 立 的 ， 如 果 我 们 用 UT 表示 两 个 线圈 以 及 两 个 附加 电源 的 总 能 量 , 那么 
5W 还 可 写作 
SW = —éUr, (3.6.25) 


这 正 是 我 们 在 3.3 节 中 已 提 到 的 结果 . 
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本 章 内 容 分 三 个 方面 : 

(1) 首先 对 电磁 场 的 另 一 种 描述 方式 ( 即 用 势 来 代替 场 强 ) 进行 一 般 的 讨论 . 给 
出 不 稳定 电荷 电流 的 电磁 势 的 普遍 公式 , 并 通过 微观 物理 中 最 重要 的 辐射 过 程 ( 电 
偶 极 辐 射 ), 来 指明 在 不 稳定 电荷 电流 所 产生 的 场 中 , 存在 一 种 脱离 电荷 电流 向 外 辐 
射 的 成 分 (因而 称 为 辐射 电磁 场 ), 并 对 这 种 辐射 电磁 场 的 主要 特点 进行 讨论 . 然后 
介绍 原子 核 和 基本 粒子 物理 中 需要 用 到 的 磁 偶 补 辐 射 、 电 四 极 辐射 和 一 般 的 多 极 
辐射 的 理论 , 最 后 是 讨论 无 线 电 短波 通信 中 常 采用 的 半 波 长 天 线 的 辐射 . 

(2) 讨论 电磁 波 同 介质 的 相互 作用 , 并 具体 研究 在 无 界 均匀 介质 中 传播 的 平面 
电磁 波 的 性 质 , 以 及 平面 电磁 波 在 介质 表面 上 的 反射 和 折射 . 这 些 恬 是 电磁 波 传播 
中 的 最 基本 过 程 , 在 光学 中 也 是 很 重要 的 . 

(3) 讨论 无 线 电 短波 的 激发 和 传送 . 高 频 无 线 电 波 的 激发 通常 采用 谐振 腔 来 实 
现 , 而 其 传送 常 通过 同 轴线 和 波导 管 . 最 后 还 将 介绍 无 线 电波 依附 导体 表面 的 传播 . 
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在 第 一 章 中 , 我 们 是 引入 电磁 场 强 度 和 B 来 描写 电磁 场 的 . 后 来 在 静电 场 
和 和 静 磁场 的 情况 中 , 我 们 看 到 , 电磁 场 也 可 以 分 别 用 静电 标 势 p 和 静 磁 矢 势 4 来 
描写 . 用 势 来 描写 场 有 它 的 优点 , 即 它们 对 电荷 电流 的 依赖 关系 比较 简单 , 便于 根 
据 电荷 电流 的 分 布 来 计算 它们 的 值 . 在 本 节 中 , 我 们 将 推广 以 前 的 结果 , 即 在 普遍 
情况 下 , 引入 势 函数 来 描述 电磁 场 , 并 讨论 这 种 描述 方式 的 一 个 重要 人 性质 一 一 规 
范 不 变性 . 最 后 我 们 将 导出 不 稳定 电荷 电流 的 势 的 单 普 遍 表 达 式 一 一 推迟 解 公式 . 


4.1.1 电磁场 的 势 ” 规范 不 变性 
普遍 情况 下 场 强 满足 麦克 斯 书 方 程 组 : 
V.E= 4np, 


10B 
Y x 吾 = 一 页 ， 


VvV:.B=0, 
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VxB-l + (4.1.1) 
上 式 中 的 电磁 场 强 度 以 及 电荷 电流 密度 都 是 空间 和 时 间 的 函数 ， 从 式 (4.1.1) 第 三 


式 (B 的 散 度 为 零 ), 可 将 B 表示 为 某 一 矢量 4 的 旋 度 , 即 
B(z,t) =Y x A(z,t). (4.1.2) 


值得 提醒 的 是 , 这 样 引入 的 4 只 是 其 模 场 部 分 具有 确定 的 意义 , 其 纵 场 部 分 可 以 任 
意 取 , 因为 纵 场 的 旋 度 总 为 零 . 这 些 情况 与 静 磁 时 的 完全 相似 ， 唯 一 不 同 的 是 , 现 
在 的 4 为 一 个 随时 间 变 化 的 量 , 

电场 的 情况 与 静电 有 较 大 的 不 同 . 静电 场 的 旋 度 为 零 , 也 就 是 说 它 是 一 个 纵 场 ， 


而 现在 V x 等 于 -1 并 不 为 零 , 因此 五 不 再 能 表示 成 某 标量 场 的 梯度 . 但 


是 利用 式 (4.1.2) 可 从 式 (4.1.1) 第 二 式 得 出 


这 样 + 工 24 为 一 织 场 . 根据 矢量 分 析 中 的 定理 , 我 们 可 将 它 表 示 成 -Yez 


于 是 有 
Es,t) = voz,t) — 1 

gp(z,t) 和 4(z, 为 即 称 为 一 般 情况 下 电磁 场 的 标 势 和 矢 势 . 

需要 注意 的 是 , 现在 E 不 仅 与 标 势 有 关 , 而 且 与 撩 势 有 关 , 正 是 这 一 情况 使 得 
五 和 B 是 互相 联系 的 . 在 静电 或 稳定 电流 的 情况 下 , 式 (4.1.2) 和 (4.1.3) 即 化 为 过 
去 的 结果 . 这 表明 , 过 去 给 出 的 结果 是 式 (4.1.2) 和 (4.1.3) 的 特例 . 

下 面 来 对 式 (4.1:2) 和 (4.1.3) 作 进一步 的 讨论 . 为 此 , 我 们 把 巨 和 A 分 为 纵 
场 和 横 场 两 部 分 的 释 加 . B 和 Vy 分 别 只 有 横 场 和 纵 场 部 分 , 当然 就 不 再 分 了 . 这 
样式 (4.1.2) 和 (4.1.3) 化 为 


(4.1.3) 


B=V x 4t， (4.1.4) 
104, 
Et 三 一 zB (4.1.5) 
104 
B= vp--—. (4.1.6) 


以 上 结果 表明 , 磁场 和 电场 的 横 场 部 分 都 只 与 4 的 横 场 部 分 (At) 有 关 , 而 p 和 
A 的 纵 场 部 分 4i 合 起 来 与 九 的 纵 场 部 分 (已 ) 相 联系 . 这 就 使 得 对 于 一 定 的 刀 ,， 
yp 和 4 不 能 分 别 确定 : 如 果 已 有 一 组 4 和 9 满足 式 (4.1.6), 则 对 任意 的 标 函数 
(z, 台 , 作出 的 
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4i 一 Al 十 Vy, 
2 一 9 一 1 (4.1.7) 
同样 能 满足 式 (4.1.6). 

4 和 wo 的 不 同 取 法 称 作 采 用 不 同 的 规范 , 于 是 式 (4.1.7) 所 规定 的 变换 就 称 为 
规范 变换 . 当 4 和 op 作 规范 变换 时 , 它们 所 对 应 的 仍然 为 同一 个 客观 电磁 场 (因为 
E 和 B 都 没有 变 ), 从 而 所 有 的 物理 量 都 应 保持 不 变 ( 因 物 理 量 都 是 与 五 和 互 相 
关 ). 这 种 不 变性 就 叫做 规范 不 变性 . 利用 4 和 wp 的 这 种 性 质 , 我 们 可 以 选择 适当 
的 规范 来 使 处 理 简 化 . 

将 式 (4.1.2) 和 (4.1.3) 代入 麦克 斯 韦 方 程 组 的 第 一 和 四 式 , 得 


1 A 
V2p 十 2Y ， 入 一 —4np, 


Vx(Vx4)=-V4+VV.4) 


18 1024 dr. 
eB Vaart ef 


以 上 两 式 可 改写 为 


2 (4.1.8) 
V24— -vv A 


如 果 我 们 选择 A1(4 的 纵 场 部 分 ) 和 wp 使 它 满足 
1op 
六 .4 十 -Bt = 0， (4.1.9) 
由 于 了 .A 就 等 于 了. Ai, 式 (4.1.8) 就 简化 为 


(4.1.10) 


上 式 表明 , 这 时 的 p 和 4 都 满足 非 齐 次 的 波动 方程 ( 达 朗 贝尔 方程 ), 并 分 别 以 p 
和 j 为 源 . 我 们 把 式 (4.1.9) 称 为 洛 伦 北条 件 ( 该 条 件 通常 写作 V.4+z28 -0, 因 
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Vv. A 就 等 于 4)， 把 满足 该 条 件 的 4 和 称 作 洛 伦 兹 规范 下 的 势 . 式 (4.1.10) 


即 为 这 种 势 所 满足 的 运动 方程 . 在 静电 和 静 磁 情况 下 , 它们 就 化 为 第 二 章 和 第 三 章 
中 的 结果 . 至 于 麦克 斯 书 的 另 二 个 方程 即 (4.1.1) 的 第 二 式 和 第 三 式 , 在 势 的 描述 方 
式 中 已 恒 能 满足 , 就 不 必 写 出 了 . 

通过 以 上 讨论 , 我 们 清楚 地 看 见 , 用 势 来 描写 电磁 场 比 用 场 强 来 描写 在 理论 上 
更 加 方便 . 在 用 召 和 B 来 描写 时 , 有 四 个 方程 而 且 关 系 比较 复杂 , B 通过 与 吾 的 
关系 间接 地 依赖 于 o, EE 亦 依赖 于 j. 而 用 势 来 描写 时 , 只 有 两 个 方程 . 在 洛 伦 兹 规 
范 下, p 和 4 分 别 只 与 p 和 了 有 关 , 并 且 明 显示 出 波动 的 性 质 . 不 仅 如 此 , 从 量子 
理论 看 来 , 4 和 yp 应 该 是 比 百 和 B 更 加 基本 的 物理 量 . 为 了 检验 这 一 看 法 而 提出 
的 实验 , 也 已 经 得 到 了 肯定 的 结论 加. 实验 表明 : 尽管 由 于 存在 规范 不 变性 , 4 和 
wp 并 不 是 单 值 的 , 但 却 比 场 强 具有 更 加 直接 的 物理 意义 . 


4.1.2 ”对 洛 伦 兹 条 件 的 进一步 讨论 


洛 伦 兹 条 件 要 求 任何 时 刻 的 A 和 w 都 满足 式 (4.1.9). 但 根据 方程 (4.1.10), 当 
初 值 给 定 后 ,4 和 w 在 以 后 任意 时 刻 的 值 都 将 确定 . 于 是 自然 提出 这 样 的 问题 ; 会 
不 会 尽管 初 值 满足 洛 伦 兹 条 件 的 要 求 , 而 由 方程 (4.1.10) 解 出 的 A 和 yp 在 以 后 时 
刻 的 值 却 不 满足 该 条 件 ? 如 果 确 是 如 此 , 那 就 表明 洛 伦 兹 条 件 是 一 种 不 合理 的 要 求 ， 
是 与 4 和 的 运动 方程 不 相 容 的 . 

下 面 我 们 将 指出 , 不 会 出 现 这 样 的 情况 , 只 要 初始 时 刻 洛 伦 兹 条 件 是 满足 的 , 则 
按 运动 方程, 在 任何 时 刻 它 都 是 能 得 到 满足 的 . 
运动 方程 (4.1.10) 是 一 个 二 阶 方程 , 因而 初 值 应 包括 上 = 0 时 的 4, y， 六 和 


Op 
到 的 值 . 令 


G=v.A+%, (4.1.11) 
我 们 来 证 明 , 只 要 初 值 选取 得 满足 
G|,_o = (v4+iS) =0 (4.1.12) 
则 求解 出 的 任何 时 刻 的 G 都 恒 等 于 零 . 
首先 , 我 们 指出 , 初 值 必定 还 满足 关系 式 
(Ev .A) +vep+4mp) = 0， (4.1.13) 


Q@ 在 3.1 节 中 已 给 出 有 关 的 文献 ， 实验 证实 还 可 参见 Chambers, Phys. Rev. Letters, 5, 3(1960). 
另外 ， 应 用 超 导 中 的 约瑟夫 森 效 应 ， 也 证 实 了 这 种 看 法 ， 参见 Jeklevic, etc. Phys，Rev，Letters，12， 
274(1964). 
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这 是 因为 此 式 实际 上 就 是 

(YY. E— 4nxp)-o = 0. 
而 对 于 由 方程 式 (4.1.10) 解 出 的 yp, 自然 满足 

V2p + drp = 瑟瑟， 
将 它 代入 式 (4.1.13), 就 可 得 出 


6G 


一 0. 4.1.14 
| =0 (41.14) 


t=0 


另外 , 通过 将 式 (4.1.10) 的 第 一 式 对 t 作 微 商 , 以 及 对 其 第 二 式 取 散 度 , 即 得 到 


1 92G 4nx Bp 
20— 一 二 二 一 一 一 .了 二 二 上 
VG- 3 (v9 5+ 吕 ) 


根据 电荷 守恒 定律 , 上 式 右 方便 为 零 , 因此 G 将 满足 齐 次 波动 方程 


1 92G 
V2G— HA = 0 (4.1.15) 


有 了 这 个 方程 , 再 加 上 G 的 初始 条 件 式 (4.1.12) 和 (4.1.14), 就 可 推出 任何 时 刻 的 
G 都 等 于 零 . 这 就 证 明了 : 洛 伦 效 条 件 只 要 初始 时 满足 就 恒 能 满足 . 
值得 注意 的 是 , 洛 伦 北条 件 并 没有 把 4 和 yp 完全 确定 , 我 们 还 可 以 作 规范 
变换 
A—A+Vy= 4, 
1 0w (4.1.16a) 


PFTP— cH 二 pp， 
只 是 yw 要 受到 下 述 限 制 , 即 满足 齐 次 波动 方程 
Vy -二 二 > 一 0. (4.1.16b) 


因为 在 原来 的 4 和 y 满足 洛 伦 兹 条 件 下 , 按 满足 上 述 条 件 变换 出 来 的 4' 和 wy， 

同样 能 满足 洛 伦 北条 件 . 这 表明 即使 在 洛 伦 兹 规范 的 范围 内 , 也 还 存在 着 规范 变换 

和 规范 不 变性 , 只 是 % 受到 一 定 的 限制 , 即 需 满足 齐 次 波动 方程 . 附带 指出 , 在 理 

论 物理 中 , 一 般 都 采用 洛 伦 兹 规范 , 因为 这 种 规范 是 相对 论 协 变 的 (参见 第 六 章 ). 
对 于 自由 电磁 场 的 情况 , 即 


p=0, j=0 (4.1.17) 
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时 ， 由 于 9 所 满足 的 方程 为 齐 次 波动 方程 , 与 少 所 满足 的 方程 式 (4.1.16) 相同 ， 


24— 104 一 1 
VA LB = 0, (4.1.18) 
V.A=0. (4.1.19) 


cl (41.20) 


4.1.3 ”推迟 解 

下 面 来 讨论 运动 方程 式 (4.1.10) 的 解 , 它 将 表示 出 , 一 般 情 况 下 电磁 场 对 电荷 
电流 的 依赖 关系 . 令 RE 代表 从 zx’' 点 到 zx 点 的 距离 , 通过 直接 代入 验算 , 可 以 证 明 
式 (4.1.10) 有 以 下 的 特 解 


1f 了 (wt- 2 
二 / 
A(z,t) = < | 五 d7 . (4.1.21) 
因为 
p | zt 一 一 
2 1 | ( ) 7 
所 万 7 也 dT 
= |p (et- a) v2 Lg 7 
CC 
1 1 82 ER R 
十 | 五 (7 -EB 282 7) p (et 一 2) dr/， (4.1.22) 


而 利用 附录 A 中 的 公式 , 可 以 求 出 


R 
Op (et 一 2) 
c Cc 


ot 
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C ot R’ 
ap (zt— 2) 

R 1 R 

2 /ji ov.|_- 一 -一 

vp (et ) Y | C 人 8 

R 
2 LE 一 A tt 一 一 
2 Ot2 cR ot ? 


于 是 得 出 式 (4.1.22) 第 二 式 等 于 零 . 再 利用 
2 一 一 4r6(z — 2"), 


即将 式 (4.1.22) 右 方 化 为 -4mp(z,t), 这 就 证 明了 式 (4.1.21) 第 一 式 满足 式 (4.1.10) 
中 第 一 个 方程 . 对 式 (4.1.21) 第 二 式 , 可 完全 类 似 地 证 明 它 满足 式 (4.1.10) 中 第 二 
个 方程 . 

此 外 , 利用 电荷 守恒 定律 ,可 以 证 明 此 特 解 满足 洛 伦 兹 条 件 (具体 推导 从 略 )， 
从 而 它 的 确 是 一 个 物理 的 解 . 

下 面 , 我 们 来 讨论 特 解 式 (4.1.21) 的 意义 . 从 式 (4.1.21) 我 们 看 见 ; z 点 的 p 


和 4 分 别 是 由 各 体积 元 中 的 电荷 和 电流 贡献 的 , dr' 处 的 电荷 电流 贡献 是 er 和 


4， 只 是 当 我 们 求 的 是 +t 时刻 的 wp 和 A4 时, 7 和 49 中 的 p 和 不 应 取 t 


.时 刻 的 值 而 是 某 较 早 时 刻 t 时 的 值 , 二 一 上 一 2 即 比 t 早 2 这 就 表明 , 当 dr' 中 


的 p 和 了 发 生变 化 时 , 要 在 2 时 间 以 后 才 影 响 z 处 的 p 和 A. 换 句 话说 , 任 一 处 


电荷 电流 对 其 他 地 方 的 影响 有 一 个 推迟 效应 , 亦 即 电磁 影响 是 以 有 限 速度 传播 的 ， 
其 速度 即 为 真空 中 的 光速 <. 因此 式 (4.1.21) 称 为 方程 式 (4.1.10) 的 推迟 解 , 由 式 
(4.1.21) 所 表达 的 yp 和 A 就 称 为 推迟 势 . 在 下 一 节 中 , 我 们 将 进一步 阐明 , 当局 限 
于 某 小 区 域内 的 电荷 电流 是 不 稳定 的 , 由 式 (4.1.21) 规定 的 pg 和 4 就 包含 有 脱离 
电荷 电流 向 外 辐射 的 电磁 波 的 成 分 , 这 就 是 电磁 辐射 效应 . 

式 (4.1.21) 只 是 运动 方程 式 (4.1.10) 的 一 个 特 解 . 不 难看 出 , 式 (4.1.10)( 并 加 上 
洛 伦 兹 条 件 ) 的 通 解 可 以 表示 为 它 的 任 一 特 解 (如 式 (4.1.21)) 和 满足 齐 次 波动 方程 


(4.1.23) 
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UU 


以 及 洛 伦 兹 条 件 18 
V.A+ -总 = 0 


的 通 解 p0)(z,t) 和 A 人 (zx,t) 的 和 . 即 式 (4.1.10) 的 通 解 为 


p (et 2) 
| 二 一 dr/ 
R 


LA ,RR 

1 2 Tt- = 
= AGO) -| 人 人 信 ar 
A(z,t)=A (md +2| 到 dr'. 


从 物理 上 看 , 上 式 第 二 项 ( 即 推迟 势 ) 代表 的 是 所 讨论 问题 中 电荷 电流 所 产生 的 电 
磁场 , 第 一 项 代表 的 则 是 外 来 的 电磁 场 亦 即 原 有 的 电磁 场 , 它 满足 的 是 自由 场 的 波 
动 方程 , 以 上 关于 推迟 势 意 义 的 讨论 就 说 明了 这 一 点 . 

在 有 关 辐 射 的 问题 中 , 若 没有 外 来 的 电磁 场 , p 和 4 完全 是 由 辐射 源 中 的 电荷 
电流 产生 的 , 这 时 应 取 


pz2,t) = pO (zt) + 
(4.1.24) 


pg)=0 4(0) = 0. (4.1.25) 


而 在 散射 和 反射 问题 中 , 有 外 来 电磁 场 与 电荷 电流 相互 作用 , 这 时 po) 及 A(0 就 
等 于 入 射 的 电磁 场 

在 某 些 情 况 下 , 当 电荷 电流 的 分 布 已 知 , 或 可 近似 地 先 求 出 时 , 利用 式 (4.1.21) 
即 可 求 出 它 产生 的 场 的 分 布 . 否则 还 应 将 场 的 运动 方程 和 电荷 的 运动 方程 联 立 起 来 
求解 .在 存在 介质 的 情况 下 , 则 是 同 介质 的 电磁 性 质 方程 联 立 起 来 求解 (参见 4.6 
节 ). 
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在 4.1 节 中 已 经 指出 , 当 某 有 限 区 域内 的 电荷 电流 是 不 稳定 的 时 候 , 它 所 产生 
的 场 就 有 一 部 分 是 离开 该 区 域 向 外 辐射 的 电磁 波 . 不 过 对 于 变化 缓慢 的 电荷 电流 ， 
辐射 的 能 量 很 小 , 只 有 迅 变 的 电荷 电流 才 有 显著 的 辐射 . 另外 , 电荷 电流 的 空间 分 
布 对 于 辐射 的 强 弱 也 有 重要 影响 . 在 本 节 和 下 节 中 , 我 们 将 通过 对 小 区 域内 电荷 电 
流 的 场 的 研究 , 具体 地 说 明 这 些 结论 . 在 这 里 , 小 区 域 是 指 其 线 度 比 其 辐射 波长 小 
得 多 @. 

小 区 域 电荷 电流 的 辐射 问题 , 在 原子 物理 中 是 很 重要 的 . 因为 原子 和 原子 核 的 
辐射 大 多 是 属于 这 种 情况 . 本 节 将 讨论 其 中 最 基本 的 电 侦 极 辐射 , 并 通过 电 侦 极 辐 
射 阐明 辐射 场 的 一 般 特 点 , 


@ 在 物理 学 中 , 说 一 个 区 域 是 大 还 是 小 , 必须 给 出 其 物理 标准 . 同一 个 区 域 , 在 某 个 问题 中 是 小 区 域 ， 
而 在 另 一 个 问题 中 则 可 能 是 大 区 域 , 就 是 因为 两 个 问题 中 物理 标准 不 同 . 
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4.2.1 ” 势 和 场 强 
利用 式 (4.1.21), 小 区 域 V 内 的 电荷 电流 产生 的 势 为 


(4.2.1) 


RR 如 前 一 样 , 代表 从 点 2' 到 点 z 之 间 
的 距离 , 如 图 4.2.1 所 示 . 取 Y 内 一 点 
O 为 参考 点 , 并 利用 Y 很 小 的 特点 , 将 
式 (4.2.1) 中 的 被 积 函 数 对 已 的 依赖 关 
系 式 在 参考 点 附近 作 泰 勒 展开 . 首先 


1 1 rr 
二 二 一 .…， 4.2.2 
十 73 十 ) ( ) 


其 中 的 > 代表 从 O 点 到 z 点 的 距离 . 再 
利用 


。 TAN 
ot) 一 人 二 (4.2.3) 


cr 


其 中 的 p 和 分 别 代表 22 和 名 ; 及 和 r 如 图 4.2.1 所 示 . 关于 二 的 展开 式 , 在 
静电 和 静 磁 的 多 极 展开 中 已 经 用 过 , 它 收敛 快 的 条 件 是 


A<r, (4.2.4) 


4 为 区 域 V 的 线 度 . 式 (4.2.3) 中 二 个 展开 式 是 将 p 和 了 于 t -三 时 刻 的 值 , 在 
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4 一 时 记 展 开 .t- 全 与 ! -的 差 具有 量 级 全, 因而 展开 的 要 求 条 件 是, 在 和 时 
辣 内 p 和 的 变化 很 小 将 式 (42 D 与 (2 3) -和 p 的 表达 式 中 , 就 得 


73 
,yt Tr. 
Wah Bk -| (4.2.5) 
er 
上 式 中 的 因子 + 和 "已 与 积分 变量 z' 无 关 , 故 可 提 到 积分 号 外 面 . 另外 , p 入 中 
的 时 间 对 Y 中 所 有 的 点 已 变 成 同样 的 值 , 于 是 


| (ct 7) rdr =P(t- 5) ， (4.2.6) 


| a(t “】 rdr'=P (+— ) ， 
其 中 的 P 代表 该 体系 的 电 偶 极 矩 . 第 一 式 中 的 9 (一 二) 之 所 以 写成 " 是 因为 我 
们 设 电荷 电流 分 布 都 局 限 在 区 域 V 之 内 , 故 总 电荷 为 一 常量 (与 时 间 t 无 关 ). 
需要 指出 的 是 , 在 式 (4.2.1) 中 出 现 的 p (2 4 一旦 ) 的 体积 分 并 不 等 于 4 


Ye 


”因为 对 不 同 的 源 点 z',p 中 的 时 刻 取 不 同 的 值 (只 有 将 同一 时 刻 各 点 的 p 加 起 来 才 
等 于 9). 同样 , or' 以 及 pr' 也 只 有 在 用 同一 时 刻 的 值 来 积分 时 , 才能 得 出 已 和 户 . 
我 们 将 p 以 及 了 作 展 开 处 理 的 要 点 , 就 在 于 将 它们 用 同一 时 刻 的 量 来 表示 . 
将 式 (4.2.5) 代入 式 (4.2.4), 即 得 


p(x,t) 一 op 人 (0) (x,t) 十 2 人 1) (x, t) 十 "……， (4.2.7) 
其 中 
Og) = 
pli_). p(li_l. (4.2.8) 
TA A Bd 


这 里 ，pt0 代表 展开 中 的 零 级 项 , 它 是 一 个 点 电荷 的 静电 势 ， 我 们 对 它 没有 兴趣 . 
2 中 的 第 一 项 , 形式 上 与 一 个 位 于 参考 点 的 电 偶 极 子 的 静电 势 相似 , 但 由 于 有 推 
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迟 效应 , 对 于 不 同 的 场 点 zx, 偶 极 矩 要 用 不 同时 刻 的 值 , 因而 实际 上 yp 的 第 一 项 
的 空间 分 布 与 静电 势 的 情况 有 很 大 的 差别 . 9) 中 的 第 二 项 是 完全 新 出 现 的 项 , 下 
面 将 看 到 , 电 侦 极 辐射 的 电磁 波 就 含 在 这 第 二 项 中 . 在 7 小 的 地 方 , 第 一 项 占 主要 
地 位 , 但 在 大 的 地 方 , 第 二 项 则 是 主要 的 . 

同样 , 矢 势 4 的 展开 式 为 (如 前 面 所 述 , 下 式 中 的 ” 已 与 积分 变 变量 无 关 ) 


Al(z,t) = 到 |; (ca (4.2.9) 


对 于 电 偶 极 辐射 只 需 取 这 一 项 就 够 了 (参见 下 文 ). 为 了 求 出 上 式 中 的 积分 , 我 们 像 
在 3.2 节 中 一 样 , 将 了 的 任 一 分 量 六 写作 7 了. V'z'i, 于 是 


| (ztbdr' = | jt) .Vplidr 
= | Vv'. [ij(z, tar 
- | iV (abdr/， 
最 后 等 式 中 的 前 项 在 化 成 面积 分 后 等 于 零 (因为 积分 区 域 将 全 部 j 包含 于 其 内 , 故 
其 表面 上 的 7 为 零 ), 后 项 利用 电荷 守恒 定律 化 为 
[Eg bdr = P(t). 
将 三 个 分 量 的 结果 合 起 来 就 得 到 
| j(z’,t)dr’ = P(t). (4.2.10) 


将 式 (4.2.10) 代入 式 (4.2.9), 得 出 的 结果 可 表 为 


A(z',t) = AWN (x,t) + , 
71， 了 (4.2.11) 
AW(z,t) = Pa) 


式 (4.2.7) 和 (4.2.11) 中 未 写 出 的 项 与 体系 的 电 偶 极 矩 无 关 , 只 与 更 高 级 的 电 多 极 矩 
和 磁 多 极 矩 有 关 , 在 讨论 电 偶 极 辐射 时 ， 可 以 不 考虑 . 另外 , 对 于 辐射 的 电磁 波 , 只 


需 保留 妃 和 已 中 的 ~ 的 项 (参见 下 面 的 讨论), 因而 pf 中 的 第 一 项 可 以 略 去 . 
这 样 电 偶 极 辐射 场 的 势 9 pw 和 A4。 就 是 式 (4.2.8) 中 wp 的 第 二 项 和 式 (4.2.11) 
@ 电 偶 极 势 的 下 标 取 为 已 , 就 是 因为 其 值 与 体系 的 电 偶 极 矩 已 相关 . 
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0 


中 的 A (z,): 
Tr 
Plt——)}:r 
pp{%,t) 一 ( -3 ; 
9 Tr 
(下 
P(z 胃 一 一 人 (4.2.12) 
利用 公式 
104 
B=-Vo -oH 
B=VxAh, 


我 们 可 以 求 出 电 偶 极 辐射 场 的 场 强 , 它们 即 为 五 和 B 的 表达 式 中 与 7 一 次 方 成 
反比 的 成 分 . 它 是 微 商 运算 作用 到 户 的 项 贡献 的 , 其 值 为 


Dr FCO) 


or er (4.2.13) 


关于 它 的 特点 , 我 们 将 在 下 面 讨论 . 
4.2.2 ”辐射 场 的 特点 


为 清楚 起 见 , 我 们 考察 PP 在 一 个 固定 方向 上 并 以 一 定 频率 w 变化 的 情况 巴 . 
在 时 间 因 子 采 用 复数 表示 时 , 有 


P(t) = Poe™iot. (4.2.14) 


势 和 电磁 场 强 即 为 下 文中 式 (4.2.17) 和 (4.2.18) 的 实 部 ]. 对 式 (4.2.14) 作 微 商 , 结 
果 即 为 

P(t—t)= -iwPoeitr-wt), 
(og (4.2.15) 


a 


P ( -) 二 —w? Poeitkr—%t), 
c 


其 中 


二 广 . (4.2.16) 


@@ 一般 情况 可 作 闫 谱 展开 ,另外 , PP 也 可 分 成 三 个 方向 的 分 量 来 处 理 , 
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取 球 坐标 (7,9, x), 其 原点 即 取 在 参考 点 O, 极 轴 方向 取 为 Po 的 方向 . 在 此 坐 
标 系 中 , 式 (4.2.11) 和 (4.2.12) 分 别 化 为 


_ a) _ ~iwPocosb ei(kr—wt) 
rt 7 (4.2.17) 
A A —iwPo ei(kr—wt) 
P=-AV =- 
和 w2Posing ei(kr—wt) 
Ep 一 EY 一 Te" 
4.2.18 
(1) w2Posinb ei(kr—wt) ( ) 
Bp= BD- en 


C 人 
我 们 在 下 文中 将 说 明 , 式 (4.2.17)~(4.2.18) 对 应 于 向 外 传播 的 球面 波 . 与 式 (4.2.18) 
相应 的 能 流 密度 等 于 
4P2 co 2 rT 
et sin20 人 0 
其 中 的 mn 代表 > 方向 的 单位 矢量 . 注意 , 在 求 5 时 , 须 先 对 召 和 B 取 实 部 然后 
叉 乘 , 因为 “又 乘 以 后 再 取 实 部 ”与 “ 取 实 部 后 又 乘 ” 的 结果 是 不 同 的 . 以 后 当 我 们 
遇 到 场 强 的 二 次 式 时 , 都 将 先 取 实 部 再 相 乘 . 
将 S 对 一 个 周期 取 平 均 , 结果 为 


nr (4.2.19) 


(S) = 一 各 CT3 nr (4.2.20) 
TET 
于 是 通过 一 个 半径 为 R 的 球面 的 平均 总 能 流 等 于 
4p2sin20 
W = Hs) ao =|° sd 
= “有 . (4.2.21) 


从 以 上 结果 , 我 们 看 到 , 上 述 辐射 场 具 有 以 下 特点 : 
(1) 势 和 场 强 都 是 球面 波 , 波 的 频率 与 电荷 电流 的 变化 频率 相同 . 典型 的 球面 


波 因子 是 Lele 它 的 等 相位 面 是 一 族 同心 球面 对 于 相位 等 于 某 确定 值 bo 的 
球面 , 其 半径 7 将 随时 间 的 增长 而 变 大 , 7 与 t 之 间 的 具体 关系 是 
Ww 
7 一 有 十 加 一 好 十 00， 
即 等 相位 的 球面 以 速度 c 向 外 扩展 , 亦 即 波 的 相 速度 为 真空 光速 其 波长 等 于 


和 A 二 之 = 学. (4.2.22) 
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辐射 波 的 振幅 随 着 距离 增 大 而 以 二 减 小. 另外 , 在 式 (4.2.17) 与 (4.2.18) 中 还 带 有 
cosg 或 sing 等 方向 因子 , 这 表明 该 振幅 还 随 着 方向 不 同 而 不 同 ， 

(2) 在 空间 每 一 点 , 辐射 场 强 至 和 BB 的 方向 都 与 波 的 传播 方向 ( 即 等 相位 面 
的 法 线 方向 ) 垂直 . 用 波动 学 的 语言 来 说 , 这 种 波 是 横 波 ( 指 振动 在 传播 的 模 向 ). 忆 
和 妃 也 是 互相 垂直 的 , 而 且 数 值 相等 .能 流 5 的 方向 在 任何 时 刻 都 指向 外 , 尽管 
和 BB 的 方向 是 随 着 时 间 正 反 交 变 的 ， 

(3) W 的 值 与 球面 的 半径 无 关 , 也 就 是 说 , 无 论 球面 半径 R 多 大 , 都 有 同样 的 
能 流通 过 . 这 就 表明 这 一 部 分 能 流 的 确 是 脱离 了 电荷 电流 向 外 辐射 了 出 去 ，W 的 


这 一 性 质 来 自 于 已 和 B 的 ~ : 的 行为 . 因 若 互 筷 中 有 一 个 变 成 ~ 三 或 两 个 


都 如 此 , 那么 8 的 行为 将 是 点 或 三, 相应 的 W 将 随 着 半径 的 增 大 而 减少 , 并 最 
终 趋 于 零 . 这 意味 着 在 这 种 情况 下 能 量 并 没有 真正 脱离 电荷 电流 辐射 出 去 . 以 上 的 
讨论 表明 , 在 计算 辐射 场 时 , 在 势 和 场 强 中 , 只 要 保留 ~ > 的 项 就 够 了 . 

(4) 当 而 一 定时 , W 与 wt 成 正比 , 这 显示 出 辐射 总 能 流 随 着 频率 迅速 地 增长 

以 上 各 点 虽然 是 电 偶 极 辐射 场 的 结果 , 但 其 中 前 三 点 反映 了 电磁 辐射 场 的 共同 
特点 . 实际 上 , 只 要 辐射 源 是 在 一 个 有 限 区 域 中 , 并 以 一 定 频率 变化 , 那么 远 处 的 
辐射 场 强 就 将 具有 ~ > 的 行为 , 而 且 等 相位 面 都 是 同心 的 球面 . 辐射 能 流 S 与 球 
面 垂直 , 总 能 流 W 与 所 取 的 球面 半径 尺 无 关 , 而 且 随 着 的 增高 而 迅速 增长 (但 
不 一 定 是 按 w 的 四 次 方 ) 

(5) 的 数 信 随 着 9 的 变化 关系 称 为 辐射 能 流 的 角 分 布 . 能 流 的 角 分 布 反映 了 不 
同类 型 电磁 辐射 的 具体 特点 , 例如 电 偶 极 辐射 的 角 分 布 就 与 电 四 极 辐射 的 不 同 . 通 
过 从 实验 上 对 辐射 角 分 布 以 及 电磁 场 偏振 方向 的 测量 , 可 以 给 出 辐射 类 型 的 知识 
对 于 电 介 极 辐射 , 当 P 在 极 轴 方 向 时 , 到 的 偏振 方向 是 0 方向 而 BB 是 x 方向 , 角 
分 布 的 函数 关系 是 sin?6, 能 流 的 周期 平均 值 如 图 4.2.2 所 示 . 我 们 看 见 , 在 平行 于 
偶 极 矩 的 方向 , 能 流 密度 为 零 , 而 在 垂直 方向 能 流 密度 最 大 . 


4.2.3 ”展开 条 件 


下 面 我 们 对 p 和 7 的 展开 条 件 作 进一步 的 讨论 . 仍 考 察 一 定 频率 的 情况 , 并 如 
同 式 (4.2.14) 那样 , 对 时 间 因 子 采 用 复数 表示 , 于 是 有 


pz,t)=pr)e jr,t) = jr et. (4.2.23) 
因而 (下 式 中 的 部 与 的 意义 , 可 参见 图 4.2.1) 


p (® t— <) =p(x')Jei(tR-wt) 
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一 p(z')ei(kr 一 beik(R7) ， 


了 (et- 3) =j (x eR 
=j (2)ei(t" ot) eik( Rr) . 
Pp 


Di 


图 4.2.2” 电 偶 极 辐射 能 流 的 角 分 布 
不 难 证 实 , 式 (4.2.3) 中 的 展开 , 在 此 情况 下 就 是 将 因子 ex(8-") 作 泰 勒 展 开 : 


eiktR-7) = 1 +ik(R—7)+.…. 


从 图 4.2.1 不 难看 出 R 一 + = 一 r/. 一， 于 是 上 式 可 化 为 


eikCR-m 一 工 一 这 


一 十 … (4.2.24) 


此 展开 式 迅速 收 伍 的 条 件 是 k(R -7) 比 1 小 得 多 . 由 于 RR 的 量 级 为 小 区 域 的 
线 度 A, 而 二 区 = 元， 和 称 为 约 化 波长 , 故 上 述 迅速 收 剑 条 件 相 当 于 


kAK1l 或 A 之 入 ， (4.2.25) 


即 小 区 域 线 度 比 所 发 射 波 的 约 化 波长 小 得 多 . 

从 物理 上 来 说 , e*(R8-") 中 的 (RR 一 +) 代表 由 于 波 程 差 (R 一 7) 而 引起 的 相位 
值 的 差异 (参见 图 4.2.1), 因而 只 有 波 程 差 (其 量 级 为 A) 比 约 化 波长 x 小 得 多 时 ， 
我 们 才能 取 展 开 中 的 最 大 项 而 略 去 以 后 的 项 . 

综合 前 面 的 分 析 , 对 于 区 域 “ 小 ”的 标准 , 我 们 总 共 得 到 了 两 个 条 件 即 式 (4.2.4) 
和 (4.2.25). 在 这 两 个 条 件 中 , 式 (4.2.25) 又 是 主要 的 . 因为 当 我 们 计算 辐射 场 时 ， 
总 可 以 要 求 + 须 足 够 地 大 , 使 得 式 (4.2.4) 满足 . 至 于 式 (4.2.25) 的 情况 就 不 同 了 ， 
一 个 辐射 源 的 波长 是 由 它 本 身 的 性 质 决 定 的 , 这 里 没有 我 们 选取 的 余地 . 
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以 上 讨论 表明 , 我 们 不 能 抽象 地 讲 一 个 区 域 很 小 . 在 物理 学 中 ,“ 小 还 是 不 小 ” 
总 是 要 有 具体 的 标准 . 在 这 里 , 标准 主要 就 是 式 (4.2.25). 例如 原子 算 不 算 小 区 域 电 
荷 体系 , 要 看 “发 光电 子 ” 的 轨道 的 有 效 半径 与 它 所 发 光 的 波长 的 比值 来 定 . 一 般 
说 来 , 对 于 原子 的 发 光 , 式 (4.2.25) 是 满足 的 , 因而 电 偶 极 辐射 的 确 是 最 主要 的 . 如 
果 我 们 用 Zere 代表 有 效 核电 荷 (对 于 价 电子 ,Zeg ~ 1, 对 于 愈 内 层 的 电子 ,Ze 愈 
大 , 最 内 层 的 电子 的 Zer ~ 2, 2 为 原子 序数 ), 用 4 代表 发 光电 子 轨道 的 有 效 半 
径 , 那么 粗略 的 估计 是 


< 入 
由 此 式 可 见 , 只 是 重 元 素 原 子 的 X 光 发 射 , 条 件 式 (4.2.25) 才 不 满足 . 这 种 情况 仍 
当 作 小 区 域 体系 就 不 合适 了 (尽管 该 原子 很 小 ). 

对 于 原子 核 的 辐射 , 条 件 式 (4.2.25) 一 般 也 都 成 立 . 但 由 于 一 些 具 体 原因 , 常 
使 得 电 偶 极 辐射 受到 抑制 , 这 时 展开 式 的 下 一 项 ( 磁 偶 极 和 电 四 极 辐射 ) 就 将 变 得 
比较 重要 了 中 . 

下 面 , 让 我 们 来 指明 在 交 变 的 电荷 电流 所 产生 的 电磁 场 中 , 辐射 场 占 主要 地 位 
的 范围 . 不 难看 出 , 在 定 频 情况 下 , 式 (4.2.7) 所 示 20) 两 项 的 比值 是 kr, 因而 在 


hir 交 1 或 7 交 六 (4.2.26) 
区 域 (上 式 中 X 三 去 , 称 约 化 波长 )， 第 二 项 就 比 第 一 项 大 得 多 .实际 上 无 论 是 在 


势 还 是 在 场 强 中 , 正比 于 > 项 与 正比 于 与 项 的 比值 都 具有 这 个 量 级 , 因而 在 符合 
式 (4.2.26) 条 件 的 区 域 中 , 辐射 场 就 是 主要 的 . 这 个 区 域 通常 称 为 波 区 . 
在 离 电荷 电流 较 近 的 地 方 , 即 满足 
Mr el 或， rr 入 (4.2.27) 


的 区 域 ( 设 > 仍 比 4 大 得 多 ), po) 中 的 第 一 项 不 仅 成 为 主要 的 , 并 且 推 迟 因 子 ei*" 
也 可 以 近似 地 用 1 代替 . 于 是 


P(t). 
pV (gt) 2 (4.2.28) 
此 区 域 中 的 电场 强度 主要 是 由 标 势 贡献 的 ， 即 矢 势 的 贡献 可 以 略 去 ， 于 是 有 
EN,t) Sy (加) . (4.2.29) 


@ 虽然 原子 和 原子 核 的 辐射 要 用 量子 理论 来 处 理 ， 但 量子 理论 结果 与 经 典 理论 结果 之 间 有 一 种 对 应 
关系 . 
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它 与 静电 偶 极 子 的 场 相似 , 唯一 差别 就 在 于 偶 极 矩 不 是 固定 值 而 随 着 t 变化 . 另外 ， 
磁 感 强度 B 比 起 电场 强度 妞 要 小 得 多 : 

BD < ED, (4.2.30) 


因而 在 此 区 域 , 主要 就 是 与 静电 偶 极 子 相似 的 电场 , 只 是 电 偶 极 和 矩 要 取 为 随时 间 变 
化 的 值 . 

一 般 说 来 , 不 论 + 是 否 比 4 大 得 多 , 只 要 条 件 式 (4.2.25) 成 立 , 则 在 式 (4.2.27) 
所 限定 的 范围 内 , 推迟 效应 就 可 略 去 , 于 是 有 


ond | pT) 7 
A(z,t) :i Id 


如 果 7 又 基本 上 构成 闭合 的 流动 , 那 此 区 域 就 成 为 第 三 章 所 说 的 似 稳 场 区 . 


(4.2.31) 
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当 小 区 域内 电荷 分 布 的 电 侦 极 矩 等 于 零 、 或 由 于 某 种 具体 原因 使 其 数值 很 小 、 
从 而 电 偶 极 辐射 受到 抑制 时 , 我 们 就 必须 考虑 4 和 w 展开 式 中 的 下 一 项 , 即 4 人 9) 
和 pl?, 所 得 出 的 结果 即 为 磁 偶 极 辐射 和 电 四 极 辐射 . 

在 本 节 中 我 们 将 继续 用 前 节 对 推迟 势 的 泰勒 展开 , 对 磁 偶 极 和 电 四 极 辐射 进行 
讨论 . 在 下 一 节 里 再 介绍 一 种 更 加 一 般 的 多 极 场 展 开 方法 , 来 系统 地 处 理 多 极 辐射 
的 问题 . 

我 们 先 考 察 电荷 电流 以 一 定 频率 w 变化 的 情况 , 并 假定 区 域 线 度 4 比 约 化 波 
长 入 小 得 多 (X = XM2r 即 1/%)， ) 和 人 的 性 到 (4.2.24). 这 样 , 当 我 


们 只 保留 = 的 项 时 (如 前 所 述 , 只 是 > 的 项 对 辐射 有 贡献 , 见 式 (4.2.22) 下 第 (3) 
条 ), 就 得 出 


A = je) dr 


i(kr—wt) 
= i 2 oe . 一. (4.3.1) 中 
c rr 和 


k @i(kr wt) 
mntk 


2(2) 可 通过 洛 伦 兹 条 件 
VvV.A® -这 of) =0 
Cc 


QD 最 后 一 式 方 括号 内 的 Jr” 代表 并 矢 , 其 中 两 个 矢量 的 排列 次 序 是 重要 的 , 因 jr 取 rj. 
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用 4G) 表示 出 来 , 结果 即 为 
20) = -ziV . A2). (4.3.2) 
为 了 计算 442), 我 们 把 式 (4.3.1) 中 的 被 积 函 数 jx) 写成 对 称 和 反对 称 两 部 


分 的 台 加 , 即 ， ， 
jr = 07 +7) + ai 7) (4.3.3) 


上 式 中 反对 称 的 项 对 式 (4.3.1) 右 方 积分 的 贡献 是 
中 EC -< 人 Ge 
一 3 | xj)x dr 


=c ， (4.3.4) 


其 中 


1 , 
m 一 去 |" xjar， 


为 该 电流 分 布 的 磁 偶 极 矩 . 将 式 (4.3.3) 和 (4.3.4) 代入 式 (4.3.1), 得 出 反对 称 项 对 
A 的 贡献 为 | 
AQ® = pe mx 了， (4.3.5) 
Tr 7 


4G) 的 脚 标 m 代表 磁 偶 极 势 , 因为 该 势 是 由 系统 的 磁 偶 极 矩 m 决定 的 , 相应 的 标 
势 pB) 在 只 保留 > 的 项 时 将 等 于 零 : 


p62 = 0, (4.3.6) 


因为 只 保留 2 项 时 


Vv. A =—ik[Vei(kr-%t)] . 一 5 了 
— k2ei(kr—wt) © , mmx" 
了 72 
=0. 


于 是 按 式 (4.3.2) 即 得 出 式 (4.3.6). 式 (4.3.5) 和 (4.3.6) 就 是 磁 偶 极 辐射 的 矢 势 和 
标 势 . 
再 来 看 式 (4.3.3) 中 对 称 的 部 分 , 它 可 以 表示 成 


1 ，， 1, 
5Gr +7j) = 57 V(r'r). (4.3.7) 
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因为 根据 运算 规则 , 上 式 右 方 中 的 V' 将 分 别 作用 到 前 后 两 个 ~” 上 , 而 点 乘 号 应 当 
总 保持 在 了 与 V' 之 间 , 即 


jvV (rr) = (Vr)r +r (I Vr), 
再 利用 (下 式 中 的 工 代 表单 位 张 量 , 即 式 (B.22) 中 的 大) 
V'r = 工 了 . 工 一 也 


就 得 出 式 (4.3.7). 将 式 (4.3.7) 代入 式 (4.3.3) 右 方 第 一 项 , 再 代入 式 (4.3.1) 的 积分 
中 , 即 得 
下 er"+raar = 3 | j- Vr’)dr 
= i|v (jr'r dr 
- i|™ .j)r'rdr. (4.3.8) 


上 式 右 方 第 一 项 通过 变换 成 面积 分 可 扩展 到 无 穷 远 面 上 而 化 为 零 ( 因 7 在 无 穷 远 
处 为 零 ), 第 二 项 利用 电荷 守恒 定律 化 成 


: | 1 i2Q 
这 | '6 
一 一 这 (+i rear ， 


Q 三 3| erar， 


其 中 


D= | pl3r'r’ — rT)dr’, 


Q 和 卫 分 别称 为 “未 约 化 的 电 四 极 矩 ”和 电 四 极 矩 . 将 以 上 结果 代入 式 (4.3.1), 即 
得 式 (4.3.3) 右 方 对 称 部 分 对 4 人 的 贡献 为 (加 脚 标 是 因为 它 与 电 四 极 矩 相关 ) 


大 2 ei(kr—wt) 


ADp=— 6 Qnr 
i(kr—wt) . 
= 一 Se 7 - (> .ar + Tr | par) ， (4.3.9) 
其 中 , mv 代表 r 方向 单位 矢量 . 相应 的 pp 等 于 
2 i(kr—wt) 
PD=— on, “ Q “Nr) 
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2 ,i(kr—wt) 
二 了 一 一 [ee .D.nr)+ [par . (4.3.10) 


在 静电 四 极 子 势 的 表达 式 中 ，Q 可 简单 地 换 成 D( 参 见 第 二 章 式 (2.6.8) 和 
(2.6.9)), 而 在 式 (4.3.9) 和 (4.3.10) 中 却 要 多 出 一 个 仿 | "pe ar 的 项 . 这 是 因 


为 在 2.6 节 中 , Q 是 与 vv 两 次 点 乘 , 而 vv 的 对 角 项 之 和 在 + #0 处 又 恒 
为 零 的 缘故 .这 里 的 情况 不 同 , 多 出 的 项 并 不 为 零 . 不 过 , 这 里 所 多 出 的 项 对 场 强 
马 和 B 并 无 贡献 , 因为 可 以 通过 一 个 规范 变换 把 它 消去 . 为 此 , 只 要 取 规 范 变 换 函 
数 为 


ikg ei(kr—wt) 
PT Tr 
其 中 
g= | oar (4.3.11) 
变换 后 的 Ap 和 pp 即 为 
k2 @i(kr—wt) 
Ap 一 一 6 7 D. nr, 
k2 @i(Rr—wt) 
wD 三 一 宇 (nr Dnr). (4.3.12) 


(Am, pm) 和 (Ap, wDp) 就 是 我 们 所 说 的 磁 偶 极 辐射 场 的 势 和 电 四 极 辐射 场 的 势 , 它 
们 分 别 与 体系 的 磁 偶 极 矩 和 电 四 极 矩 相 联系 . 不 难得 出 , 以 上 关于 这 两 种 势 的 结果 
可 以 写成 


or ， (4.3.13) 


(4.3.14) 


这 种 形式 的 优点 是 , 它 具 有 较 广 泛 的 适应 性 . 因为 它 不 要 求 m 和 D 具有 确定 的 频 
率 , 我 们 可 以 将 它们 作 傅 里 叶 展 开 , 只 要 对 频谱 范围 中 的 重要 成 分 , 条 件 式 (4.2.24) 
满足 , 这 时 , 对 其 中 每 一 傅 里 叶 分 量 就 可 按 前 述 办 法 来 处 理 , 然后 再 将 结果 和 又 加 起 
来 . 合 加 的 结果 就 可 以 表示 为 式 (4.3.13) 和 (4.3.14). 
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有 了 势 的 表达 式 , 通过 矢量 运算 即 可 以 求 出 辐射 场 的 场 强 ， 对 于 磁 偶 极 辐射 ， 
结果 为 


_ (ma) mm _ 训导 (4.3.15) 


当 m 在 一 确定 方向 上 以 一 定 频率 变化 , 即 
m(t) = moe it (4.3.16) 


时 , 如 取 mo 的 方向 为 极 轴 方向 , 则 电场 只 有 x 分 量 , 磁场 只 有 9 分 量 , 具体 表达 
式 为 


w2mosing ei(kr—wt) 
= 一 一 一 一 一 一 px， 


C2 7 
4.3.17 
2yposing ei(kr ( ) 


B 
™ C2 7 
将 上 式 与 式 (4.2.17) 相 比较 可 以 看 出 , 磁 偶 极 辐射 场 的 方向 因子 与 电 偶 极 辐射 场 的 
相同 , 但 偏振 方向 不 同 . 实际 上 , 两 种 情况 的 E 和 B 互 换 了 地 位 . 如 果 我 们 将 电 偶 
极 辐射 中 的 PP 换 成 磁 偶 极 矩 mm, 并 作 代 换 


Ep 一 Bn,, Bp 一 —En, (4.3.18) 


就 可 得 到 式 (4.3.17) 中 . 式 (4.3.18) 第 二 式 中 出 现 一 个 负 号 是 合理 的 , 只 有 这 样 才 能 
保证 能 流 的 方向 向 外 . 

以 上 结果 意味 着 , 磁 偶 极 辐射 能 的 角 分 布 与 电 偶 极 辐射 的 相同 , 而且 辐射 总 能 
流 的 周期 平均 值 、 在 mo 一 定时 也 是 与 w 的 四 次 方式 成 正比 . 

下 面 再 来 看 电 四 极 辐射 的 场 强 . 计算 结果 是 : 


五 m 


ne. 


@ 式 (4.3.18) 不 仅 对 于 辐射 场 (m ~ :的 项 ) 成 立 , 对 于 ~ 方 和 二 的 项 亦 成 立 (参见 下 节 )， 
而 在 近 处 (r < 和 , 但 7 仍 比 A 大 得 多 ), Bm > Bm, 而 且 近 处 Bw 与 静 磁 偶 极 子 的 场 相似 , 只 是 其 中 mm 


是 t 的 函数 , 即 在 近 处 
Bmn(z,t) ry (=) =yx (7) . 


7 
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Bp = (GAG) Re bbe (4.3.19) 


上 式 表明 Ep 是 -也 中 的 垂直 于 ” 的 部 分 , 而 Bp 等 于 mr x 忆 p. 在 电荷 分 
布 以 一 定 频率 变化 、 并 具有 轴 对 称 性 的 情况 下 , 如 取 展 开 点 在 对 称 轴 上 、 并 以 对 称 
轴 为 zs 轴 , 则 (参见 2.6 节 ) 电 四 极 矩 将 具有 下 述 简单 的 形式 


1 1 ， 
Dt) = (zm 一 3"2n2 十 nons ) Doe et 


一 ( 十 zsna) Doeit. (4.3.20) 


当 采 用 球 坐 标 时 , 利用 ms = cos0mn 一 sin9mo, 就 得 出 


ik3sin20,、 ei(k"—wt) 
D=———Do 
8 7 


720， 


4.3.21 
@i(kr—wt) ( ) 


和 3 和 
_ik ep, - 
我 们 看 见 , 它 同 式 (4.2.17) 所 给 出 的 电 偶 极 辐射 场 相 比 , 偏振 方向 是 相同 的 , 但 方向 
因子 不 同 , 场 强 对 频率 的 依赖 关系 也 不 同 . 低频 时 它 较 小 , 但 随 着 频率 的 增长 较 快 . 
能 流 密 度 的 周期 平均 值 中 为 


BDp = 


92X， 


ww67T2 
(3S) = B13sin 20mr、 (4.3.22) 
角 分 布 的 情况 如 图 4.3.1 所 示 . 极 轴 

平均 辐射 总 能 流 W 不 难 从 (S) 求 出 , 结 
果 是 


weD2 
= F4005 (4.3.23) 


我 们 看 到 , 当 Do 一 定时 , W 与 w 的 六 次 方 成 正 /7 


比 , 从 而 它 在 低频 时 要 比 电 偶 极 辐射 的 w 小 , 但 
随 频 率 的 增长 要 比 电 偶 极 辐射 的 要 快 (当然 , 频 
率 的 增长 有 一 个 限度 , 即 其 相应 的 入 要 保持 比 
小 区 域 大 得 多 ). 4.3.1 


@ 同 前 一 样 , 应 先 对 场 强 取 实 部 再 相 乘 以 得 出 能 流 . 
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4.4 多 极 场 和 多 极 辐射 的 一 般 理论 


ik 
在 上 两 节 中 ,如 式 (4.2.1) 下 所 述 ,我 们 是 用 泰勒 展开 的 方法 (即将 < 在 参考 点 


处 对 xz' 作 素 勤 展开 ) 来 处 理 电 偶 极 辐射 、 磁 偶 极 辐射 和 电 四 极 辐射 的 .这 种 方法 比 
较 简 明 , 但 也 存在 着 一 些 缺 点 和 局 限 性 . 首先 , 在 处 理 较 高 次 的 展开 项 时 , 需要 将 磁 
多 极 部 分 和 电 多 极 部 分 分 解 开 ， 这 种 分 解 是 逐个 进行 的 , 次 数 愈 高 工作 量 愈 繁复 . 
其 次 , 只 当 体系 线 度 比 约 化 波长 小 得 多 时 , 这 种 展开 才 收 和 敛 得 比较 快 . 如 果 约 化 波 
长 短 到 同体 系 的 线 度 相当 , 应 用 这 种 展开 就 不 太 适 宜 . 最 后 , 可 能 也 是 最 重要 的 , 那 
就 是 从 发 射 的 电磁 波 的 性 质 来 看 , 在 泰勒 展开 的 高 次 项 中 , 有 一 部 分 电磁 波 具 有 与 
低 次 项 的 电磁 波 相同 的 特点 (如 有 同样 的 角 分 布 和 偏振 方向 ). 因此 更 合理 的 方式 
是 把 这 些 特点 相同 的 电磁 波 合 并 在 一 起 @. 这 就 是 本 节 中 所 要 讲 的 多 极 场 以 及 用 多 
极 场 来 展开 的 方法 . 它 不 仅 在 物理 上 更 加 合理 , 而 且 能 系统 地 进行 处 理 , 收敛 性 也 
要 好 些 , 即使 体系 的 线 度 达到 与 约 化 波长 同 量 级 时 , 只 取 前 一 二 项 也 常常 还 能 得 到 
较 好 的 近似 结果 . 


4.4.1 标量 球面 波 和 矢量 球面 波 


在 讲 多 极 场 以 前 , 我 们 先 来 讨论 波动 方程 的 球面 波 解 . 取 球 坐标 系 , 其 中 三 个 
坐标 为 (7r, 9,X). 设 在 7 > 0 的 区 域 ” 满足 齐 次 波动 方程 (在 + = 0 的 点 即 坐 标 原 
点 不 要 求 满足 , 因为 在 该 点 允许 有 点 源 存在 ) 


_1%y 
c2 O12 


当 我 们 考虑 具有 确定 频率 的 场 函 数 ®@ 


V2p =0, (r>0). (4.4.1) 
p= p(T)e et (4.4.2) 
时 , 式 (4.4.1) 即 化 为 亥 姆 霍 兹 方程 


(V2 +j2)olz) =0， (rr>0). (4.4.3) 


@ 本 节 内 容 中 , 数学 的 分 量 较 重 , 初学 的 读者 可 以 跳 过 去 . 特别 是 其 中 第 二 小 节 . 

@ 这 在 量子 理论 中 更 加 重要 , 因为 在 量子 理论 中 , 粗略 地 说 , (4, wp) 或 (E, B) 代表 光子 的 波 函 数 , 而 
角 分 布 和 偏振 方向 这 些 特 点 就 反映 光子 的 具体 运动 状态 ， 如 光子 的 总 角 动 量 、 总 角 动 量 的 极 轴 分 量 以 及 宇 
称 等 . 

图 如 式 (3.5.36) 上 面 所 述 , 在 本 书 中 我 们 用 e -it 来 表示 定 频 场 随时 间 的 变化 , 是 为 了 处 理 上 的 方便 . 
实际 的 结果 只 是 计算 结果 的 实 部 . 
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用 球 坐 标 分 离 变 数 法 可 以 求 出 p 的 下 述 形式 的 特 解 : 
p= fi(r)Yim(0, X), (4.4.4) 


其 中 的 Yom 代表 球 函数 , 在 第 二 章 中 我 们 已 经 用 过 , 不 过 在 这 里 我 们 采用 了 复数 的 
形式 (为 了 同 量子 力学 和 原子 核 物理 学 中 用 的 一 致 ): 


(21+1)(—m)! 
4r (Ll+m)! 


Yim(0, X) = PP(cosb)jeimx， lg<m<l. (4.4.5) 


对 于 一 定 的 i(l 取 0 或 正 整 数 ), 共有 21 + 1 个 函数 ( 因 m 有 2 +1 个 取 值 ), 它们 
是 2.4 节 中 的 YL 和 Yf2 的 重新 组 合 0. 式 (4.4.4) 中 的 访 (r) 有 二 个 独立 取 值 :; 


fi (7) 一 ji(kr), ni (kr), (4.4.6) 


ji 和 nm 分 别 为 球 贝 塞 尔 函数 和 球 诺 埃 曼 函 数 . 它们 的 具体 表述 式 可 参见 数学 物理 
方程 的 教材 , 这 里 就 不 列 出 了 . 另外 , fi 的 二 个 独立 表达 式 也 可 以 取 作 两 个 球 汉 克 
尔 函 数 ， 

fi(r) = htD(pr)， hl (kr). (4.4.7) 
式 (4.4.6) 和 (4.4.7) 两 组 解 之 间 的 关系 是 


ht0(z) = ji(z) +i nz(z)， 
hl? (2) = ji(z) —i nz(z), 


上 述 关系 类 似 于 (eikz,er-iiz) 与 (cosz, sinz) 之 闻 的 关系 . jni 与 htb,ht2) 在 |z| 大 
时 (|z| 六 D) 的 渐 近 式 也 正好 可 以 用 三 角 函 数 和 指数 函数 表示 出 来 : 


2 一 kr. (4.4.8) 


) : 时 
2 当 |z| 光 RR 时 ， (4.4.9) 
hf (z) ~ ee- 宇 ， 


hf2) (z) ~ Ze- 二 :mm) . 


Q@ 在 2.3 节 中 , 对 于 一 定 的 /, Y(2 和 Y(2 一 共 也 是 21 十 1 个 , 因 那 里 n 取 值 的 范围 是 0 < n < 1 
而 且 当 = 0 时 , Y(2) 又 等 于 零 . 另外 , 式 (4.4.5) 中 系数 是 取得 使 Yim 满足 下 述 正 交 归 一 条 件 : 


| Ym (9， X)YIm (9, Xx)dn 三 6116m’'m.: 
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由 此 可 以 看 出 , 在 配 上 时 间 因 子 e-i2t 后 (如 式 (4.4.2)), jl 和 nz 即 为 驻 波 形式 的 解 
而 ht? 和 hf2) 为 行 波形 式 的 解 . 在 |z| < ! 时 (车 1= 0 则 在 |z| < 1 时 ,) 有 近 
似 式 


2Z! 
MS Bt 


(2) ~ CI 


(4.4.10) 


其 中 
(21+1)!=1.3.5...(21— 1)(2i+1). 


式 (4.4.4) 形式 的 解 为 球面 波 解 的 空间 部 分 . 在 配 上 ewt 因子 后 , hl 和 h 人 2 
分 别 对 应 于 向 外 传播 和 向 内 传播 的 球面 行 波 , 而 ji 和 ni 对 应 的 就 是 两 个 球面 驻 波 . 
这 两 个 驻 波 中 一 个 在 原点 为 零 , 另 一 个 在 原点 发 散 . 分 别 对 应 于 原点 无 和 有 发 射 源 
的 情况 . 方程 式 (4.4.3) 的 一 般 解 可 以 表 成 这 种 球面 波 特 解 的 和 加 : 


eofz) = Dam (kr) + bimni(kr)] Yim(0, x), (4.4.11) 
lm 
或 者 
p(z) = Dalimh (kr) + bimhl? (kr)] Yi (0, X). (4.4.12) 
Um 


下 面 再 来 看 矢量 函数 4 的 情况 . 同样 , 假设 在 > > 0 区 域 4 满足 齐 次 波动 方 
程 . 我 们 仍 考虑 频率 一 定 的 情况 , 这 时 波动 方程 同样 化 为 交 姆 霍 兹 方程, 情况 与 标 
量 场 相似 (参见 式 (4.4.3)). 亦 即 


(V2+k2)A=0,  (r>0). (4.4.13) 
因而 可 以 仿照 式 (4.4.11) 或 (4.4.12) 用 球 函 数 来 展开 . 如 果 我 们 取 驻 波 型 特 解 : 


Tihs 一 ji(kr) Yim (6, Xn 


Th; = mi (br) Yim (0, x), 1 (4.4.14) 
则 式 (4.4.13) 的 一 般 解 就 是 
3 
和 = >》, D(armi Thm 十 brmiTh;). (4.4.15) 


Lm i=1 


当然 , 我 们 也 可 以 将 式 (4.4.14) 中 的 j 和 nm 换 成 ht 了 和 hf2), 这 样 得 到 的 就 是 一 
组 行 波 型 特 解 . 一 般 的 解 也 可 以 用 它们 来 展开 . 
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对 于 固定 的 (l,m), 特 解 TY 共有 三 个 , 为 了 使 三 个 特 解 具 有 更 明显 的 物理 
特征 , 我 们 将 从 每 个 标量 波 ji(kr)Yzm(9, Xx) 作出 另外 三 个 矢量 波 独立 解 页 jmsi = 
1,2,3. 它们 分 别 满足 

V .Xi = VX = 0, 
Vv x Xs =0. (4.4.16) 


即 前 二 个 满足 横 波 条 件 , 后 一 个 满足 纵波 条 件 . 对 于 m(ir)Ymm(9,xX) 可 同样 处 理 . 

纵波 解 可 直接 取 为 ~ V(jrYi). 由 于 算 符 V 与 拉 普 拉 斯 算 符 V? 可 以 对 易 ， 
不 难看 出 VGiYim) 的 确 满足 交 姆 置 效 方程 式 (4.4.13). 横 波 解 则 需要 先 将 jiYim 乘 
上 某 个 适当 的 矢量 函数 f(z) 作成 F(z), 然后 再 通过 取 旋 度 作出 (因为 Y x F(z) 
恒 满 足 散 度 为 零 ). 当然 , 此 矢量 要 选取 得 适当 , 使 得 所 得 到 的 结果 能 够 满足 方程 式 
(4.4.13). 最 简单 的 选择 方法 是 取 为 f 为 一 常 矢量 . 不 过 对 于 多 极 场 , 了 的 适当 选择 
是 矢量 , 即 第 一 个 横 波 解 了 X 污 1 选取 为 V x (jiYim7). 第 二 个 横 波 解 可 通过 对 上 
述 第 一 个 横 波 解 Xj,1 再 取 一 次 旋 度 来 得 出 . 

利用 V x r = 0 和 矢量 分 析 中 的 公式 , Y x (jirYimr) 可 化 为 [YGiYim) xm 即 
一 7 x V(j1Yim). 我 们 将 引入 一 个 (无 量 纲 的 ) 算 符 工 , 其 定义 是 中 


L=—irxYVY. 


利用 球 坐 标 系 中 关于 Vv 的 公式 (参见 附录 A), 即 得 在 球 坐 标 系 中 
0 1 8 1 8 


3 二 nx7sm 0 0 
L=-i (mx 元 - mig 训 ) . (4.4.17) 
于 是 上 述 横 矢量 球面 波 在 加 上 适当 的 常数 因子 后 即 为 @: 
1 . 
TT mb, X)) 


加 1 
和 二 了 
第 二 个 横 矢 量 球面 波 可 通过 对 上 式 取 旋 度 得 出 : 


XI, = iz™ x XL (4.4.18b) 


J -一 
Xini 


ji(kr) LYim(0, Xx). (4.4.182) 


加 过 与 量子 力学 中 的 轨道 角 动量 算 符 相 差 只 是 一 个 常数 友 不 过 在 这 里 我 们 并 不 需要 作 此 联系 . 
加 工 只 包含 对 角度 的 微 商 ， 故 在 下 面 的 式 (4.4.18) 中 , j 可 移 到 工 的 前 面 ， 另 外 , 在 1 二 0 时 ,Yim 
等 于 常数 充 : 因而 相应 的 两 个 横 波 解 都 等 于 零 ， 于 是 两 个 横 波 解 都 只 从 1 二 1 算 起 .这 样 加 上 常数 因子 


TT 二 二 并 不 会 引起 发 数 的 问题 当 1 一 0 时 ， X 沁 1 和 下 面 的 ZX 也 2 都 定 义 为 
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除 以 因子 是 使 它 与 X71 具有 相同 的 量 纲 . 至 于 纵波 解 , 显然 即 为 
Xi = ® Vi(kr)Yim (0, xX)]. (4.4.18c) 


Xim( 其 中 m = 1,2,3) 都 与 j/Yim 具有 同样 的 量 纲 . 工 实际 上 它 就 是 量子 力学 中 的 
轨道 角 动 量 算 符 , 两 者 只 差 一 个 常数 . 工 与 算 符 V? 是 可 对 易 的 , 即 


VL= LV. (4.4.19) 


上 式 证 明 并 不 困难 : 先 看 工 的 任 一 直角 分 量 如 L1, 由 式 (4.4.17) 


. 0 0 
Li 一 一 1 (= 过 一 了 3 二) 了 (4.4.20) 
通过 直接 微 商 就 可 得 出 : 对 于 任意 函数 yp 
Vi(Li9p) = Di(V2o). 


这 就 表明 算 符 Li 与 V? 可 以 对 易 . 同样 I。 和 Ls 也 如 此 , 因而 就 得 出 式 (4.4.19). 
由 式 (4.4.19) 即 可 得 出 , 义 沁 1 的 确 是 率 姆 霍 效 方程 的 解 . 另外 , V2 显然 是 与 
旋 度 运算 可 对 易 的 , 故 瑟 所 同样 满足 亥 姆 霍 兹 方程 . 
3 (4 4.18) 中 的 ji 换 成 m、hl 和 h(2), 并 将 所 得 出 的 结果 分 别 用 XN，、 
A XL, 表示 (其 中 i = 1,2,3). 则 它们 也 都 是 方程 (4.4.13) 的 特 解 (在 > = 0 
它们 是 发 散 的 . 参见 式 (4.4.10) 及 式 (4.4.8)), 并 在 > > 0 区 域 满足 
Vv. XN,=V.X),= Vv.XL,=0, (i = 1,2) 
(4.4.21) 
V x XNs = Vx Xs = Vx XE,=0, 
即 i = 1,2 时 它们 都 为 横 场 , i = 3 时 都 为 纵 场 . 
特 解 瑟 p; 和 外 六 (i = 1,2,3) 构成 了 方程 式 (4.4.13) 解 的 一 个 正 交 完全 集合 ， 
Im; 和 四 坟 (i = 1,2,3) 也 如 此 , 因而 式 (4.4.13) 的 一 般 解 可 以 表 为 


3 
4= 2 >》 (Qtmi¥ im + bmiX thni), (4.4.22) 


lm 《一 | 


3 
A= > >》 (cmiXim + dimi Xii). (4.4.23) 


l,m i=1 
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4.4.2 ”电场 和 磁场 的 多 极 展开 


我 们 先 将 源 以 外 区 域 的 电磁 矢 势 4 用 式 (4.4.22) 或 式 (4.4.23) 来 展开 . 在 4 
完全 是 由 有 限 区 域 Y 内 电荷 电流 产生 的 情况 下 (我 们 可 把 V 取 作 球形 , 即 取 适当 
的 半径 R, 把 电荷 电流 都 包 于 其 内 ), 在 区 域 V 之 外 , 只 有 向 外 传播 的 球面 波 , 这 时 ， 
采用 式 (4.4.23) 比较 方便 , 因 其 中 的 XE，; 项 ( 它 含有 hf2 (kr), 乘 上 e-it 因子 后 
即 显示 为 向 内 传播 的 球面 波 , 参见 式 (4.4.9) 第 四 式 ) 将 不 出 现 . 于 是 在 + > R 的 区 
域 有 , 

4 一 》 >》 am 和 lai (4.4.248) 


lm i=1 


其 中 
1 


ViU+1) 
Xim2 = xv x Xin (4.4.24b) 


1 
Xlns = EV bt (kr) Yam (2, x)]. 


XI 一 hl (kr)LYim(0, XO) 


相应 的 磁 感 强度 为 
B= > amiY x 和 


Lm i=1,2 


上 式 右 方 只 有 两 项 , 因 4 中 的 前 两 项 为 横 场 , 取 旋 度 后 不 为 零 , 而 i = 3 的 项 为 纵 
场 , 取 旋 度 后 等 于 零 . 与 式 (4.4.18) 中 的 也 ; 相似 , X11 与 Xs 之 间 也 满足 类 
似 的 关系 , 即 

Vv x XI 一 一 达成 1 ，. (4.4.25) 


从 上 式 还 可 得 出 (利用 V .天 fui = 0) 


i i 
Vx Xl = VX (VX Xl) = -FV Xim 


= 大 天] (4.4.26) 
于 是 我 们 可 将 B 表示 成 
Blz) 二 i》 [amm Xlni(z) 一 aimE ja(z)]， (4.4.27) 
lm 
其 中 
QimE = kaimi, QimM = Kaim2-. (4.4.28) 


这 就 是 磁场 的 多 极 展开 式 . 
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有 了 B 的 展开 式 , 场 强 吾 的 展开 式 即 可 以 直接 从 它 求 出 . 由 于 在 有 限 区 域 V 
以 外 ,了 = 0, 故 可 从 


10E | 
Vx*B-o a ic® 
来 得 出 EE: | 
E=iVxB. (4.4.29) 


天 
将 式 (4.4.27) 代入 式 (4.4.29) 并 利用 式 (4.4.25) 和 (4.4.26), 求 出 的 结果 为 也 


E(z) =i> [emsX ng(7) + omM XH wj . (4.4.30) 
lm 
此 结果 也 就 是 
1 D4， .Ww 
= -= iA, 
cot c 


其 中 的 4, 为 4 的 横 场 部 分 , 即 式 (4.4.24) 中 = 1,2 的 两 项 . 式 (4.4.27) 和 (4.4.30) 
中 所 含 的 


B = iampXim, (4.4.31) 
B 一 —igmE X12 


项 , 通常 称 为 电 2 极 场 , 而 


E= 一 tm Kimz (4.4.32) 
B= iqmM 1m1 

项 , 称 作 磁 2! 极 场 @@. 
我 们 在 前 二 节 中 所 求 出 的 定 频 情况 下 的 电 侦 极 场 和 电 四 极 场 对 应 于 式 (4.4.31) 
在 i= 1 和 1 = 2 时 的 结果 , 而 上 节 所 求 出 的 磁 偶 极 场 就 对 应 于 ! = 1 时 的 式 


(44.32)，( 但 这 里 的 表达 式 为 完整 的 多 极 场 , 而 不 仅 是 其 中 ~ > 的 成 分 ) 不 过 , 该 


处 所 用 的 泰勒 展开 中 的 更 高 级 项 , 情况 就 不 这 样 单纯 了 , 一 些 较 低 次 的 多 极 场 也 混 
杂 于 其 中 , 这 正 是 泰勒 展开 法 不 够 好 的 地 方 . 

下 面 我 们 将 式 (4.4.31) 和 (4.4.32) 与 前 两 节 的 结果 进行 比较 . 先 看 1 二 1,m= 二 0 
的 情况 , 这 时 下 所 即 为 疏 1ol, X12 即 为 下 102. 在 杂交 工时, 利用 he) 的 渐 近 
式 (4.4.9) 以 及 


/3 
Y1i0(9, x) 一 0 (4.4.33) 


G@ 如 前 所 述 , 当 1 = 0 时 , XT = XI = 0, 故 ! 只 从 1 开始 , 也 就 是 从 偶 极 场 开始 .另外 , 径 向 
函数 无 论 是 h(1, 还 是 hf2) ,jt, mt 都 称 为 多 极 场 . 

Q 在 量子 电动 力学 中 , 式 (4.4.31) 和 (4.4.32) 都 相应 于 光子 总 角 动 量 平方 的 本 征 值 为 (1 十 1) 忆 、 总 角 
动量 的 极 轴 分 量 的 本 征 值 为 mi 的 光子 状态 . 但 两 者 字 称 的 本 征 值 不 同 , 前 者 为 (一 1)! 而 后 者 为 (一 1)'+1. 
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得 出 XI 中 ~ 的 项 为 (按照 式 (4.4.24b) 中 第 一 式 ) 


ikr 
XIo = —4/ 守 守 Lceosg, 


其 中 的 工 算 符 由 式 (4.4.17) 表示 , 代入 上 式 并 运算 后 得 


XI01 = -i 3 0 non (4 4.34) 
101 一 8T kr xX" 机 


X102 可 通过 对 上 式 取 旋 度 求 出 (参见 式 (4.4.18b)), 当 只 保留 = 项 时 , 结果 为 


I I 
X10 = 一 mr Xx Xo 


3 eikr 
一 一/— i . 4.4.3 
i4/ Br singng ( 5) 


将 以 上 结果 代入 式 (4.4.31) 并 配 上 因子 ei*t, 即 可 看 出 所 得 的 已 和 B 除 系数 的 表 
示 不 同 外 、 与 式 (4.2.17) 所 给 出 的 电 偶 极 辐射 场 相同 . 同样 , 若 代 入 式 (4.4.32), 即 
得 到 式 (4.3.17) 所 给 出 的 远 区 磁 偶 极 辐 射 场 的 分 布 中 

再 看 1 = 二 2, m = 0 的 情况 , 利用 


/5 /3 1 
Yazo(0,X) = 坪 (Boo 一 3) (4.4.36) 


以 及 球 汉 克 尔 甫 数 hr) 的 渐 近 式 , 即 得 X01 中 ~ = 的 项 为 


Xl, = /sinog 4.4.37 
201 = ~ on Rr Snx: (4.4.37) 


同样 可 求 出 , 在 保留 ~ 的 项 时 


I I 
六 202 一 一 nr X 及 201 


ikpr 
= - V 5 守 sin2gme， (4.4.38) 


代入 式 (4.4.31) 中 并 配 上 因子 eit 除 系数 的 表示 不 同 外 , 即 与 式 (4.3.21) 所 给 出 
的 电 四 极 辐射 场 相同 . 这 也 表明 对 于 轴 对 称 的 电荷 分 布 ， 在 对 称 轴 取 为 极 轴 时 ， 其 
电 四 极 场 即 只 有 【一 2,m 一 0 的 项 , 而 一 般 的 电 四 极 场 则 是 1 一 2,m 二 0, 土 1, 二 2 五 
项 的 和 登 加 . 


@ 当 偶 极 矩 的 极 轴 方 向 时 ， 就 只 有 m = 0 的 项 , 否则 为 m = 0, 土 1 三 项 的 和 加 . 
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前 面 已 经 指出 , 式 (4.4.31) 和 (4.4.32) 不 仅 给 出 波 区 的 场 , 而 且 也 给 出 近 区 的 
场 ， 具体 地 说 , 只 要 + > RR 区 域 没有 电荷 电流 ,那么 该 区 域 场 就 由 式 (4.4.31) 和 
(4.4.32) 表示 , 不 论 是 波 区 还 是 近 区 . 

从 式 (4.4.31) 和 (4.4.32) 还 可 看 出 , 对 于 任意 的 (1,m) 只 要 将 电 多 极 场 中 的 书 
换 成 B, 将 B 换 成 -五 , 就 可 得 出 相应 的 磁 多 极 场 (除了 系数 要 作 相 应 的 改变 以 
外 ). 对 于 偶 极 辐射 这 一 规则 在 4.3 节 中 已 经 给 出 (参见 式 (4.3.18)). 

下 面 的 问题 是 要 研究 , 如 何 从 电荷 电流 的 分 布 来 定 出 系数 aume 和 aimwm. 为 此 
我 们 仍 从 推迟 解 出 发 . 在 除去 e-iwt 因子 后 , 势 可 表示 为 


eikR 
2(Z) =| ot ) -于 dr ， 
1 eikR 
4(z) = | (2) dr (4.4.39) 
_1[. res ， | 


在 上 式 中 , 同 4.1 节 中 的 一 样 , R 代表 从 源 点 xz’ 到 场 点 zx 的 距离 , 即 RR = 
V(z 一 21)2 十 (x2 一 x12)2 二 (zs 一 23)2. 画 数 


ikR 


如 


G(z, x’) = (4.4.40) 
满足 方程 
(V2 + k2)G(z, 2) = 一 4r6(z — 2)), (4.4.41) 
称 为 标量 亥 姆 霍 兹 方程 的 (无 界 空间 中 ) 出 射 格林 函数 . 同样 
G(z,z) = Te (4.4.42) 
满足 
(V2 + k2)G(, 72’) = —4n6(z — 2)], (4.4.43) 


称 为 张 量 (二 阶 张 量 ) 玄 姆 置 效 方程 的 (无 界 空间 中 ) 出 射 格林 函数 . 这 两 个 格林 函 
数 都 可 用 球面 波 展开 , 当 + > "时 其 结果 是 

ik 

于 = i4rk Dji(kr hl) (kr) YE, (0', XYim (0, Xx). (4.4.44) 


lm 


关于 式 (4.4.44) 可 参见 一 般 讲 格林 函数 的 数学 书 . 另外 , 它 实 际 上 也 是 球 汉 克 尔 函 数 h)(5R) 一 
ikR 
A 的 展开 式 , 故 亦 可 从 讲 球 汉 克 尔 函数 的 书 中 查 到 . 至 于 式 (4.4.45) 可 以 参见 , Rose, Multipole Fields 
(第 46 页 和 第 36 页 ), 以 及 Morse and Feshbach, Methods of Theoretical Physics (第 1875 页 及 1865 
页 ). 
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对 于 上 式 , 我 们 可 以 作 如 下 的 理解 : 在 r > ” 的 情况 下 , z 代表 场 变量 , z' 代表 源 变 
量 ; 源 的 径 向 函数 为 驻 波 型 , 由 ji 表示 , 而 场 的 径 向 函数 为 向 外 传播 型 , 由 hl 表 
示 , 从 而 导致 上 式 右 方 的 形式 . 类 似 地 , 张 量 出 射 格林 函数 的 展开 式 为 


=idrk》， > XE, (ze XE (7). (4.4.45) 


l,m j=1 


将 式 (4.4.44) 和 (4.4.45) 代入 式 (4.4.39), 即 可 得 到 


Alz) = © Dlame Xlai(X) 
lm 


+ amM KET) + Qimr XE,a(t)), (4.4.46a) 
以 及 | 
2(z) = > bm ht (kr)Yim(0, xX), (4.4.46b) 
lm 
其 中 ， 
4 
Qim 已 一 开 | ， Xl (x)d7’, 
. 4k? 
QImM —1 一 上 E j (x "). 四 成 2(T )dr ， 
nk (4.4.47) 
QimL = i | io Xs(z dT, 
bim = i4nck? ,feet )YR, (0, )dr/ 
不 难 证 明 
bim = ialmz， (4.4.48) 
因为 按 式 (4.4.18c)， 


| ze， Xa(r)dr 


|x (2) .Vv’ | 起 or )Y (0', x | dr/ 


| et JjYia (0 x) | ar 
-| jE Yi (0 x)ar. 


最 后 表示 式 中 的 前 项 , 通过 变换 成 面积 分 而 化 为 零 , 后 项 利用 电荷 守恒 定律 而 化 为 
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-| pla) )Yia(0,X)ar ,由 此 即 得 出 式 (44.48) 
将 式 (4.4.48) 代入 式 (4.4.46b) 中 , 即将 标 势 p(z) 表示 为 


gz) = 天 > oumihl (er)Yim (0, x). (4.4.49) 
Lm 


从 势 的 表达 式 (4.4.46a) 和 (4.4.49) 求 出 的 电磁 场 强 为 


五 (z) 一 i》 [amma 瑟 fma(z) 十 aimM X12 (2))], 
tm 


(4.4.50) 
B(z) =i) [omm Xlni(?) — atmp Xtalz)]. 
lm 


上 式 与 前 面 已 经 给 出 的 公式 (4.4.27) 和 (4.4.30) 是 一 致 的 . 

我 们 可 以 具体 地 证 明 , 系数 amsg 和 am 在 体系 线 度 比 波 长 小 得 多 时 , 与 ( 约 
化 的 ) 静电 多 极 和 矩 和 磁 多 极 矩 的 分 量 呈 简单 的 线性 关系 . 但 在 体系 的 线 度 较 大 时 情 
况 就 不 同 了 . 这 时 式 (4.4.50) 与 按 静 电 和 静 磁 多 极 矩 展开 式 之 间 的 差别 是 大 的 . 

最 后 , 我 们 再 强调 一 下 . 对 于 远 区 的 辐射 场 , 场 强 对 7 的 依赖 关系 都 是 1/7, 不 
同类 型 辐射 ( 即 各 种 电 多 极 辐射 和 磁 多 极 辐射 ) 间 的 差别 , 都 只 表现 在 它们 的 场 强 
随 (9, x) 的 变化 关系 上 . 


4.5” 半 波长 天 线 的 辐射 


在 本 节 中 , 我 们 来 考察 短波 天 线 的 辐射 . 短波 天 线 的 长 度 1 与 其 辐射 场 的 波长 
同一 量 级 , 一 个 典型 的 例子 是 , ! 为 波长 的 一 半 


@ = 3) 即 所 谓 的 半 波 长 天 线 . 如 图 4.5.1 中 


模 线 所 示 . 图 中 两 纵 线 为 平行 馈线 , 它们 的 间距 
很 小 , 以 抑制 其 上 电流 的 辐射 也 可 用 金属 外 这 
把 它们 包 起 来 以 取得 更 好 的 抑制 辐射 的 效果 . 
在 该 天 线 的 两 个 端点 即 zx 一 好 处 , 电流 
图 4.5.1 半 波长 天 线 及 鲁 线 为 零 , 从 而 天 线 上 的 电流 为 驻 波 . 对 于 半 波长 天 
线 , 其 上 电流 1(z1,) 的 表达 式 即 为 


》A/2 


T(z1,t) = losin (kz 十 7) eiot, -2 <ZX1< 2 (4.5.1) 


严格 来 说 , 天 线 上 电流 由 于 与 辐射 场 的 相互 作用 , 并 不 完全 满足 上 式 , 但 通常 
修正 不 大 . 在 本 节 的 计算 中 我 们 将 不 考虑 这 种 修正 . 
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天 线 上 除 有 电流 以 外 , 还 带 有 电荷 . 设 其 线 密度 为 oz(z1,. 它 代表 单位 长 度 上 
的 电荷 , 则 由 电荷 守恒 定律 


Oo(z1,t) _ _ OI(z1,t) 


ee (4.5.2) 
即 可 求 出 


o(z1,t) = -ieos (kz 十 3) eiot, (4.5.3) 
有 了 电荷 和 电流 分 布 , 利用 推迟 解 公式 即 可 求 出 p 和 4(= hni) 在 t 时 刻 的 


空间 分 布 : 
， ,RR 
A/4 © (eb,t 一 2) 
p(T1, T2, T3,t) -| 一 一 一 一 一 dz 


一 /4 已 


A/4 COs (km 十 7) eikR 
— Toe-iot | 2 


一 一 一 dz1， 
C 一 X/4 RR 1 


HA 
dz1 


] 全 Tc) 
A(zx1, x2, x3, t) -| aa 


1 pp sin (ko 十 7) eikR 
| > 一 do (4.5.4) 


4 


其 中 


R= (zr1— 72) 十 22 十 23. (4.5.5) 


在 远 处 , 即 五 比 天 线 长 度 大 得 多 时 , 不 仅 上 式 分 母 中 的 R 可 以 近似 作 7, 而 且 
分 子 中 的 eika 也 可 作 下 面 的 近似 : 


OikR 一 cikr+ik(R-r) 
尝 eikr 一 ipzicosb 


上 式 中 的 R,r 和 9 如 图 4.5.2 所 示 , 于 是 在 远 处 有 


入 
Do, 4 x , 
p(T1, T2, L3, t) -=i | 、 COS (kz 十 3) x ikeicosb ql 


(4.5.6) 
; 4 i 
A(x1, T2, zx3,t) = er | ， sin (kh 十 了 ) Xx eiksicos0 dg, 
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积分 后 得 出 的 结果 , pg 和 4i 都 只 是 r+、9 和 上 t+ 的 


函数 , 即 
i(kr—wt) 
V /, plr,0,) = 2 a eos (Feos0) 2 一 -， 
A(r,0,t) = cos (Feos0) oe 
9 ™ (4.5.7) 
0 a 上 式 表明 , yp 和 4 都 是 带 复杂 的 方向 因子 的 球 
4.5.2 面 波 . 并 不 是 单纯 的 某 个 多 极 势 . 


从 式 (4.5.7) 可 以 求 出 远 处 的 电磁 场 强度 . 同样 , 我 们 只 保留 ~ : 的 项 . 结果 得 
出 , 电场 只 有 9 方向 的 分 量 , 磁场 只 有 x 方向 的 分 量 , 而 且 Eo 与 Bx 的 值 相等 : 
Eglr, 6,t) = BX(r, 0,t) 


A 
270 cos (5cosb) @i(kr—wt) 
二 ~ 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 . 


c sinbg 7 (4.5.8) 


于 是 远 处 辐射 场 传 播 的 方向 即 为 径 向 . 相应 的 能 流 密度 可 从 上 式 的 实 部 定 出 ， 结果 

即 为 

Rcos? (3cosg) sin? (kr — wt) 
cmsin20 72 . 


它 在 一 个 周期 内 的 平均 值 为 


(4.5.9) 


加 cos (3eos) 1 
5S = 下 一 一 一 二 一 一 一 一 . 4.5.10 
0 2crsin26 72 ( ) 


通过 面积 分 可 以 求 出 辐射 总 能 流 为 
到 = 2 nony — OC;(27)], (4.5.11) 


其 中 的 常数 
Y=1.7811.…， 


函数 Ci(z) 为 余弦 积分 函数 , 其 定义 式 为 


?9 cosv 


5 随 9 的 变化 关系 在 无 线 电学 中 称 为 天 线 的 辐射 方向 特性 . 在 半 波 长 无 线 情 
况 下 其 结果 如 图 4.5.3 所 示 . 从 式 (4.5.11) 我 们 看 到 , 殉 的 值 与 频率 无 关 . 本 来 , 当 


4.5 半 波 长 天 线 的 辐射 . 159 . 


频率 增高 时 , 交 变 电流 的 辐射 能 力 是 增强 的 . 但 由 于 半 波 长 天 线 的 长 度 变 短 , 产生 
了 抵消 的 作用 . 


270° 


图 4.5.3 ” 半 波 长 天 线 的 辐射 方向 特性 (其 中 圆 形 虚线 是 作 比 较 用 的 ) - 


在 无 线 电学 中 , 定义 天 线 的 辐射 电阻 R. 为 一 个 等 效 的 欧姆 电阻 . 该 电阻 上 的 
能 量 损耗 率 与 该 天 线 的 能 量 辐射 率 相等 , 即 


3 RL =TW. (4.5.13) 


因而 对 于 半 波 长 天 线 ， 


R. = 二 [max — Ci(2n)), (4.5.14) 


其 具体 数值 约 为 73.1 欧姆 . 它 定 量 地 描述 了 (通过 式 (4.5.13)) 半 波 长 天 线 的 辐射 
能 力 . 

在 实际 应 用 中 , 还 常 利用 波 的 干涉 性 以 获得 所 需 的 方向 特性 . 例如 两 个 互相 平 
行 的 半 波 长 天 线 4 和 B, 相距 为 4, 其 上 的 电流 振幅 相等 , 但 相位 相差 x/2, 即 


Ta(z1,t) = Iosin (km 十 7) eiwt, 
na (4.5.15) 
TBp(z1,t) = Josin (kz 十 了 ) iotHmya2) 


这 样 , 在 两 天 线 构成 的 平面 中 与 天 线 垂直 的 方位 上 (一 个 方位 对 应 于 正 负 两 个 方 
向 ), 一 个 方向 上 ( 即 图 4.5.4 中 za 方向 上 )4 和 B 的 辐射 场 是 相 消 的 ,因为 天 线 
4 与 天 线 B 上 的 电流 本 来 相位 就 相差 3 当 波 程 差 又 造成 相位 相差 3 时 , 合 起 来 
的 相差 就 是 x, 即 波 的 振幅 相差 一 个 负 号 . 而 在 相反 的 辐射 方向 上 , 波 程 差 造成 相位 
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差 变 为 -7 与 两 天 线 上 电流 的 相位 差 合 起 来 就 


多 等 于 零 , 从 而 4 和 B 的 辐射 场 是 相 长 的 ( 相 长 

) 是 相 消 的 反 意 词 ). 在 za - zs 平面 上 , 辐射 的 方 
向 特性 如 图 4.5.4 所 示 . 

一 利用 更 多 个 天 线 的 相互 干涉 , 还 可 获得 方向 


当天 线 长 度 分 别 为 一 个 波长 、 二 个 波长 和 一 
个 半 波 长 时 , 天 线 的 辐射 方向 特性 (平均 能 流 了 
随 方向 的 变化 ) 如 图 4.5.5 所 示 . 
图 4.5.4 相距 人 的 两 个 平行 的 半 波 。 ”我 们 看 到 , 无 论 天 线 长 度 是 波长 的 半 整 数 倍 
长 天 线 (4 和 妃 ) 辐射 的 方向 特性 ”还 是 整数 倍 , 随 着 > 的 增加 , 辐射 方向 都 朝 着 天 
线 方向 移动 . 


2 ”性 更 强 的 定向 辐射 


270° 90° 


54° 


270° 90° 


忌 


世 ， | 一 十 
= 区 


0° 42° 


270° 90° 


Rs 
[ sa 


180° 
4.5.5 ”不 同 长 度 天 线 的 辐射 方向 特性 
对 于 上 述 三 个 天 线 长 度 即 1 = 和 、 和 2 和 , 辐射 电阻 亦 可 仿 上 求 出 , 分 别 约 等 
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于 200Q、100Q 和 250Q. 无 论 是 半 整 数 波 长 的 情况 还 是 整数 波长 的 情况 , 辐射 电阻 
都 随 着 波长 的 增加 而 增 大 . 
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电磁 波 与 介质 的 相互 作用 是 宏观 电动 力学 中 的 一 个 重要 问题 , 因为 宏观 的 带电 
物质 主要 就 是 介质 . 在 本 节 中 , 我 们 将 通过 对 上 述 相 互 作用 的 讨论 , 给 出 均匀 线性 
介质 中 的 电磁 场所 满足 的 波动 方程 , 并 对 实际 中 常 遇 到 的 定 频 态 电磁 波 作 进一步 的 
研究 . 


4.6.1 ”电磁 波 与 介质 的 相互 作用 


在 导电 介质 中 (绝缘 介质 可 作为 介质 电导 率 等 于 零 的 特殊 情况 ), 电磁 场 会 引起 
电荷 电流 , 这 些 电荷 电流 反 过 来 又 产生 电磁 场 , 因此 彼此 是 相互 作用 的 . 处 理 这 类 
问题 时 ,需要 将 电磁 场 方程 和 介质 电磁 性 质 方程 以 及 电荷 守恒 定律 联系 起 来 求解 . 
由 于 介质 性 质 方程 用 场 强 表 示 比 用 势 表示 方便 , 故 电磁 场 方程 通常 就 采用 麦克 斯 韦 
方程 组 : 

V.:.D = 47npr, 
10B 
ca: 
vV.B=0, (4.6.1) 
VxH= 2 十 Tj. 
”对 于 比较 简单 的 情况 , 介质 电磁 性 质 方程 为 


VxE=— 


D = eb, 
B=LH, 
7f 一 0 五 . (4.6.2) 


我 们 就 是 要 将 上 述 两 个 方程 组 与 电荷 守恒 定律 


， Opr 
V .7f 十 本 =0 (4.6.3) 


联 立 起 来 求解 . 

下 面 我 们 来 考察 介质 是 均匀 的 情况 . 首先 证 明 这 样 一 个 重要 结论 , 对 于 jt 和 
DD 皆 与 和 它 同时 刻 的 B 成 正比 的 导体 ( 即 o 和 e 皆 为 真正 的 实 常 数 , 而 且 o #0)， 
无 论 电 磁场 的 状态 如 何 , 导体 内 部 都 不 会 积累 电荷 ; 如 果 原 来 内 部 带 有 电荷 , 该 电 
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荷 亦 将 随时 间 以 指数 衰减 @， 此 结果 意味 着 , 由 于 场 和 介质 的 相互 作用 , 使 得 电荷 
只 能 积 留 在 这 种 导体 的 表面 上 . 
根据 介质 方程 式 (4.6.2), 以 及 o 与 < 为 实 常数 可 以 提 到 散 度 运 算 的 外 面 , 在 此 
种 导体 内 部 有 , 2, 
Vj =0(V.B)=-V:D= ep (4.6.4) 


上 式 表明 , 当 均 匀 导 体 中 某 处 有 正 电荷 时 , 电流 在 该 点 是 散发 的 , 而 当 其 中 有 负电 
荷 时 则 电流 是 集聚 的 . 因此 电流 总 是 使 得 电荷 的 绝对 值 减少 . 将 式 (4.6.4) 同 电荷 
守恒 定律 式 (4.6.3) 联 立 起 来 , 就 能 更 清楚 地 看 出 这 一 点 . 联 立 后 得 


PE = 一 (4.6.5) 


它 的 解 是 
pr(z,t) = pr(z, 0)e— Et, (4.6.6) 


即 导体 中 每 点 的 ps 丝 以 指数 衰减 , 其 中 pr(z,0) 代表 t = 0 时 的 分 布 . 
在 推导 以 上 结果 时 , 我 们 并 没有 对 电磁 场 的 状态 作 任何 假定 . 这 就 说 明 , 无 论 
电磁 场 的 具体 情况 如 何 , c 和 e 为 实 常数 的 均匀 导体 内 的 电荷 总 是 随时 间 指 数 地 误 


减 , 而 且 衰 减 的 比率 所 二 2 只 与 介质 的 oc。 和。 有 关 , 同 电磁 场 的 具体 分 布 并 


无 关系 . o 愈 大 , 衰减 愈 快 , s 愈 大 , 则 衰减 愈 慢 . 其 道理 是 , 衰减 速度 依赖 于 电流 的 
散 度 , 亦 即 依赖 于 o 与 .万 的 乘积 , 因此 o 增 大 , 衰减 就 变 快 . 至 于 s 增 大 的 情 
况 , 由 于 极 化 电荷 对 pe 的 屏蔽 作用 增强 , 使 得 Y . 吾 减 小 , 衰减 就 变 慢 了 . 


pr 衰减 到 原来 值 的 = 所 需要 的 时 间 为 


€ 


此 值 通常 称 为 衰 期 或 好 附 时 间 . 一 般 导体 的 r 是 非常 小 的 , 例如 对 于 铀 , 它 的 量 级 

是 10-!9s, 对 于 海水 是 10-10s, 就 是 不 良 导体 如 燕 饮水 , 7 也 只 有 10-6s. 但 优良 绝 

缘 体 的 > 则 可 达到 相当 大 的 数值 , 如 绝缘 最 好 的 熔融 石英 , 7 将 超过 106s. 
一 般 情 况 下 , 均匀 导体 内 部 当初 是 不 带电 荷 的 , 即 


pt(Z;0) = 0. 


于 是 由 式 (4.6.6), 任何 时 刻 的 pr 都 等 于 零 . 就 是 导体 内 当初 存在 电荷 , 如 上 所 述 经 
过 很 短 的 时 间 后 , pr 实际 上 也 就 消失 . 再 根据 均匀 线性 导体 内 (线性 指 j, 筷 丝 


@ 等 离子 体 由 于 不 满足 上 述 条 件 ， 故此 结论 对 它 不 成 立 ， 例 如 均匀 等 离子 体 的 朗 缪 尔 波 的 情况 ， 就 相 
应 有 电荷 存在 , 这 时 等 离子 体 中 的 pr 以 波 的 频率 变化 , 并 不 随时 间 衰减 . 
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与 瞬时 的 五 成 正比 ) 极 化 电荷 与 自由 电荷 成 正比 的 关系 , 总 电荷 亦 将 等 于 零 . 这 样 
就 得 到 此 种 情况 下 的 联 立方 程 组 为 
VvV.E=0, 
10B 
VxBE=--°, 
. co0t (4.6.8) 
V:.B=0, 
_ke0E 4nxok 
我 们 可 以 从 式 (4.6.8) 的 第 二 式 和 第 四 式 消去 B, 再 利用 第 一 式 就 得 到 巨 满足 
下 列 波动 方程 和 横 波 条 件 : 
NEE 4xou0E 


2p_ ECE ru0r 0 
VE c2 812 2 ot ， (4.6.9) 


初始 条 件 即 E(x,t) 和 B(x,t) 在 t= 0 时 的 值 , 也 可 通过 式 (4.6.8) 的 第 四 式 转 化 
为 (zx,t) 和 亡 (z,t) 在 t=0 时 的 值 . 从 而 可 用 来 确定 方程 式 (4.6.9) 的 解 . 

在 求 出 E(xz,t) 以 后 , B(x,t) 可 通过 其 初 值 和 方程 式 (4.6.8) 的 第 二 式 求 出 . 

当然 我 们 也 可 以 从 式 (4.6.8) 消去 EB. 这 时 得 到 的 磁场 方程 与 式 (4.6.9) 完全 相 
同 , 即 

LEDB 4ronoB 
VB-ga GH (4.6.10) 
vV.B=0. 
在 解 出 B(x,t) 以 后 , 通过 式 (4.6.8) 的 第 四 式 由 B 及 和 二 0 时 的 E” 求 出 . 

式 (4.6.9) 和 (4.6.10) 中 的 波动 方程 , 可 称 为 阻尼 的 波动 方程 . 在 频率 一 定 的 
情况 下 , 由 于 方程 中 第 三 项 的 作用 .电磁 波 将 随 着 传播 距离 的 增加 而 衰减 (参见 下 
节 )， 当 此 方程 中 的 第 二 项 比 起 第 三 项 可 以 忽略 时 , 它 即 化 为 第 三 章 中 所 得 到 的 扩 
散 型 方程 式 (3.5.31) 和 (3.5.33). 

对 于 o = 0 的 情况 @, 式 (4.6.9) 中 的 第 一 个 方程 化 为 
_ SB =0, (4.6.11) 
对 于 B 亦 有 同样 的 结果 . 式 (4.6.11) 即 为 普通 的 波动 方程 , 与 真空 中 结果 的 区 别 只 
是 , 波 速 变 成 (参见 4.7 节 ) 


V2E 


(4.6.12) 


@ = 0 时 , pr 可 能 不 为 零 . 但 由 于 这 种 情况 下 pr 是 不 随时 间 变 的 , 故 它 只 产生 一 个 生 加 在 波 上 的 静 
电场 , 因此 我 们 可 以 只 讨论 of = 0 的 情况 . 
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式 (4.6.12) 表明 当 yj 和 依赖 于 w 时 , 波 速 亦 将 依赖 于 w, 这 就 使 得 波 在 折射 时 ， 
不 同 频率 的 波折 射 角 不 同 (参见 4.8 节 ), 所 以 jy 和 随 w 的 变化 通常 称 作 色散 
效应 . 


4.6.2 ” 定 频 态 电 磁 波 


下 面 我 们 对 频率 一 定 的 电磁 波 作 进 一 步 讨论 . 这 不 仅 因为 定 频 情况 是 实际 中 比 
较 常 见 的 〈 例 如 无 线 电波 通常 都 具有 确定 频率 )， 而 且 一 般 的 波 可 以 通过 传 里 叶 展 
开 , 表 成 为 多 个 频率 一 定 的 波 的 合 加 . 在 量子 理论 中 频率 一 定 的 波 更 具有 特别 的 物 
理 意义 , 它 代表 微观 粒子 或 光子 具有 确定 能 量 本 征 值 的 状态 (并 称 作 定 态 ). 因此 我 
们 也 可 把 这 种 电磁 波 称 作 定 态 波 . 

同 前 一 样 , 定 频 态 电磁 波 可 以 表 为 


E=E(r)e-i, 


BB Binet (4.6.13) 


于 是 联 立 方程 组 (4.6.8) 化 为 


Vv-.E=0, 
VxE= TB, 
° (4.6.14) 
VvV.B=0, 
jelo) 
VxB=--—&E, 


其 中 | 
ce(c) 三 E 十 i (4.6.15) 


实际 上 , 式 (4.6.14) 中 第 一 、 第 三 两 个 方程 可 由 其 中 第 二 和 第 四 方程 取 散 度 得 出 , 故 
第 一 和 第 三 两 方程 亦 可 不 列 出 . 

我 们 看 见 , 对 于 定 频 态 电磁 波 , 导体 与 绝缘 介质 的 差别 , 反映 在 式 (4.6.14) 中 就 
只 是 用 (9 代替 <. 因而 e(% 可 以 称 作 导 体 的 复合 介 电 常数 中 , 它 统一 地 表达 了 导 
体 中 束缚 电子 和 自由 电子 对 电磁 场 的 作用 . 

在 定 频 态 情况 下 , 前 面 所 得 到 的 波动 方程 化 为 亥 姆 霍 效 型 方程 , 但 其 中 皮 为 
复数 , 与 波动 方程 (4.6.9) 相应 的 方程 组 是 


(V2 +k2)B(r) = 0， 


@ 在 物理 上 我 们 可 作 这 样 的 理解 : 在 交 变 电磁 场 作用 下 , 自由 电子 将 作 往 复 的 振动 , 其 行为 与 束缚 电子 
有 类 似 之 处 , 故 两 者 的 行为 可 统一 地 描述 . 至 于 因子 i, 从 式 (4.6.13) 来 看 , 代表 两 者 之 间 有 /2 的 相位 差 . 
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Vv.E(z)=0, (4.6.16) 
其 中 » 
k?2 = ww. 
再 加 上 式 (4.6.14) 第 二 式 
B(z) = -iSV x Ez) (4.6.17) 


即 可 将 电磁 场 都 确定 . 

同样 可 写 出 与 式 (4.6.10) 相应 的 方程 组 , 其 结果 即 为 用 B(xz) 取代 式 (4.6.16) 
中 的 五 (z), 同时 式 (4.6.17) 用 式 E(x) = Zo x B(x) 代替 . 

在 实际 问题 中 , 介质 常常 是 分 区 均匀 的 情况 . 例如 电磁 波 沿 双 导线 的 传播 问题 ， 
由 于 导线 通常 由 均匀 导体 作成 , 故 可 分 为 三 个 均匀 区 域 , 两 根 导 线 各 为 一 区 ， 导 线 
以 外 空间 又 为 一 区 (真空 在 形式 上 可 作为 e = 4 = lc=0 的 介质 来 处 理 ). 这 时 在 
介质 分 界面 上 , 相应 于 麦克 斯 韦 方 程 组 和 电荷 守恒 定律 的 边 值 关 系 为 


32“ (Di 一 D,») 一 4n6r, 
nx (Ei 一 五 ?) = 0， 


4.6.18 
n:(B1— B;2)=)0, 人 ) 
nx (Hi— H,)=0, 

和 和 06 
mv (jn — jm)+ 可 =0. (4.6.19) 


在 上 两 式 中 , 为 避免 与 频率 混 靖 , 我 们 改 用 6 来 代表 面 自由 电荷 密度 . 在 定 态 波 情 
况 ， Of 以 频率 WwW 变化 ， 其 
6r = 6r0e™ et. (4.6.20) 
将 上 式 代 入 式 (4.6.19) 并 同 欧 姆 定律 联 立 后 , 得 出 
1. (al 五 1 一 o2E,) = iwoér. (4.6.21) 


利用 此 式 以 及 电磁 性 质 方程 式 (4.6.2) 的 第 一 式 即 可 消去 式 (4.6.18) 中 的 面 电荷 密 
度 5f, 而 将 边 值 关 系 化 为 


mL (el Ei — e¥)E2) = 0， 
nx (Ei— E,)=0, 
n:(B1i— B»2)=0, 

nx (Bi/p — B2/p2)=0, 


(4.6.22) 
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其 中 的 <(o 由 式 (4.6.15) 给 出 . 式 (4.6.22) 已 成 为 电场 强度 和 磁场 强度 的 齐 次 方程 . 

通常 在 求解 定 态 电 磁 波 的 边 值 问题 时 , 总 是 先 求 出 各 个 均匀 区 域 中 式 (4.6.14) 
的 解 (或 式 (4.6.16)~(4.6.17) 的 解 , 这 两 组 方程 是 等 价 的 中 ) 然后 考虑 界面 两 侧 的 解 
在 边界 上 满足 边 值 关系 的 问题 . 下 面 我 们 将 证 明 , 这 时 只 需 考虑 式 (4.6.22) 的 第 二 
式 和 第 四 式 就 够 了 , 当 第 二 和 第 四 式 满足 以 后 , 第 一 和 第 三 两 式 也 就 随 之 满足 . 证 
明 如 下 : 

从 式 (4.6.14) 的 第 四 式 , 在 “介质 1” 一 侧 , 有 

(e) 


V x 瑟 : = -EE 
点 乘 n 后 得 oo 
n:(VxB)= -~ An. 
同样 在 “介质 2” 一 侧 有 
(wx Ba = han. 配 


因此 , 要 证 明 式 (4.6.22) 的 第 一 式 成 立 , 只 需 证 明 
n:(Vx Hi)=n.:(Y x H,). 
利用 斯 托 克 斯 公式 , 上 式 化 为 


1 1 
re 


£ 为 切面 内 围绕 所 考虑 点 的 小 封闭 曲线 , AS 为 它 所 围 的 面积 当 式 (4.6.22) 的 第 四 
式 满足 时 , 上 式 显 然 成 立 , 这 就 证 明了 式 (4.6.22) 的 第 一 式 . 同样 , 当 式 (4.6.22) 的 
第 二 式 满 足 时 , 可 证 明 其 第 三 式 亦 成 立 . 


4.7 绝缘 和 导电 介质 中 的 平面 电磁 波 


在 第 一 章 中 , 我 们 已 经 讨论 过 真空 中 的 平面 波 . 平面 波 不 仅 是 波动 方程 的 一 种 
重要 特 解 ( 它 具 有 单一 频率 和 单一 传播 方向 ), 而 且 一 般 的 波 也 可 以 通过 健 里 叶 分 
析 表 成 为 平面 波 的 又 加 .在 本 节 中 我 们 将 研究 均匀 介质 中 特别 是 导体 中 平面 波 具 
有 什么 新 的 特点 . 应 当 说 , 在 导体 中 , 由 于 波动 方程 中 有 阻尼 项 , 已 不 存在 通常 意义 
下 的 平面 波 , 而 是 一 种 衰减 的 平面 波 , 但 我 们 仍 统一 地 称 它们 为 介质 中 的 平面 波 . 

@ 对 式 (4.6.17) 作 旋 度 ， 再 将 式 (4.6.16) 两 式 代入 ， 即 可 得 出 了 x B = iL 呈 忆 ， 而 方程 


了 .B==0, 如 前 所 述 , 可 以 从 式 (4.6.17) 作 散 度 得 出 , 这 表明 从 方程 组 式 (4.6.16) 和 (4.6.17) 可 以 反 推 出 
方程 组 式 (4.6.14). 
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4.7.1 ”均匀 绝缘 介质 中 的 平面 波 


绝缘 介质 中 的 pr 可 以 不 为 零 , 但 它 不 会 随时 间 变 化 , 因而 只 产生 一 个 县 加 在 
电磁 波 上 的 静电 场 , 对 电磁 波 本 身 并 无 影响 . 因此 可 以 不 去 考虑 它 . 这样, 在 定 频 
情况 下 , 我 们 要 求解 的 方程 组 就 是 式 (4.6.16) 和 (4.6.17), 只 是 如 中 的 so 在 此 就 

E: 
(V2 十 k2)E(z) = 0， 
六 .五 (z) = 0， (4.7.1) 
B(x) = iy x E(x). 


用 直角 坐标 的 分 离 变数 法 去 解 式 (4.7.1) 的 第 一 式 , 即 可 求 出 平面 波 的 特 解 . 写成 复 
数 形式 (并 配 上 e-i*t 因子 ) 为 


E(x,t) = Eoeitk®-%t), (4.72) 
其 中 ,& 的 三 个 分 量 满足 
三 十 局 十 硼 = 甩 = 与 ww (4.7.3) 
另外 , 横 波 条 件 仍 给 出 
k. Eo = 0， 
即 电场 方向 与 传播 方向 垂直 . 波 的 相 速 为 
wu (4.7.4) 
n 通常 称 为 折射 率 , 它 由 下 式 定义 
n= VIE. (4.7.5) 
一 般 介质 的 j 与 1 相差 很 小 , 故 可 近似 取 为 1. 这 时 就 有 
nS Ve. 


式 (4.7.1) 的 第 三 式 给 出 相应 的 马 为 


B(z,t) = Boetk®-—%t), 


(4.7.6) 
Bo = Sk x Eo. 


由 此 可 见 , Bo 与 R 和 Eo 三 者 仍 互相 垂直 . 与 真空 不 同 的 是 , Bo 与 Bo 的 大 小 已 
不 相等 , 现在 Bo = nEo. 它 表 明 : 折射 率 愈 大 , 磁场 愈 强 . 
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在 求 能 量 密度 和 能 流 密度 时 , 应 先 将 场 取 实 部 再 相 乘 ， 这 样 就 得 能 量 密度 W 
为 


W = 志 (eB 十 288) cos2(k .Tr — wt) 
一 过 < 三 cos2(k :mr — wt). (4.7.7) 
在 给 出 最 后 一 等 式 中 , 我 们 利用 了 式 (4.7.6) 的 第 二 式 和 式 (4.7.3). 
能 流 密度 
S= pe cos2 (Ek: 7 — wt)n 
一 /5 cos2( 有 .7 — wt)n, (4.7.8) 
其 中 的 n 代表 沿 方向 的 单位 矢量 . 利用 式 (4.7.4), 可 以 得 出 能 流 密度 S 与 能 量 
密度 W 和 波 速 二 之 间 仍 有 下 述 关 系 
S = Waun. | (4.7.9) 
4.7.2 ”导体 中 的 平面 波 


这 时 需要 求解 的 方程 组 仍 为 式 (4.7.1), 只 是 其 中 
如 二 2 2， (4.7.10) 
上 式 右 方 的 s() 由 式 (4.6.15) 表示 . 我 们 仍 可 用 直角 坐标 分 离 变 数 法 求 式 (4.7.1) 
的 特 解 , 其 形式 仍然 为 


E(x,t) = Eoel®®-), (4.7.11) 
k 的 三 个 分 量 应 满足 o 
2 十 2 十 R22 二 k2 二 二 ww2. (4.7.12) 


由 于 s(c) 为 复数 , 故 态 等 不 可 能 都 是 实数 . 一 般 情 况 k 的 三 个 分 量 都 是 复数 , 我 们 
将 它 表 为 

k=x+ig. (4.7.13) 
代入 式 (4.7.12) 即将 该 式 化 成 


Le 2 .4nop 
BB” 十 1 


X -P+2ix:B= 
从 两 边 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 即 得 出 


邓 一 及 = Sw (4.7.14) 


WwW, 
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2TOAHAw 
c2 


x . 8B 一 

对 于 上 述 复 矢量 的 情况 , 式 (4.7.11) 所 示 的 平面 波 的 实际 形式 是 
E(x,t) = Eove-P'®eiX®-"t) (4.7.15) 
由 此 可 见 , 振幅 将 沿 着 6 的 方向 以 指数 衰减 , 在 与 6 垂直 的 平面 上 , 振幅 |Boe-8?| 
为 一 常数 , 而 每 沿 着 6 的 方向 增加 3 距离 时 , 振幅 即 衰减 到 原来 的 :. 因此 3 通 


常 称 为 衰减 长 度 . x 的 方向 代表 波 相位 传播 的 方向 , 它 与 等 相 面 垂直 , 沿 此 方向 每 
前 进 2 相位 即 改变 2n, 因此 仍 可 称 为 “波长 ”， 从 式 (7.4.14) 不 难看 出 , 即 


使 介质 常数 cs 和 / 都 与 w 无 关 , 导体 中 的 波 也 将 有 色散 效应 ( 即 x 与 w 有 关 ). 
横 波 条 件 给 出 


k. Eo=0. (4.7.16) 
一 般 说 来 , Eo 也 是 一 个 复 矢量 , 因此 我 们 把 它 表 为 
Eo = Es +iE!’, (4.7.17) 


这 时 式 (4.7.16) 化 为 
Eo:B+Ed:Xx=0. (4.7.18) 


当 Eo 与 B60 的 方向 不 同时 , 电场 的 振动 就 是 1.3 节 中 讲 的 椭圆 偏振 . 
磁场 的 形式 同样 是 


B(zx,t) = 五 oe-pmei(X'm ob， (4.7.19) 
其 中 
Bo = Sk x Eo. (4.7.20) 


由 于 Eo 和 上 大 都 是 复 矢 量 , 故 Bo 和 Eo 在 方向 和 相位 上 的 关系 是 比较 复杂 的 . 
下 面 对 一 些 特殊 的 情况 下 的 进行 讨论 . 先 设 x 与 B 的 方向 相同 . 这 时 由 式 
(4.7.14) 可 以 解 出 


(4.7.21) 
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我 们 来 考 察 两 种 极端 情 形 : 
(1) 4 El 
这 个 条 件 的 物理 含义 是 , 导体 中 的 传导 电流 比 位 移 电流 小 得 多 . 因为 传导 电流 
等 于 cE, 而 位 移 电 流 为 十 2 = 到 忆 , 故 两 者 绝对 值 的 比 了 就 等 于 < 和 ra 情形 


(1) 只 出 现在 不 良 导体 , 号 地 性 旺 较 贞 但 电磁 波 的 频率 相当 高 的 时 候 例如 2 
要 达到 10-? 量 级 . 对 于 淡水 情况 , 电磁 波 频率 约 需 到 10 兆 周 / 秒 , 而 对 于 海水 , 约 
需 到 105 光 周 / 秒 . 
利用 条 件 2 < 1 从 式 (4.7.21) 可 得 
x 全 MEE, (4.7.22) 


Be 42r0 _ VvVhEl 
Vee 5c 


27" 
其 中 的 + 为 式 (4.6.7) 所 定义 的 驰 瑰 时 间 ( = 了 ) 由 此 得 出 约 化 波长 ( = 二】 
与 衰减 长 度 4 3 的 比 为 


了 


二 = 全 一 < 妇 1. (4.7.23) 


因而 电磁 波 要 经 过 很 多 个 波长 的 距离 , 其 振幅 才 衰 减 到 原来 值 的 = 波 的 相 速 v， 
根据 式 (4.7.15) 和 式 (4.7.22) 的 第 一 式 ， 近似 等 于 -7 故 在 这 种 情形 下 , 电磁 波 


的 行为 与 绝缘 介质 中 的 相近 . 值得 指出 的 是 , 尽管 衰减 长 度 对 波长 的 比值 随 着 频率 
增高 而 增加 , 衰减 长 度 d(= 1/6) 的 绝对 数值 , 根据 式 (4.7.22) 的 第 二 式 , 却 趋 于 常 
数 2ur 对 于 海水, 这 个 值 约 为 一 个 厘米 . 

(2) 人 >1 

也 就 是 传导 电流 比 位 移 电 流 大 得 多 的 情形 . 对 于 金属 导体 , 总 是 属于 这 种 情形 . 
因为 金属 的 o ~ 1017/ 秒 , 故 要 到 频率 达 1017 周 / 秒 时 , 位 移 电流 才 与 传导 电流 同一 
量 级 . 而 到 这 样 高 的 频率 , 量子 效应 和 介质 的 原子 性 都 很 显著 , 宏观 和 经 典 的 理论 
已 经 不 能 适用 . 


4n0 


利用 一 一 - >> 1, 由 式 (4 7.21) 可 得 出 下 述 近 似 值 
V2To Nw 


C 


X=6= 


@ 位 移 电流 中 的 因子 (一 i), 其 实际 意义 就 是 它 与 传导 电流 相差 3 相位 , 从 周期 平均 的 效果 来 看 , 该 因 
子 并 不 重要 . 


(4.7.24) 


4.7 绝缘 和 导电 介质 中 的 平面 电磁 波 “171. 


由 于 x = 6, 衰减 长 度 已 为 波长 的 二 故 这 时 电磁 波 的 行为 已 与 “无 衰减 的 平面 
波 ” 相差 甚 远 . 从 式 (4.7.24) 所 求 出 的 衰减 长 度 也 就 是 3.5 节 中 所 已 给 出 的 集 肤 厚 
度 5( 见 式 (3.5.50) 下 ). 此 数值 具有 相当 普遍 的 意义 , 在 下 节 中 我 们 将 显示 , 当 电 磁 
波 入 射 到 导体 表面 上 时 , 进入 导体 中 的 电磁 波 主要 也 是 集中 在 这 样 厚 的 一 层 内 . 此 
外 , 式 (4.7.24) 还 表明 , 频率 越 低 , 衰减 长 度 d 越 大 . 但 对 于 导电 性 不 太 差 的 导体 
(如 海水 ), 要 通过 降低 频率 使 d 达到 较 大 的 值 , 还 是 不 容易 的 : 对 于 海水 , d 等 于 1 
公里 所 相应 的 频率 要 低 到 0.1 周 / 秒 以 下 . 这 就 使 得 在 海水 中 利用 电磁 波 进行 纵深 
测量 和 通信 都 比较 困难 中 . 
我 们 再 看 此 种 情形 下 B 与 召 的 关系 . 由 于 有 可 写作 
p= Varopw 
Cc 


(1 +i)n = eifn, (4.7.25) 


NOM 
其 中 的 n 代表 单位 矢量 , 故 有 


Bo = /2 Loiin x Eo. (4.7.26) 


当 Eo 是 线 偏振 的 时 候 , Bo 也 是 线 偏振 , 而 且 Bo 与 n 和 Eo 三 者 仍 互相 垂直 . 但 
与 过 去 不 同 的 是 , B 与 EE 之 间 有 一 相位 差 这 样 , 在 一 个 周期 中 , 有 部 分 时 候 能 
流 S 将 与 相反 , 也 就 是 说 , 尽管 波 总 是 沿 着 n 的 方向 向 前 传播 , 而 能 流 却 有 时 
向 前 有 时 向 后 . 后 一 情况 可 称 作 能 量 的 返 流 . 返 流 与 反射 不 同 , 反射 时 要 出 现 一 个 
反射 波 , 而 现在 只 有 一 个 波 , 但 其 能 流 方向 有 时 与 波 传播 方向 相反 . 

情形 (2) 的 另 一 个 重要 特点 是 


|Bo| > |Eol, (4.7.27) 
即 电磁 波 中 主要 是 磁场 . 磁场 和 电场 对 能 量 密度 贡献 的 比值 是 


Bol? 4mc 
= (4.7.28) 
正好 等 于 传导 电流 与 位 移 电流 的 比值 . 在 情形 (2) 的 情况 , 此 值 远大 于 1. 
最 后 , 我 们 指出 , 衰减 的 平面 波 不 仅 在 导体 中 才 有 ， 和 
可 能 出 现 的 (前 面 只 论证 了 导体 中 的 平面 波 一 定 有 衰减 , 并 未 论证 它 的 反 命题 ). 旭 
果 我 们 把 绝缘 介质 中 的 & 也 一 般 地 设 为 x+iB, 那么 从 o = 0 的 性 质 ， 只 能 得 由 x 
与 B 互相 垂直 , 而 并 不 能 得 出 6 必须 为 零 . 在 实际 中 也 的 确 存在 这 样 的 情况 (参见 
@ 如 果 潜 艇 处 于 浅 表 的 海水 内 ,那么 用 长 波 来 进行 较 远 距 离 的 通信 和 指挥 仍 是 可 行 的， 利用 波长 很 长 
的 超 长 波 (频率 在 几 百 周 / 秒 以 下 ) 甚至 可 以 做 到 对 潜艇 进行 全 球 性 的 指挥 


. 172 . 第 四 章 ”电磁 波 的 辐射 和 传播 


下 节 ). 值得 提出 注意 的 是 , 波 的 衰减 并 不 一 定 是 同 能 量 损 耗 联系 在 一 起 . 在 为 
复 矢 量 的 时 候 , 能 流 的 情况 是 比较 复杂 的 , 它 可 能 垂直 于 有 的 方向 流动 , 也 可 能 返 
流 回 去 . 在 下 节 中 讨论 的 全 反射 问题 中 , 将 会 看 到 一 个 波 虽 然 衰 减 但 无 能 量 损耗 的 
例子 . 


4.8 ”电磁波 在 介质 表面 的 反射 


电磁 波 在 介质 表面 的 反射 是 电磁 波 传播 中 的 基本 过 程 之 一 . 反射 过 程 不 仅 本 身 
有 重要 的 实际 意义 , 面 且 它 可 能 是 其 他 一 些 更 复杂 过 程 的 组 成 部 分 . 因此 , 对 它 的 
性 质 的 了 解 , 往往 有 助 于 对 其 他 复杂 过 程 进行 定性 的 分 析 . 


4.8.1 ”绝缘 介质 表面 的 反射 


设 绝缘 介质 是 均匀 的 , 它 的 表面 是 一 无 穷 大 的 平面 (从 物理 上 说 , 这 里 无 穷 
大 的 意思 是 指 它 的 线 度 比 入 射 波 的 波长 大 得 多 ， 而 我 们 所 考察 的 是 它 的 比较 中 心 


即 远离 边缘 的 部 分 )， 取 此 平面 为 zz = 0 的 
做 标 面 , za < 0 区 域 为 真空 , za > 0 区 域 为 
绝缘 介质 , 如 图 4.8.1 所 示 . 
当 平面 电磁 波 从 真空 射 到 介质 表面 时 ， 
我 们 知道 将 出 现 一 个 平面 反射 波 和 一 个 平面 
折射 波 . 从 物理 上 看 , 介质 与 电磁 波 的 相互 作 
用 的 结果 , 其 内 部 将 出 现 极 化 电流 和 磁化 电 
流 , 在 表面 上 亦 将 出 现 面 磁化 电流 以 及 面 极 
化 电荷 . 这 些 电 流 电 荷 所 产生 的 次 波 , 在 真空 
图 4.8.1 电磁波 在 绝缘 介质 中 即 形成 平面 反射 波 吕 . 在 介质 内 部 , 次 波 与 
(位 于 za > 0 区 域 ) 的 反射 和 折射 。” 原 来 的 入 射 波 又 加 而 成 为 折射 波 . 
入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 在 它们 各 自 存 
在 的 区 域内 可 以 表示 如 下 . 


入 射 波 : 
盏 一 盏 oeile Ek.Eo=0, k= 


k 
B= 完 xE, (4.8.1) 
Ww 


@ 实际 上 的 介质 表面 并 不 是 真正 的 无 穷 大 因而 形成 的 并 不 是 一 个 严格 的 平面 反射 波 ， 我 们 可 只 考虑 
比较 中 心 的 部 分 (在 靠近 边缘 处 会 出 现 衍射 效应 ). 
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折射 波 : 


/ / 
k= —n, B' = 全 xE, (4.8.2) 
上 式 中 n 为 介质 的 折射 率 . 
反射 波 ， 
五 一 Neil 大 7 . 瑟 ! = 0， 
Ld 17 
K0 一 2 B”= ~ x E'. (4.8.3) 
c w . . 


我 们 的 任务 是 从 入 射 波 来 确定 反射 波 和 折射 波 的 频率 、 波 矢量 和 振幅 , 并 讨论 
反射 系数 对 各 种 因素 的 依赖 关系 , 以 及 反射 波 的 偏振 状态 和 相位 改变 等 问题 . 

由 式 (4.8.1), (4.8.2) 和 (4.8.3) 给 出 的 场 , 已 经 使 得 真空 和 介质 两 个 区 域 的 麦克 
斯 韦 方程 组 都 得 到 满足 , 因而 剩 下 待 满足 的 就 是 分 界面 上 的 边 值 关系 . 正 是 边 值 关 
系 给 出 了 入 射 波 和 反射 波 以 及 折射 波 之 间 的 数值 关联 , 使 得 我 们 可 以 从 入 射 波 确定 
后 面 二 者 . 

取 入 射 面 (k 与 介质 表面 法 线 方向 作成 的 平面 ) 为 zs = 0 的 平面 , 因此 有 


ks = 0， 


这 时 在 分 界面 即 za = 0 的 面 上 , 边 值 关系 为 两 侧 召 和 五 的 切面 分 量 相等 . 在 这 
里 我 们 并 不 需 预 先 假定 k' 和 k” 在 入 射 面 内 , 于 是 有 
nz x Eoei(Ki7?1 wt) 十 ma x Elei(ki re1thks za—w’t) 
= no x Eei(kizitksra—w't) 
722 x 再 0ei(pazl 一 ob + nz X Bl/ei(kr z1+ks m3—w"t) 
= jm x Boeilki®1thsr wt), (4.8.4) 
其 中 的 ma 为 zz 轴 方 向 ( 即 界面 法 线 方向 ) 的 单位 矢量 . 
由 于 上 述 边 值 关 系 对 任意 的 t,x1 和 zs 都 成 立 , 故 三 个 波 (入 射 波 , 折射 波 , 反 
射流) 随 t, zx 和 zs 的 变化 关系 必须 相同 , 亦 即 


w=w =w， 凡 = 凡 = 和风 二 =0. (4.8.5) 


由 此 可 知 : 
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(D 反射 波 与 折射 波 的 频率 都 与 入 射 波 相同 ， 

(GD kp’ 和 k” 亦 在 入 射 面 内 ， 
从 频率 相等 又 可 推出 

(ID im = kr = nk, 即 反 射 波 的 波长 与 入 射 波 相同 , 折射 波 的 波长 为 入 射 波 
的 二 , 其 中 ”为 介质 的 折射 率 , 见 式 (4.8.2)， 

如 果 设 入 射 角 、 折 射 角 和 反射 角 各 为 9、0 和 9", 则 利用 (IID) 即 得 


b=ksing, ki =nksing, k’ = ksing”, 


再 按 式 (4.8.5) 的 第 二 式 又 得 出 

(IV) 6= 9,sin0 = nsing. 
以 上 四 点 是 通常 所 称 的 反射 和 折射 定律 的 内 容 . 应 当 指 出 , 这 些 结果 是 一 切 波 现象 
所 共有 的 , 并 不 涉及 波 的 具体 性 质 ( 即 不 论 是 弹性 波 还 是 电磁 波及 其 他 波 ). 至 于 反 
射 波 和 折射 波 的 振幅 大 小 、 偏 振 和 相位 改变 等 就 不 同 了 , 它 是 同 波 的 具体 性 质 ( 边 
值 关系 的 具体 形式 ) 分 不 开 的 . 下 面 我 们 就 来 讨论 电磁 波 这 方面 的 结果 . 

将 式 (4.8.5) 代入 式 (4.8.4) 并 约 去 共同 因子 后 , 得 


3922 xX (Eo 十 五 0) 一 和 2 XxX 五 0， 
1 (4.8.6) 
?722 Xx (Bo + Bo) 二 Nn2 Xx zBo. 


下 面 分 两 种 情况 来 讨论 : 
(D) Eo 垂直 于 入 射 面 的 情况 
这 时 Eo 只 有 第 3 个 分 量 , 利用 式 (4.8.1)~ (4.8.3) 中 给 出 的 如、B 和 天 之 间 
的 关系 , 即 可 从 式 (4.8.6) 解 出 E46 和 Eb, 它们 也 只 有 第 3 个 分 量 ( 即 Bh 和 EY 亦 
都 垂直 于 入 射 面 ), 其 值 为 
Eo 加 2VHAcosb 
Eo  VHcosb 十 VEcosb 


Ey VKcosb 一 VEcos8 
Eo Vihcos0+VecosO 


在 4 等 于 1 的 情况 下 (对 于 光波 , 这 一 般 总 是 成 立 的 ), 再 由 


(4.8.7) 


1 1 sing 


VE n sinb， 
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式 (4.8.7) 即 可 以 完全 用 角度 表示 出 来 , 结果 是 
Ey 2sing cosb 
Eo sin(g 上 0) 
Ey sin(0—0) 


Eo sin(@+0) 
(ID) Eo 平行 于 入 射 面 的 情况 
这 时 Bos = 0. 同样 可 解 出 


Ed _ 2VhcosO 
Eo Vecos0+ VRcosO’ 


(4.8.8) 


2 cos 人 
Bao ve (4.8.9) 
Eo2 Vecos0+ VRcosO’ 
El Et Vecosb— VhcosO 


Fo Eo Vecos0+ VcosO 
在 = 1 时, 它们 亦 可 完全 用 角度 表示 出 来 : 

| Eo _ 2sin 0' cost 
Eo cosbsing 二 cosb' sing’’ 
Eo 2 sin? 0' cosO (4.8.10) 
Fo cosOsinO + cosO’sinO’’ 
Eh Bi _ tan(O—0) 
Foi 加 五 02 本 tan(b 十 0’) 


在 正 入 射 时 , 已 不 分 是 垂直 入 射 面 和 平行 入 射 面 的 情况 , 结果 为 
od 2 Ey 1- VE 


Eo 1+vE Eo 1+Ve 


式 (4.8.8) 和 (4.8.11) 就 是 光学 中 的 菲 涅 耳 公 式 , 它 能 很 好 地 描述 光 在 介质 表面 的 
反射 折射 特性 . 当初 菲 涅 耳 是 从 光 的 以 太 弹 性 波 理论 来 提出 此 公式 的 , 为 此 需要 对 
以 太 的 性 质 作 许 多 特殊 的 假设 . 在 这 里 , 按照 电磁 场 的 边 值 关系 , 很 自然 地 就 得 到 
了 这 个 结果 , 因而 它 也 是 光 的 电磁 学 说 的 一 个 证 实 . 

从 菲 涅 耳 公 式 可 以 看 出 , 对 于 巨 平行 入 射 面 的 情况 , 当 入 射 角 和 折射 角 加 起 来 
正好 等 于 2 时 , 反射 波 等 于 零 . 即 全 部 电磁 波 都 进入 了 介质 . 如 何 理 解 反射 波 在 此 
情况 下 完全 没有 呢 ? 根据 我 们 前 面 所 说 的 “反射 波 是 介质 中 电流 电荷 产生 的 次 波 番 
加 而 成 ”的 道理 , 这 个 结果 其 实 是 容易 理解 的 . 对 于 jy = 1 的 绝缘 介质 , 介质 中 只 
有 极 化 过 程 , 每 个 “体积 元 为 dr” 的 介质 具有 电 偶 极 矩 Pdr, 由 于 P 是 随时 间 变 


(4.8.11) 
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化 的 , 因此 只 要 dr 取得 足够 小 , 各 Pdr 都 成 
Pp 介质 。 ”为 一 个 电 偶 极 辐射 源 . 在 互 平 行 于 入 射 面 而 
且 入 射 角 与 折射 角 之 和 等 于 了 的 情况 下 , 不 
真 宣 。 ”难得 出 反射 波 的 方向 正好 与 介质 中 的 PP 一 
图 4.8.2 入 射 角 与 折射 角 之 和 等 于 致 ( 见 图 4.8.2)， 可 是 根据 4.2 节 中 的 结果 ， 
x/2 的 情况 . PP 的 方向 如 粗 黑 箭头 所 示 “每 个 电 偶 辐 射 源 Pdr 在 P 的 方向 辐射 都 等 
于 零 , 这 样 在 反射 波 方向 自然 就 不 会 有 电磁 

波 了 . 
通常 把 此 种 情况 的 入 射 角 称 为 布雷 斯 特 角 bp, 利用 折射 定律 可 定 出 布 儒 斯 特 

角 为 

bp = tan mu (4.8.12) 


n 为 折射 率 , 即 ye( 因 已 取 为 1). 将 此 结果 应 用 到 自然 光 (由 大 量 原子 彼此 独立 
地 所 发 光 的 总 和 , 它 是 非 偏振 的 ) 时 , 即 可 得 到 完全 偏振 的 反射 光 , 这 是 光学 中 获得 
偏振 光 的 一 种 方法 呈 ， 
利用 菲 涅 耳 公式 , 可 以 求 出 吾 垂直 于 入 射 面 和 瑟 平行 于 入 射 面 两 种 情况 的 反 
射 系数 RR. RR 为 反射 波 平均 能 流 与 入射 波 平均 能 流 的 比 . 它们 的 值 分 别 为 
_ sin?(06 一 和) 
sinib 十 0) 
tan2(9 — 1) 
// tan2(0 +0) 


而 在 9 = 0 即 垂直 入 射 情 况 , 从 式 (4.8.11) 即 得 出 


R= (S51) (4.8.14) 


对 于 光波 , n 的 典型 值 为 1.5 左右 , 因而 垂直 入 射 的 波 大 部 分 将 透 入 介质 中 (例如 当 
n = 1.5 时 , 反射 系数 R 只 有 6.3%. 又 如 水 , 对 低频 电磁 波 , n = VE = 9, 到 光 频 时 
n 只 有 1.33, 相应 的 尺 = 2.0%), 而 当 入 射 角 接近 3( 掠 入 射 时 , 几乎 全 部 能 量 都 被 
反射 ( 见 图 4.8.3). 

反射 系数 随 频率 w 的 变化 关系 , 可 以 从 n 随 w 的 关系 得 出 . 例如 在 一 般 射 频 
无 线 电波 范围 , 水 的 n ~ 9, 故 对 于 垂直 入 射 的 波 , R 约 为 64%, 而 到 光 频 时 , 如 上 
所 述 , ”~ 1.33, RB 就 只 有 2.0% 了 . | 


@ 但 实际 应 用 中 , 这 种 方法 不 如 “ 双 折 射 棱镜 法 ” 有效. 


(4.8.13) 


4.8 “电磁波 在 介质 表面 的 反射 . 177 ， 


50% 


图 4.8.3 五 垂直 于 入 射 面 和 互 平行 于 
入 射 面 的 反射 系数 随 入 射 角 9 的 变化 


4.8.2 ”全 反射 


当 电磁 波 从 一 种 折射 率 较 大 的 绝缘 介质 入 射 到 另 一 种 折射 率 较 小 的 绝缘 介质 
上 时 , 还 可 能 发 生 全 反射 的 现象 .中 下 面 我 们 就 来 研究 它 发 生 的 条 件 和 物理 特点 . 当 
4.8.1 中 的 za < 0 区 域 不 是 真空 而 是 介质 时 , 所 有 上 面 得 出 的 公式 仍 可 采用 , 只 


要 将 其 中 的 < 六 和 分 别 用 5 全 和 二 代替 就 可 以 了 (其 中 (eyjun) 和 (erwin) 
分 别 为 入 射 区 和 折射 区 的 介质 参数 ) 于 是 入 射 角 与 折射 角 的 关系 是 


msing 一 ml sin ly (4.8.15) 
当 波 由 折射 率 大 的 介质 射 向 折射 率 小 的 介质 即 
nm (4.8.16) 
而 且 入 射 角 足 够 大 使 得 , 
sing > 一 (4.8.17) 


时 , 由 式 (4.8.15) 将 得 出 sngb > 1. 于 是 由 式 (4.8.15) 给 出 的 b 成 为 复数 . 关于 9 
为 复数 的 物理 意义 下 面 将 作 说 明 , 现在 先 指出 : 这 样 所 得 的 结果 仍然 满足 方程 和 边 
值 条 件 , 因此 它 的 实数 部 分 仍 为 实际 的 解 . 

从 式 (4.8.5) 下 面 第 (IID) 点 可 看 出 , 9 为 复数 将 导致 折射 波 的 &' 为 复 矢量 , 因 
此 它 所 表 叙 的 就 是 一 个 衰减 波 . 我 们 来 求 k' 的 各 直角 分 量 . 由 式 (4.8.5) 


岂 二 有 ， 的 =0， (4.8.18) 
@ 从 真空 射 向 等 离子 体 的 波 亦 有 可 能 发 生 全 反射 ,参见 5.6 节 . 
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k 的 这 两 个 分 量 都 无 虚 部 . 但 天 的 情况 却 不 同 , 在 式 (4.8.17) 的 条 件 下 , 利用 式 
(4.8.18) 的 第 一 式 以 及 i = ksin9, 得 出 以 的 值 为 


2 
= /nS ki Vnisini0-n2=i8, 6>0. (4.8.19) 
2 C2 1 c 


它 已 变 成 为 纯 虚 数 (上 式 中 最 后 的 根 号 取 了 正 值 , 另 一 带 负 号 的 根 应 当 除 去 ,因为 
它 将 使 BE'( 以 及 B') 在 za 一 ce 时 趋 于 无 穷 , 不 符合 无 穷 远 处 的 物理 要 求 ). 于 是 
按 式 (4.8.2) 得 出 
五 ' 一 五 0 eBr2ti(kiz1 wt) 
ok (4.8.20) 
B’=— xE, 
w 
其 中 
R = kini 二 imo2. (4.8.21) 


由 式 (4.8.20) 可 见 , 折射 波 在 no 方向 ( 即 界面 的 法 线 方向 ) 将 指数 式 地 衰减 . 
为 了 阐明 这 是 全 反射 的 情况 , 我 们 来 计算 反射 波 振 幅 与 入 射 波 振 幅 的 比值 . 对 
于 五 垂直 入 射 面 的 情况 , 由 式 (4.8.7), 并 按 式 (4.8.15) 前 所 述 将 <。 和 j 用 a//se 和 


1/4 代入 , 即 得 
Ey _ Vecosb 一 VHE cos 由 


Fo Vecos0+ Vhe cosO’’ (4.8.22) . 
而 对 殖 平行 入 射 面 的 情况 , 由 式 (4.8.9), 类 似 地 可 得 出 
Ey Vie’cosb — Vecost (4.8.23) 


Eo  Vhe cos0 + VecosO"’ 
注意 到 现在 cos6 为 实数 , 而 cosb' 为 纯 虚数 ( 因 sinb' > 1, 见 式 (4.8.17) 下 ), 即 得 
两 种 入 射 情况 下 都 有 pu 
起 |- 
这 表明 反射 波 的 强度 (能 流 密度 的 周期 平均 值 ) 与 入 射 波 相同 , 因而 都 是 全 反射 的 
情况 . 

从 以 上 得 出 的 结果 , 我 们 还 可 对 全 反射 过 程 有 进一步 的 了 解 . 我 们 看 到 , 在 全 
反射 时 , 折射 区 介质 中 的 电磁 波 并 不 完全 等 于 零 (如 果 折 射 区 中 完全 没有 电磁 波 ， 
那么 边 值 关系 是 不 可 能 满足 的 ), 而 是 该 介质 中 场 强 随 着 zz( 离 界面 的 距离 ) 增 大 而 
指数 式 的 下 降 . 即 只 存在 于 界面 附近 的 注 层 中 . 由 式 (4.8.19) 可 以 得 出 , 折射 区 中 
波 的 衰减 长 度 等 于 

dl (4.8.25) 


Bb wyVn2sin0—n? Sin20 63 


(4.8.24) 
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其 中 的 入 表示 六， 通常 称 为 波 的 约 化 波长 . 上 式 中 的 入 指 入 射 波 的 约 化 波长 的 什 
c/nw. 式 (4.8.25) 表明 : 9 与 其 临界 值 sin-! 的 相差 越 大 , 衰减 长 度 就 越 小 .也 
就 意味 着 衰减 愈 快 . 除了 6 在 临界 值 附近 , d 大 致 具有 入 射 波 约 化 波长 的 量 级 . 

以 上 结果 还 证 明了 我 们 在 上 节 中 所 叙述 的 一 个 结论 , 即 在 绝缘 介质 或 真空 中 
(折射 区 为 真空 的 情况 ) 也 可 能 存在 衰减 的 平面 波 , 尽管 它们 并 无 能 量 损耗 . 

应 用 能 流 S 的 表达 式 不 难 求 出 : 这 时 折射 区 介质 中 能 流 的 法 向 分 量 , 在 一 个 
周期 内 有 一 半 时 间 为 正 一 半 时 间 为 负 . 这 表明 能 量 并 非 不 透 过 边界 , 而 是 透 过 去 再 
返 流 回 来 . 另外 , 从 式 (4.8.22) 和 (4.8.23) 也 可 看 出 , 反射 波 与 入 射 波 振 幅 昌 然 绝对 
值 相等 ( 因 现在 cos9' 已 变 为 纯 虚数 ), 但 存在 一 相位 差 . 因此 两 者 的 能 流 并 非 每 个 
瞬时 都 相等 . 同样 说 明了 在 边界 面 上 , 能 量 是 往返 流动 的 . 

全 反射 的 上 述 特性 已 经 为 实验 所 证 


实 : 我 们 使 电磁 波 在 介质 与 真空 分 界面 介质 
上 发 生 全 反射 . 然后 再 取 一 块 平 表面 的 同 
样 介质 、 平行 地 置 于 原 表面 之 上 , 形成 夹 介质 


层 结构 如 图 4.8.4 所 示 . 当 间 隔 的 真空 层 

的 厚度 减 小 到 一 定 程度 时 , 可 以 观测 到 后 图 4.8.4 全 反射 时 仍 有 波 透 入 折射 区 的 验证 
一 介质 中 出 现 电磁 波 传播 , 而 反射 波 的 强 

度 也 相应 地 减弱 . 

全 反射 效应 在 实际 中 也 获得 了 应 用 . 早期 曾 用 它 从 线 偏 振 光 (偏振 方向 在 入 射 
面 的 法 向 和 切 向 都 有 分 量 的 线 偏 振 光 ) 来 获得 椭圆 偏 振 光 , 因为 这 两 个 分 量 在 反射 
时 相位 改变 不 同 . 现在 在 核 探测 仪器 中 以 及 其 他 方面 用 的 光 导 管 , 也 是 利用 全 反射 
效应 , 用 介质 作成 管线 来 传送 光波 的 . 介质 波导 与 光 导 管 相似 , 只 是 传送 的 是 微波 . 
虽然 由 于 波长 与 介质 的 横向 尺寸 同一 量 级 ,不 能 直接 用 本 节 所 述 反 射 的 结果 来 处 
理 , 但 在 物理 道理 上 仍然 是 一 致 的 . 

4.8.3 ”导体 表面 的 反射 

在 本 小 节 中 我 们 只 着 重 考虑 人 J? > 1 的 情况 9. 至 于 另 一 极端 情况 即 全 < 
1 时 结果 , 则 与 绝缘 介质 定性 上 相似 , 就 不 必 再 多 作 讨 论 了 . 

对 于 导体 的 反射 , 处 理 方法 与 绝缘 介质 一 样 , 解 出 的 结果 也 具有 相同 的 形式 , 差 
别 只 是 e 换 成 了 el)(e( 的 定义 见 式 (4.6.15)). 因此 原来 的 结果 中 , 凡 不 依赖 e 的 


部 分 完全 不 变 , 如 式 (4.8.5) 仍 成 立 , 反射 角 仍 等 于 入 射 角 等 等 . 由 式 (4.8.5) 可 知 ， 
& (导体 中 的 波 矢 量 ) 的 1 分 量 和 3 分 量 ( 即 平行 于 表面 的 分 量 ) 都 不 含 虚 部 (3 分 


dr 


@ 关于 条 件 >1 的 意义 , 参见 式 (4.7.2) 下 的 说 明 . 
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量 实际 为 零 ), 而 


大 = 2 w2— k? (4.8.26) 
是 有 虚 部 的 .. 于 是 导电 中 的 电场 具有 下 述 形式 
E’ = Ele Sti(he ro 有， (4.8.27) 


其 中 的 6 为 4- -wz - 硅 的 虑 部 . 

以 上 结 时 交 遇 无 论 入 庙 角 如 何 ， 训 减 方向 者 与 表面 王 赴 即 等 振 由 而 总 与 表 
面 平行 . 而 波 相 传播 的 方向 ( 即 式 (4.8.27) 中 及 的 方向 ) 一 般 不 与 衰减 方向 一 致 在 
式 (4.8.27) 中 , 衰减 就 是 在 zz 轴 的 方向 . 


在 和 2 > 1 的 条 件 下 , 可 得 以 的 近似 值 为 


= YH | +i), (4.8.28) 
于 是 得 出 
8= V2noNw 
c 4.8.29 
k= kini+ V2rckwn， ~ Varopw 人 ) 


在 上 式 中 我 们 利用 了 2 > 1 的 条 件 以 及 导体 的 e。 和 量 级 为 1. 


Thro 


以 上 结果 表明 , 在 一 > 1 情形 下 , 无 论 入 射 角 如 何 , k 的 方向 与 B 的 方向 
( 即 表面 法 线 方向 ) 都 只 有 小 的 偏离 , K 的 数值 亦 与 8 只 有 小 的 差别 . 式 (4.8.29) 给 


出 导体 中 电磁 场 主要 集中 在 表面 附近 厚度 为 一 二 -一 i 的 层 内 . 此 厚度 即 3.5 节 中 


给 出 的 集 肤 厚度 (参见 式 (3.5.50) 及 其 下 文 以 及 式 (3.5.43)) 
关于 反射 系数 , 亦 可 与 前 类 似 地 进行 讨论 . 在 要 直入 射 时 ， 其 值 为 


E(c) 一 
-| (4.8.30) 
对 j= 1 的 情况 , 上 式 化 为 ， 
Ve(lc) 
= i - . (4.8.31) 


利用 条 件 < >1 式 (4.8.28) 近似 等 于 


R=1- /2 (4.8.32) 
no 
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由 此 可 见 , 对 于 现在 讨论 的 “zz > 1( 即 传导 电流 比 位 移 电流 大 得 多 ) 的 情况 , 即使 
是 垂直 入 射 , R 也 接近 于 1. 以 铅 为 例 , 在 波长 缩短 到 3mm 时 , R 与 1 的 相差 仍 只 
有 0.11%; 波长 较 长 时 , 反射 系数 还 更 大 些 . 对 于 理想 导体 , R = 1. 这 表明 : 理想 导 
体 中 的 电磁 场 衰减 虽 极 端 快 (6 = co) 但 并 无 能 量 损耗 , 全 部 能 量 都 被 反射 回去 . 
在 斜 入 射 时 , R 随 角度 的 变化 如 图 4.8.5 
所 示 . 这 里 给 出 的 是 海水 对 波长 500m 的 无 
线 电 波 的 反射 系数 . 对 于 RD. 随 着 角度 增 ”一 一 
加 曲线 是 单调 地 上 升 ， 而 对 于 Ry, 先是 下 下 
降 , 直到 接近 2 处 下 降 到 20% 以 下 . 然后 再 50 
回升 到 1. 
关于 反射 问题 的 研究 , 在 实际 中 有 着 重 
要 意义 . 如 无 线 电 通信 中 , 有 时 要 抑制 反射 波 
来 消除 干扰 , 有 时 又 要 利用 反射 来 进行 远 距 ” 
离 的 通信 (如 短波 传送 就 是 利用 电 高 层 的 反 。 图 485 海水 对 波长 为 500m 的 
射 ) 在 军事 应 用 方面 , 可 以 利用 金属 的 强 反 无 线 电波 的 反射 系数 
射 本 领 , 用 电磁 波 (雷达 波 ) 来 探测 对 方 的 导 
弹 、 飞 机 和 军舰. 而 为 了 反 “ 对 方 雷达 ”的 探测 , 又 要 设法 减少 自己 的 导弹 、 飞 机 和 
军舰 对 雷达 波 的 反射 . 在 卫星 与 地 面 的 通信 中 也 涉及 电磁 波 穿 透 电离 层 的 问题 . 不 
过 电离 层 是 一 种 等 离子 体 , 它 的 导电 性 质 与 普通 导体 不 同 , 不 能 直接 应 用 本 节 的 许 
多 结论 . 有 关 等 离子 体 的 电 性 质 , 我 们 将 在 下 一 章 中 作 简单 的 介绍 . 


4.9 高 频 电磁 波 的 腔 激 发 


低频 无 线 电波 是 利用 LC( 电 感 电容 ) 回路 来 激发 的 . 该 回路 被 激励 后 将 产生 交 
变 电 流 , 传送 到 天 线 上 以 后 即 可 向 外 辐射 交 变 的 电磁 场 即 无 线 电波 . 但 对 高 频 “ 无 
线 电 ” 波 , 例如 微波 . 这 种 激发 方式 将 不 适用 , 代替 它 的 就 是 本 节 要 介绍 的 腔 激 发 . 


4.9.1 LC 回路 和 谐振 腔 


我 们 简单 地 回顾 一 下 LC 回路 的 情况 . 在 LC 回路 中 , 电容 器 通过 放电 将 其 电 
场 能 转化 为 电感 线圈 中 的 磁场 能 , 然后 电感 圈 中 的 电流 又 通过 对 电容 器 充电 而 将 磁 
场 能 转化 为 电容 器 中 的 电场 能 , 如 此 反复 进行 , 产生 交 变 的 电磁 场 , 其 振荡 频率 为 
一 特定 值 wo, 称 为 该 LC 回路 的 本 征 频 率 : 


wo = -天 二 . (4.9.1) 


中 关于 RL 和 Rj 的 意义 , 参见 式 (4.8.13) 上 的 说 明 . 
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当 wo 很 高 时 , 例如 在 超短波 或 微波 范围 ,上述 回路 的 辐射 损耗 很 高 , 同时 由 于 
电流 的 集 肤 效 应 增强 , 回路 中 的 焦耳 热 损 耗 也 变 大 . 不 仅 如 此 , 按照 式 (4.9.1), 高 频 
时 所 需 的 电容 和 电感 值 都 很 小 , 甚至 如 图 4.9.1(a) 所 示 的 极限 形式 的 LC 回路 都 不 
能 达到 要 求 . 因此 在 实际 的 微波 线路 中 , LC 回路 已 为 新 型 的 振荡 元 件 一 一 谐振 腔 
所 取代 . 


(e) 


图 4.9.1 从 极限 形式 的 LC 回路 (a) 向 谐振 腔 (c) 的 过 渡 


谐振 腔 为 一 个 中 空 的 金属 腔 . 从 集中 参量 线路 的 角度 来 看 , 可 视 作 在 图 4.9.1(a) 
所 示 的 LC 回路 中 继续 增加 并 联 导 线 的 数目 ( 见 图 4.9.1(b)), 最 后 达到 的 极限 , 如 
图 4.9.1(c) 所 示 . 不 难看 出 , 这 样 做 的 结果 , 不 仅 会 使 辐射 损耗 得 以 避免 , 焦耳 热 也 
会 大 大 降低 . 

但 要 指出 的 是 , 上 述 从 集中 参量 电路 的 角度 来 理解 谐振 腔 是 有 很 大 的 局 限 性 
的 , 因为 这 时 电磁 场 的 波动 性 已 十 分 显著 , 似 稳 条 件 己 不 满足 , 根本 不 存在 集中 的 
电感 区 和 电容 区 ， 这 使 得 谐振 腔 的 性 质 已 不 能 从 似 稳 电 路 方程 出 发 来 进行 讨论 ， 
而 须要 从 电磁 场 的 运动 方程 来 处 理 . 所 得 出 的 结果 也 与 LC 回路 给 出 的 有 本 质 的 
区 别 . 


4.9.2 ” 腔 内 电磁 场 的 可 能 状态 . 


腔 内 的 电磁 场 由 于 受到 腔 金 属 壁 的 约束 , 其 状态 的 频率 将 具有 分 立 谱 . 为 简单 
计 , 我 们 只 考虑 和 矩形 的 谐振 腔 , 并 把 金属 腔 壁 当 作 理想 导体 来 处 理 . 这 时 电磁 场 将 
完全 地 约束 在 腔 的 内 部 , 而 且 没 有 能 量 损耗 . 

在 上 述 条 件 下 , 即使 没有 外 源 供应 能 量 , 腔 内 的 电磁 场 亦 将 以 稳 态 的 形式 存在 ， 
而 且 其 频率 只 能 取 一 系列 特定 的 值 , 称 为 腔 的 本 征 频率 (或 固有 频率 ). 相应 的 稳 态 
称 为 腔 内 电磁 场 的 本 征 态 . 

设 该 矩形 腔 三 个 边 长 分 别 为 1,12, la. 腔 的 六 个 表面 分 别 取 为 z1 = 0 和 1; x2 = 
0 和 12; zs = 0 和 ls. 腔 内 稳 态 电磁 场 可 设 为 


E= E(x,z22,T3)e- et, 


, 4.9.2 
B= B(x1,22, ra3)e vt. 人 ) 


其 中 的 召 (zi, ra,zs) 和 B(z1, zz, zs) 都 满足 亥 姆 霍 效 方程 . 如 用 所 (zi, za zs) 表示 
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”一 


它们 的 任 一 个 直角 分 量 , 即 有 
(V2 十 hk?2)F(z1, zayZs) = 0. (4.9.3) 


其 中 的 与 w 之 间 满 足 关系 


记 : (4.9.4) 


我 们 可 用 分 离 变数 法 求 出 方程 式 (4.9.3) 的 一 系列 特 解 , 为 使 每 个 特 解 都 满足 
腔 壁 处 的 边 值 条 件 ( 见 下 文 ), 我 们 取 它 为 下 述 形式 


F = (al cos kiz1 + bi sin kz1)(Q2 cos kax2 + bo sin kzx2) 


4.9.5 
x (a3 cos ksz3 + bs Sin kaz3), ( ) 
其 中 的 如 ,ko, ks 满足 下 述 要 求 
2 2 w? 


腔 内 场 在 腔 壁 面 上 满足 的 边 值 条 件 为 : 吾 的 切面 分 量 为 零 . 这 是 因为 在 腔 壁 
作为 理想 导体 近似 中 , 壁 中 的 电场 恒 为 零 , 再 由 电场 切面 分 量 连 续 的 边 值 关系 , 即 
得 腔 内 场 的 具体 边 值 条 件 为 


五 2 一 Es = 0, 在 zi 三 0， 1 的 面 上 ， 
Es = E:, = 0, 在 zz = 0,12 的 面 上 ， (4.9.7) 
El 一 五 2 一 0, 在 za 三 0, ls 的 面 上 . 


将 形式 如 式 (4.9.5) 的 电场 各 分 量 代 入 上 述 边 值 条 件 式 (4.9.7) 中 , 并 考虑 到 
Y. 马 =0, 即 得 出 
五 = Ai cos k1x1 sin kzx2 sin ksz3, 
E> = A sin k1zx1 cos kar2 sin ksr3, (4.9.8) 


五 3 = Assin kix1 sin kox2 cos ksz3, 
其 中 的 局 ,ji ks 须 分 别 等 于 zf/41,n/l2 和 xf/ls 的 整数 倍 ， 即 


NIT NoN na37 


2 k= (4.9.9) 


la 
上 式 中 的 ni,n2 和 ns 都 取 (0, 1, 2,…) 即 零 和 正 整数 值 . 此 外 , 系数 41, 42, hs 之 
间 还 要 满足 关系 

Aik1 + Azkz + Asks = 0, (4.9.10) 


该 关系 是 从 Y . 吾 = 0 得 出 来 的 . 
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式 (4.9.10) 表明 , 对 于 每 组 (加, ha, ka), 系数 A; 只 有 两 个 是 独立 取 值 的 , 也 就 
是 说 , 对 于 确定 的 (hi, kz, ka), 只 有 两 个 独立 解 . 一 般 的 解 可 表 为 这 两 个 解 的 全 加 . 
当 五 确定 后 . 利用 稳 态 电 磁场 的 麦克 斯 韦 方 程 第 二 式 


B= -iSy x 五 (4.9.11) 


定 出 B, 即 可 使 全 部 麦克 斯 韦 方程 组 都 能 满足 . 这 样 就 得 出 一 系列 满足 方程 组 和 边 
值 条 件 的 特 解 , 其 中 每 个 特 解 都 是 一 种 现实 可 能 的 运动 状态 . 它们 都 是 驻 波 , 其 相 
应 的 ,ko 和 ks 由 式 (4.9.9) 所 确定 . 

前 文 已 指出 , 对 于 每 组 (hi, ko, ksa), 有 两 个 独立 解 , 我 们 将 这 两 个 解 分 别 表 为 
(五 由 BD,ns) 和 ( 妃 罗 ,ns Bns), 它们 的 频率 由 (m,n2,ns) 标定 : 


2 2 
Wninana 一 CT 至 十 EB 十 BRB’ (4.9.12) 


wnanans 称 为 谐振 腔 的 本 征 频 率 . 腔 中 电磁 场 的 普遍 解 即 为 上 述 特 解 的 释 加 : 


E 一 》， [a (ng EW,, n3 十 a ns E® n2 nal; 


NIN2N3 


. B 一 >, [a Dns BE, na + an 名] 

总 起 来 , 谐振 腔 的 本 征 频 率 为 一 系列 特定 的 值 ,DP 它们 由 腔 的 三 个 边 长 (11,12,13) 
确定 . 41,12,13 愈 小 , 这 些 特定 值 的 间隔 愈 大 . 每 个 本 征 频率 又 对 应 于 两 个 驻 波 状态 ， 
腔 内 电磁 场 的 一 般 状 态 即 为 这 些 驻 波 态 的 又 加 . 

不 难看 出 , 本 征 频率 取 一 系列 特定 的 值 是 约束 在 有 限 范 围 内 的 波 的 普遍 属性 . 
这 种 约束 甚至 不 一 定 要 有 明确 的 界限 , 例如 量子 力学 中 原子 的 束缚 态 , 虽然 其 电子 
波 函 数 并 无 明确 的 空间 界限 , 但 其 频率 也 取 一 系列 分 立 的 值 . 


4.9.3 ”强迫 振动 与 共振 效应 


上 文 我 们 考虑 了 谐振 腔 中 的 本 征 振动 , 它 相当 于 LC 回路 的 自由 振动 , 即 无 外 
加 交流 电源 时 的 振动 . 我 们 知道 , 当 加 上 外 电源 时 , LC 电路 将 以 外 电源 的 频率 w 作 
强迫 振动 , 不论 w 取 什 么 值 . 但 是 , 在 外 电源 的 频率 w 接近 LC 回路 的 本 征 频率 wo 
时 , 强迫 振动 的 振幅 将 出 现 一 个 尖锐 的 高 峰 . 高 峰 的 项 点 即 在 w = wo 处 (考虑 到 有 
耗损 , 此 高 峰 顶 点 为 一 有 限 值 , 否则 将 趋 于 无 穷 大 ), 这 种 现象 称 为 共振 效应 . 对 于 
谐振 腔 , 情况 也 相似 , 当 腔 内 存在 频率 为 w 的 交 变 电荷 电流 时 , 腔 内 电磁 场 亦 将 以 
电荷 电流 频率 w 作 强 迫 振动 , 如 果 w 与 腔 的 某 个 本 征 频率 ,ns 正好 相等 , 同样 
也 会 产生 共振 的 现象 . 

@ 这 与 LC 回路 有 所 不 同 , 后 者 只 有 一 个 特定 的 频率 值 . 


(4.9.13) 
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在 处 理 腔 内 存在 电荷 电流 的 情况 时 , 以 用 p 和 A 代替 场 强 E 和 B 来 描写 腔 
内 电磁 场 比较 方便 . 为 采用 这 种 处 理 方式 作 准 备 , 我 们 先 用 和 4 来 处 理 前 面 讨 
论 过 的 腔 内 p 和 7 都 为 零 的 情况 . 这 时 腔 内 场 的 运动 方程 和 附加 条 件 (在 洛 伦 兹 
规范 下 ) 即 为 


2 
Vap 一 瑟 写 多 =0, 
© Ot (4.9.14) 
2 .9. 
v24_194_0 
co 7 
和 
10p 
VY.4+- 率 =0 (4.9.15) 


腔 壁 上 的 边 值 条 件 仍 由 式 (4.9.7) 表示 , 其 中 忆 , Eo, Es 由 yw 和 A 给 定 . 
仿 前 可 求 出 yg(z1, 7z2, za,t) 和 A(z1,z2,z3,t) 的 通 解 , 我 们 将 这 两 者 的 通 解 表 
示 为 : 


p(T1, T2) T3, t) 一 》， do) (tp (z1, 2)， 7Z3)， 
入 
Alz1, 22, 23t) = [a (6) AN) (z1, 22, 73) (4.9.16) 


和 
+ql) (t) A (zx1, x2, 23) + qt) (t) A (x1, x2, £3), 


其 中 的 入 标志 (ni,n2,na), ps 和 A%) 都 是 驻 波 型 的 特 解 , 满足 亥 姆 霍 兹 方程 .而 
0) 
dX (£) 满足 
2 ，， ， 
Sia 0) + wagt(t) =0, j=0,1,2,3. (4.9.17) 


不 难得 出 , 除 常 系数 外 , g@ (t) 即 为 时 间 因 子 eiext. 
在 AW(; = 1,2,3) 中 , 前 两 个 (7 = 1,2) 取 为 互相 正 交 的 横 场 , 它们 在 腔 壁 面 
S 上 满足 切 向 分 量 等 于 零 的 条 件 , 即 
nx 402)(zi,za,zsjls=0. (4.9.18) 


ps 在 腔 壁 面 5$ 上 亦 等 于 零 ， 


pa(z1, x2, x3)|s = 0. (4.9.19) 
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至 于 纵 场 A8, 由 于 洛 伦 效 条 件 而 与 px 相关 联 中 : 


4G = Ly 4.9.20 
入 kX pA ( ) 


从 4 和 op 满足 的 洛 伦 效 条 件 , 可 知 式 (4.9.16) 中 的 go 人 与 a8)(t) 相等 . 
当 有 电荷 和 电流 存在 时 , p 和 4 满足 的 方程 为 


2 
V2p 二 人 4rp， 
C2 812 
(4.9.21) 
v2A_ 294A4_ 和 外 
20t2 ee’ 


其 中 的 J 了 代表 电流 密度 . 洛 伦 兹 条件 与 边 值 条 件 不 变 , 即 仍 由 式 (4.9.15) 和 (4.9.7) 
表示 . 

由 于 4M 和 px 在 腔 区 内 构成 满足 所 需 边 值 条 件 的 正 交 完 全 集合 , 任何 满足 
同样 边 值 条 件 的 腔 区 内 矢量 函数 和 标量 函数 都 可 以 用 它们 来 展开 . 这 样 即 得 出 式 
(4.9.16), 其 中 的 gW) 即 为 展开 系数 . 由 于 p 和 A 不 仅 与 (zi, zx2,z3) 有 关 , 还 与 时 
间 有关. 这 使 得 g@) 将 为 t 的 函数 . 

在 标 势 py 和 矢 势 4 满足 非 齐 次 波动 方程 的 情况 下 , gd)(t) 不 再 满足 齐 次 振动 
方程 式 (4.9.17). 为 了 求 出 g(t) 所 满足 的 方程 , 我 们 将 式 (4.9.16) 代入 式 (4.9.21)， 
在 p 和 J 按 一 定 频率 w 变化 时 ( 若 p 和 J 并 不 按 一 定 频率 变化 , 可 将 它们 按 频 率 
， 展开 , 再 分 别处 理 各 个 频率 的 成 分 ), 利用 ex(zi, za,zs) 和 AC)(z1, zz,z3) 满足 亥 
姆 霍 兹 方程 以 及 不 同 脚 标 和 的 函数 之 间 是 正 交 的 , 即 可 得 出 g(t) 满足 方程 

d? (2) 

de 
其 中 的 S50)e-iwt 为 相应 的 源 分 量 , 即 S433 为 4rcJ(z) 按 4423)(z) 展开 的 系 
数 ,SX 为 4rczp(z) 按 px(z) 展开 的 系数 . 在 AW({z) 和 yp、(z) 已 归 一 化 的 情况 下 ， 
SW) 即 为 


(t) + wg (t) = SUe-iot, j=0,1,2,3. (4.9.22) 


SO = tre | J) -AD (z)dr, j=1,2,3. 
(4.9.23) 
S(0) = 4rc2 | p(z)px(zZ)d7. 
在 上 式 右 方 ， I 为 (zl XT2, T3) 的 简写 . 

@@ 我 们 知道 , 一 个 矢量 场 将 由 它 的 散 度 值 和 旋 度 值 以 及 相应 的 边 条件 完 全 确定 , 纵 场 条 件 要 求 A、 的 放 
度 处 处 为 零 , 式 (4.9.20) 所 给 出 的 A8) 无 疑 是 满足 这 一 条 件 的 , 其 次 , 洛 伦 兹 条 件 要 求 了 A) = i 全 办 ， 
而 式 (4.9.20) 给 出 的 Y. A、 等 (- 志 Ye) = 这 AP 和 . 这 样 ， 该 式 也 给 出 A、 的 正确 散 度 值 . 无 穷 远 处 
的 边 条 件 显 然 是 满足 的 ， 这样 就 论证 了 式 (4.9.20) 的 正确 性 . 
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式 (4.9.22) 表明 , 当 腔 内 存在 电荷 电流 时 , 各 个 本 征 场 态 的 振幅 g(t) 满足 的 
是 强迫 振动 方程 , 其 强迫 作用 项 即 为 电荷 和 电流 在 该 本 征 态 上 的 投影 . 当 电荷 和 电 
流 的 分 布 已 知 即 式 (4.9.22) 右 方 的 S4) 给 定时 , 左 方 的 go) 人) 立即 可 以 解 出 , 其 中 
强迫 振动 部 分 为 


中 —iwt 


qd 人 的 = (4.9.24) 


—w2. 
一 般 解 即 为 上 述 强迫 振动 解 琶 加 上 自由 振动 的 解 . 

当 源 频率 w 与 腔 的 某 个 本 征 频 率 w、 相 等 时 , 由 式 (4.9.24) 给 出 的 g0) 将 为 无 
穷 大 . 出 现 这 一 情况 是 我 们 忽略 了 腔 的 损耗 的 缘故 . 当 腔 内 场 强 到 一 定 地 步 时 , 损 
耗 将 不 能 忽略 , 从 而 ge) 不 会 为 无 穷 , 但 它们 在 w = wx 处 有 一 高 峰 , 这 就 是 通常 所 
说 的 共振 峰 . 

以 上 处 理 中 , 假定 电荷 和 电流 是 给 定 的 . 在 实际 的 高 频 电磁 波 (如 微波 ) 激发 
中 , 常常 还 需要 考虑 腔 内 电磁 场 对 电荷 电流 (如 电子 束 ) 的 作用 . 这 时 需要 将 电子 
束 的 运动 方程 与 场 的 方程 联 立 起 来 处 理 . 这 属于 微波 电子 学 研究 的 课题 , 已 超出 本 
课程 的 范围 . 
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电磁 能 量 的 传送 不 仅 涉及 电力 传输 问题 也 涉及 电信 传输 问题 , 在 现代 社会 中 起 
着 极其 重要 的 作用 , 同 轴线 就 是 传送 高 频 电 磁 能 量 的 一 种 方式 , 将 在 本 节 中 进行 介 
绍 . 关于 更 高 频率 电磁 信号 通过 波导 管 传送 的 问题 , 则 是 下 节 讨论 的 内 容 . 


4.10.1 引 论 


首先 , 应 当 明 确 的 是 , 能 量 是 通过 电磁 场 传送 的 , 而 不 是 通过 导线 中 自由 电子 
传送 的 . 这 是 一 个 基本 概念 . 从 图 4.10.1 所 示 的 例子 来 看 , 当 将 开关 按 下 使 电路 接 
通 时 , 只 需 经 过 Z/e 的 时 间 (其 中 工 为 从 电源 到 负载 的 距离 ), 负载 中 即 得 到 能 量 
供应 , 而 自由 电子 从 电源 到 达 负 载 的 时 间 ， 
要 比 L/c 大 亿 万 倍 . 例如 当 电 流 密度 为 
100A/cm? 时 , 铜 导线 中 自由 电子 的 平均 6, 
迁移 速度 不 过 10-2cm/s， 对 于 一 米 的 距 
离 , 到 达 的 时 间 要 一 万 秒 ， 由 此 可 见 , 电 图 4.10.1 电源 和 负载 的 线路 图 
磁 能 量 显 然 不 是 由 电子 传送 的 . 

如 此 说 来 , 传输 导线 起 什么 作用 呢 ? 它 的 作用 有 两 方面 : 一 是 使 电源 中 有 电流 
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通过 , 从 而 释放 出 能 量 ; 二 是 引导 释放 出 的 电 
磁 能 量 以 电磁 场 的 方式 沿 着 传输 线 传 送 到 达 
目标 负载 . 传输 导线 之 所 以 能 引导 电磁 能 量 
也 是 因为 它 在 电磁 场 作用 下 能 产生 电流 及 电 
荷 分 布 (电荷 分 布 于 传输 导线 的 表面 上 , 见 下 
文 ), 这 些 电荷 和 电流 分 布 后 过 来 又 产生 的 电 
磁场 , 在 传输 线 周围 依附 着 导线 传播 , 把 能 量 
输送 到 负载 上 ， 我 们 看 到 , 这 是 一 个 相互 作 
用 的 过 程 . - 

以 上 讨论 表明 , 电磁 能 量 的 释放 (从 电源 中 ) 和 引导 、 传送 都 离 不 开 电 流 , 但 它 
( 指 电磁 能 量 ) 又 不 是 由 导体 中 流动 的 电子 (或 离子 ) 来 传输 的 . 

高 频 电磁 能 量 的 有 线 传输 与 低频 情况 相 比 , 又 有 一 系列 重要 的 特点 : 在 高 频 情 
况 , 电磁 场 的 波动 性 已 十 分 显著 , 这 时 辐射 损耗 可 能 很 大 , 须 采 取 措 施 来 抑制 ; 电容 
元 件 和 电感 元 件 的 区 分 已 不 适宜 , 在 某 些 情况 下 , 即使 电容 和 电感 的 概念 还 能 应 用 ， 
也 不 是 集中 在 某 几 个 元 件 上 , 而 是 分 布 在 线路 中 ; 线路 上 的 电流 也 已 不 是 各 点 相同 ， 
电路 不 闭合 甚至 单线 也 可 以 传送 电磁 能 量 ; 最 后 , 由 于 集 肤 效应 , 电阻 将 大 大 增加 . 

根据 以 上 的 讨论 , 当 频 率 高 时 , 如 用 双 线 来 传送 电磁 能 量 或 信号 , 则 必须 使 双 
线 保持 平行 而 且 两 线 的 间距 应 远 小 于 和 , 以 使 得 两 根 导线 上 电荷 电流 所 产生 的 电磁 
场 在 远 处 互相 抵消 , 从 而 抑制 辐射 损耗 . 

当 频 率 更 高 时 , 例如 到 达 超短波 的 范围 , 由 于 波长 已 很 短 , 而 两 线 间 的 距离 又 
因 受 到 包皮 击 穿 强度 的 限制 而 不 能 太 小 , 辐射 损耗 会 变 得 相当 严重 . 另外 双 线 传输 
易 受 到 周围 环境 的 影响 , 与 外 界 绝缘 也 比较 困难 . 改 用 同 轴线 能 避免 许多 上 述 缺 点 . 
同 轴线 可 看 作 将 双 线 中 的 一 根 加 以 扩展 以 包围 另 一 根 的 情况 , 即 形成 内 外 两 导体 ， 
电磁 场 即 在 两 导体 间 传 送 . 由 于 外 导体 的 屏蔽 作用 , 辐射 损耗 几乎 能 完全 避免 . 外 
界 干扰 和 与 外 界 绝缘 问题 也 得 到 解决 . 不 过 , 同 轴线 比 起 双 线 传送 也 有 缺点 , 即 它 
的 两 根 导线 不 对 称 , 不 适合 某 些 负载 的 需要 . 

至 于 更 高 的 频率 , 同 轴线 的 焦耳 热 损耗 (主要 是 内 导体 上 的 ) 以 及 两 导体 间作 
支撑 用 的 介质 上 的 损耗 也 变 得 严重 , 而 被 波导 管 代替 , 这 将 是 下 一 节 讨论 的 内 容 . 

对 高 频传 输 线 的 理论 处 理 , 无 论 是 平行 双 线 还 是 同 轴线 , 都 应 从 麦克 斯 书 方 程 
组 、 欧 姆 定律 和 电荷 守恒 定律 出 发 , 将 电磁 场 的 运动 和 电荷 电流 的 变化 联系 起 来 
讨论 。 
4.10.2” 同 轴线 中 的 主 波 


同 轴线 中 可 以 传送 许多 类 型 的 电磁 波 . 不 同类 型 的 波 具 有 不 同 的 场 分 布 . 或 者 
说 , 同 轴线 中 传播 的 电磁 波 有 着 许多 不 同 的 状态 . 但 是 其 中 最 重要 的 也 是 实际 中 所 


图 4.10.2 ”导线 附近 的 电磁 场 (其 中 
实 线 代表 电场 , 虚线 代表 磁场 ) 
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利用 的 只 是 其 中 的 一 种 , 即 通常 所 称 的 主 波 . 主 波 的 特点 是 : 电磁 场 的 分 布 具 有 轴 
对 称 性 , 而 且 电 场 只 有 7 分 量 和 z 分 量 (z 轴 即 同 轴线 的 轴 ), 磁场 只 有 9 方向 ; 主 
波 衰 减 较 慢 因而 传送 得 比较 远 , 而 且 没 有 频率 的 限制 , 不 像 其 他 类 型 的 波 , 对 于 一 
定 尺 寸 的 同 轴线 , 只 有 频率 高 过 某 一 特定 值 时 才能 传播 . 

同 轴线 中 的 电磁 波 是 在 导体 的 外 壳 层 和 内 柱 之 间 的 范围 中 传播 它 透 入 导体 中 


的 厚度 即 为 其 集 肤 厚度 一 一 一 一 rs 在 初级 近似 中 , 我 们 把 构成 同 轴线 的 导体 当 作 理 


想 导体 , 从 而 其 集 肤 厚 度 为 零 , 相应 地 , 其 荷载 的 电流 为 面 电流 . 

设 同 轴线 内 导体 柱 的 半径 为 ri, 外 导体 柱 的 内 半径 为 ra, 并 为 简单 计 , 设 其 长 
度 为 无 穷 ( 避 开 端点 效应 ), 其 模 截面 如 图 4.10.3 所 示 . 

我 们 考虑 沿 同 轴线 方向 传播 的 主 波 , 在 
理想 导体 情况 下 , 两 导体 间 的 电磁 场 具 有 下 


面 的 形式 @ 
Es(r,z,t) = jrjeikz-9， 
Br(r, zt) kot), (4.10.1) 


= g(r)e 
Bolr, z,t) = h(r)eitsz—), 


其 中 ,大 = w/c; 因子 eilkz-ob 表明 它 是 沿 > 图 4.10.3” 同 轴线 的 横 截面 图 
轴 方 向 以 c 传播 的 行 波 . 由 于 轴 对 称 性 , 瑟 
和 B 的 值 与 9 无 关 . 

另外 , 在 同 轴线 是 由 理想 导体 构成 的 情况 下 , 而 导体 间 的 ,将 处 处 为 零 ， 这 
是 因为 这 时 它 在 > = m 和 = ra 面 上 的 边 值 为 零 , 而 由 柱 坐 标 中 的 EB 所 遵从 的 
玄 姆 霍 效 方程 ( 见 附录 C) 
10 (时 ) 10°E, .08, 

Dr 72 有 02 O22 


+ k2E,=0 (4.10.2) 
和 由 式 (4.10.1) 所 表示 的 EE 形式 , 即 得 该 式 中 的 f(7) 满足 方程 

d 

0 攻 中 | =0, (4.10.3) 


dr 


再 加 上 边 值 条 件 f(r1) = f(r2) = 0, 就 导出 f(r) = 0( 从 而 EB,(7,z,t) 三 0). 

于 是 在 理想 导体 情况 下 , 主 波 中 电场 只 有 7 分量 为 , 磁场 只 有 0 分 量 Bo. 能 
量 将 顺 着 z 轴 流 动 . 

这 时 在 内 导体 柱 表 面 和 外 导体 柱 内 表面 上 , 都 有 面 电荷 和 面 电 流 , 它们 自然 也 
都 是 轴 对 称 的 . 由 于 它们 与 电磁 场 之 间 的 关联 , 故 亦 将 以 行 波形 式 沿 z 轴 运 动 . 设 

人 @ 更 系统 的 处 理 方法 是 利用 附录 C( 柱 面 电磁 波 的 普遍 解 ) 中 的 公式 , 作为 边 值 问 题 来 求解 得 出 . 
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内 导体 柱 面 上 的 面 电 荷 密度 wy 和 面 电 流 了 分 别 为 


wf 一 wfoei tz), 


7 (4.10.4) 


其 中 的 面 电 流 的 方向 为 z 轴 方 向 (因为 如 上 所 述 , 同 轴 线 内 柱 和 外 壳 层 之 间 的 磁场 
只 有 9 分量, 而 x= 二 x B, 参见 式 (1.5.23)). 


由 电荷 守恒 定律 ” prt 1 
Zt) wf (Z, 
Bz 一 一 2771 TE ) (4.10.5) 


可 得 出 式 (4.10.4) 中 的 wyo 与 五 之 间 有 下 述 关 系 
klo 


27rlw” 


有 了 式 (4.10.4) 和 (4.10.6), 利用 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 , 即 可 将 主 波 中 的 
E. 和 Be 求 出 , 结果 为 


wf0 = (4.10.6) 


I i(kz—wt) 
五 r = Byg = 2 (4.10.7) 


其 中 ( 见 式 (4.10.1) 下 ) 


k= 二 . 
c 


由 此 可 见 , 同 轴线 中 的 主 波 以 自由 空间 中 电磁 波 的 速度 c 传播 , 没有 色散 效应 

从 外 导体 中 电场 和 磁场 亦 为 零 (如 前 所 述 , 现在 考虑 的 是 “内 外 导 你 都 是 理想 
导体 " 的 情况 ) 可 求 出 外 导体 柱 的 内 表面 上 的 面 电流 和 单位 长 度 上 的 面 电荷 . 其 值 
与 它们 在 内 导体 表面 上 的 值 大 小 相等 而 符号 相反 , 即 


r ; 
0 (4.10.8) 
I'= — loei(kz—wt). | 


这 也 是 可 预想 到 的 结果 . 
4.10.3” 同 轴线 由 非 理 想 导 体 做 成 的 情况 


在 4.10.2 小 节 中 , 我 们 假设 同 轴线 是 由 理想 导体 做 成 的 . 如 果 做 成 同 轴线 的 导 
体 不 是 理想 导体 , 而 具有 有 限 电 导 率 的 导体 , 则 不 仅 内 外 导体 之 间 有 电磁 场 , 就 是 
在 内 、 外 导体 内 也 将 有 电磁 场 . 这 时 , 即使 考虑 的 场 为 主 波 , 电场 中 亦 将 有 z 方向 
的 分 量 EE., 其 值 如 式 (4.10.1) 所 示 . 另外 该 式 中 的 fr),g(r) 和 Mr) 已 不 能 通过 积 
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分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 定 出 , 而 需要 从 微分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 来 求解 (当然 
欧姆 定律 总 是 不 可 少 的 ). 结果 是 中 


E,(r, z,t) = a Zolkrr)otse-e), 


E,(r, z,t) = aZh (krr)ei(kez—%t), (4.10.9) 
ck? ; 
Er okrr)e ee. 
式 内 的 Zo(irr) 指 零 阶 柱 函 数 的 普遍 形式 , 即 为 Jo(k-7) 和 No(krr) 的 线性 琶 加 , 或 
者 是 HYD (kr) 和 HY) (krr) 的 合 加 (其 中 Jo 和 No 为 零 阶 贝 塞 尔 函 数 和 零 阶 诺 依 
曼 函 数 , 而 HY? 和 HB) 为 零 阶 第 一 类 和 第 二 类 汉 克 尔 函 数 ), 26 代表 20 的 微 商 . 

式 (4.10.9) 中 的 ks 为 复数 , 其 实 部 和 虚 部 都 为 正 值 .“ 实 部 为 正 ” 是 由 于 电磁 
场 设 为 沿 正 z 方向 传播 .“ 虚 部 为 正 ” 是 因为 它 随 着 传播 距离 增 大 而 衰减 ，k2? 则 为 
k? 一 k2. k. 的 正 负 号 是 取得 使 在 7 = 71,72 处 电磁 场 是 流向 导体 内 部 . 

在 内 导体 柱 中 , 由 于 在 > = 0 处 , 电磁 场 的 值 应 有 限 , 故 其 解 中 的 柱 函 数 Zo 只 
能 取 为 Jo. 在 外 导体 中 , 由 于 当 "+ 增 大 时 场 将 减弱 , 故 其 处 的 Zo 只 能 取 为 CHO)， 
而 在 两 导体 柱 之 间 , 则 为 Jo 和 No 的 登 加 或 H9? 和 HP) 的 又 加 . 

我 们 来 考察 一 下 内 导体 中 的 场 , 并 用 下 标 1 来 标志 内 导体 中 的 各 种 量 : 


Bol(r,z,t)=a 


Bs = or TE Jo(kirr)e eo, 
Er = a1J) (kirr)eitkez -od), (4.10.10) 
Bi = ckt 了 (天 i(k2z—wt) 
16 二 aR 0(kirr)e . 
值得 指出 的 是 , 现在 k, 虽然 不 像 理想 导体 情况 那样 等 于 w/c( 见 式 (4.10.1) 的 说 明 )， 
但 相差 也 就 是 不 大 的 修正 (至少 数量 级 不 会 变 ), 而 导体 的 es 的 绝对 值 道 常 比 1 大 
得 多 ( 即 传 导电 流 比 位 移 电 流 大 得 多 ), 于 是 及 
uel) » 


i 


kk kk 一 (4.10.11) 


Q 参见 附录 C( 柱 面 电磁 波 的 一 般 解 )， 
国 当 各 = 有 队 十 i 广 ,六 > 0 时, HY) (kwr) 的 渐 近 式 为 


2 
HO (err) ~ | 元 


人 


一 TrT 二 iiCR 7 一 mA4) 


e 


表明 在 ” 处 它 的 绝对 值 以 指数 衰减 , 而 H42) (krr) 将 以 指数 增 大 . 参见 附录 C. 
图 stc) 由 式 (4.6.15) 定义 . 
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由 此 得 出 
ki YE + (4.10.12) 


上 式 中 的 关外 2 人 即 为 3.5 节 中 所 给 出 的 集 肤 厚 度 6 的 倒数 . 通常 导体 的 半径 要 
比 集 肤 厚度 大 得 多 . 因而 在 表面 附近 | 局"*r| 六 1, 于 是 式 (4.10.10) 中 贝 塞 尔 函 数 可 


用 它 的 渐 近 式 表示 : 
Jo(kir7) 振 V 远 - COS (kirr 一 2) 。 (4.10.13) 


在 如- 由 式 (4.10.12) 的 第 二 式 给 出 的 情况 ( 虚 部 与 实 部 相当 ), 上 式 可 化 为 


TT ns 
Jo(kir7) 振 py 2) 


1 十 i VE Ui) 
= eV a ) kir7?| 六 1. 4.10.14 
2 arz| ( ) 


于 是 可 以 得 出 轧 ,(7,z,t) 与 它 在 (内 导体 ) 表面 上 的 值 Eiz(r1,z,t) 之 比 为 


Jo(kir7) ~ /Ein n) 
Jo(kir71) Tr ， 


此 式 表 明 , 在 内 导体 表面 附近 , 电场 z 分 量 的 绝对 值 随 着 离 表面 距离 的 增加 ( 即 深度 


的 增加 ) 而 指数 式 的 衰减 , 这 就 是 前 面 讲 过 的 集 肤 效应 . 此 处 的 集 肤 厚度 志 亏 


与 以 前 给 出 的 导体 中 平面 波 集 肤 厚度 5 相同 (参见 式 (4.7.24) 下 面 的 说 明 ). 可 见 
该 值 具有 普遍 意义 , 不 仅 适用 于 平面 波 情况 . 

值得 指出 的 是 , 对 于 o 一 定 的 导体 , 当 w 增加 时 , 集 肤 厚度 将 减 小 , 但 它 与 入 
射 波 长 ( 指 真 空中 波长 ) 的 相对 比值 却 是 增加 的 . 

同样 , Bi (r, z,t) 与 它 在 (内 导体 ) 表面 上 的 值 i(r1,z, 引 之 比 , 以 及 Bio(r, zz,) 
与 它 在 (内 导体 ) 表面 上 的 值 Big (m1,z,t) 之 比 J0(Rir7)/J0(kir71) 也 与 式 (4.10.15) 
右 方 的 值 一 样 : 


(4.10.15) 


JO(k1rT) ~ EE (i) —r) 
J (kirr1) r ， 
显示 出 El, 和 Bi 具有 与 Es 同样 的 集 肤 厚度 . 
对 于 外 导体 中 的 电磁 场 亦 可 类 似 地 进行 讨论 , 所 求 出 的 该 电磁 场 的 值 亦 显示 出 
集 肤 效应 , 并 具有 同样 的 集 肤 厚度 5. 
利用 6 的 渐 近 式 


1 了 3Z 
天 宕 一 一 i(ki7r 一 学 ) ~ , . . 
Jolkirn) SF -YY NTe 4),， iarr| 浆 1 (4.10.17) 


(4.10.16) 
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还 可 求 出 导体 中 同一 点 处 轧 ; 与 包 ; 之 比 , 其 值 为 


kr Jo(kirr) ~ kir 
过。 了 (parr) kz 


它 的 绝对 值 远大 于 1, 表明 内 导体 中 的 电场 主要 在 z 方向 . 电流 密度 j 与 电场 已 成 
正比 , 故 内 导体 中 的 了 亦 主要 沿 着 z 方向 , 与 通常 的 概念 一 致 . 再 由 磁场 在 9 方向 ， 
即 得 出 内 导体 中 能 流 密度 S 基本 上 是 沿 着 径 向 从 柱 表面 流向 柱 的 内 部 , 其 作用 是 
供应 导体 中 的 焦耳 热 损耗 . 

在 外 导体 中 , 情况 相仿 , 能 量 从 表面 垂直 流入 内 部 . 至 于 在 两 导体 柱 之 间 , 在 初 
级 近似 中 即 略 去 内 外 导体 损耗 的 情况 下 ,比值 k/k。 很 小 , 表明 内 外 导体 柱 之 间 的 
电磁 波 基本 上 沿 着 z 轴 传 播 , 即 能 流 基 本 上 是 沿 着 z 的 方向 . 

最 后 , 值得 强调 的 是 , 同 轴线 的 主 波 传输 没有 频率 上 的 限制 , 这 一 点 与 下 节 所 
讨论 的 波导 管 不 同 . 在 波导 管 中 不 存在 具有 上 述 性 质 的 主 波 ( 同 轴线 中 主 波 的 电磁 
场 频 率 具有 连续 谱 而 且 没 有 “ 非 零 的 ”下 限 ). 至 于 同 轴线 中 还 存在 的 其 他 波 型 的 电 
磁 波 , 由 于 实用 性 不 大 , 这 里 就 不 作 讨论 了 . 


4.10.4 ”电报 方程 式 


在 无 线 电 学 中 , 对 于 传输 线 主 波 通常 用 电报 方程 式 来 处 理 , 即 引入 分 布 电容 、 
分 布 电感 和 横向 电压 的 概念 , 并 给 出 电流 与 横向 电压 所 满足 的 方程 . 需要 注意 的 是 ， 
对 于 现在 讨论 的 高 频 情况 , 一 般 地 说 两 点 之 间 的 电压 (电势 差 ) 已 无 意义 , 因 两 点 之 
间 电 场 的 积分 与 所 选取 的 路 径 有 关 . 这 里 所 说 的 横向 电压 是 指 在 主 波 情况 下 , 电场 
沿 模 截面 内 的 曲线 自 内 导体 到 外 导体 的 线 积分 值 . 由 于 主 波 的 磁场 没有 z 分 量 , 故 
电场 的 线 积分 , 在 位 于 横 截 面 内 的 限制 条 件 下 , 是 与 路 径 无 关 的 . 这 就 使 横向 电压 
具有 确定 的 意义 , 并 且 只 是 z 和 t 的 函数 . 另外 一 个 问题 , 现在 电容 和 电感 是 分 布 
在 整个 同 轴线 上 的 , 需要 更 明确 的 定义 . 

在 下 文中 , 我 们 将 利用 麦克 斯 韦 方程 组 、 介质 电磁 性 质 方程 和 电荷 守恒 定律 以 
及 本 节 所 解 出 的 主 波 电 磁场 的 分 布 , 来 推导 电报 方程 式 并 确定 其 中 的 分 布 电 感 和 分 
布 电容 的 值 . 

根据 横向 电压 的 定义 , 当 z 增加 Az 时 , 它 的 增值 AV 为 


(4.10.18) 


AV=V(z+ Az,t) —V(z,t) 
72 
一 | [Ez (z 十 Az, 7 t) 和 FE2r (%, 7, 加 dr (4.10.19) 
T1 


= + 五 ? :dl+ [Ezz(z,r2,t) — E2z(z,71,t)]Az, 
L 


. 194 第 四 章 ”电磁 波 的 辐射 和 传播 


上 式 中 的 回路 工 如 图 4.10.4 所 示 . 由 麦克 斯 
韦 方程 组 ， 


五 > .di 一 _1lAz 
L [0 


| "2 0B2g 


4.10.2 
6 dr， (4.10.20) 


将 上 式 代入 式 (4.10.19) 并 令 Az 一 0 即 


Te 得 出 
7 OV(z,t) 1 ("68B2g 
Oz =- -了 | ot dr 


图 4.10.4 式 (4.10.19) 中 的 回路 — [B2z(z,71,t) — Ezz(z, 72,t)]. 
(4.10.21) 


从 式 (4.10.20) 可 以 看 出 , 上 式 右 方 第 一 项 代表 z 方向 单位 长 度 上 的 感应 电动 势 . 在 
理想 导体 近似 中 , 根据 式 (4.10.7) 与 (4.10.4), Bz 与 了 成 正比 而 且 相 位 相同 ( 即 比 


例 常数 为 实数 ). 我 们 将 该 项 表 为 -Ly. 式 (4.10.21) 右 方 第 二 项 在 理想 导体 情况 
等 于 零 , 于 是 得 出 


ov(z _ 2 


让 (4.10.22) 
其 中 
L= in, (4.10.23) 
C 1 
称 为 同 轴线 单位 长 度 上 的 电感 . 
另外 , 由 电荷 守恒 定律 
AT=I(z+Az,t)— I(z,t)=— (zm 党) Az, 
其 中 的 wr 为 内 导体 柱 面 上 的 面 电 荷 密度 . 于 是 即 得 
ee = -2rr oD). (4.10.24) 


此 结果 实际 上 已 在 式 (4.10.5) 给 出 过 . 
下 面 我 们 要 将 面 电荷 密度 we 用 横向 电压 Y 表示 出 来 ， 根 据 式 (4.10.7) 和 
(4.10.4) 第 二 式 ， 


72 
T = | Bdr = Ain®, (4.10.25) 
rl C Ti 
再 由 式 (4.10.4) 和 (4.10.6) 
1 = 2 (4.10.26) 


Cc 
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代入 式 (4.10.25) 后 即 得 
V = dnriwin2. (4.10.27) 
上 式 表明 同 轴线 内 导体 单位 长 度 上 的 电荷 (2xriwr) 与 横 电 压 成 正比 : 
(2rrrlwf) = CV, (4.10.28) 


其 中 
1 


2m 二 
?1 


(4.10.29) 


称 为 同 轴线 单位 长 度 上 的 电容 . 于 是 式 (4.10.24) 可 写成 


OI(zt) OV(z,D) 
= -Ca (4.10.30) 


式 (4.10.22) 与 (4.10.30) 合 起 来 就 称 为 电报 方程 式 , 在 无 线 电 学 中 有 着 重要 的 
地 位 . 而 同 轴线 可 用 图 4.10.5 的 等 效 电路 来 示意 . 
从 电报 方程 式 可 以 推出 V 和 了 都 满足 


"I 
O02V O02V 
E72 wwL 
3 gz7 (4.10.31) 
Fz- LCa = 0. 图 4.10.5 同 轴 线 的 等 效 电路 图 


而 根据 式 (4.10.23) 和 (4.10.29)， 

1 

ce2， 

上 两 式 表明 ; V 和 了 与 主 波 的 电磁 场 一 样 , 以 真空 光速 c 向 前 传 进 . 
我 们 再 次 强调 , 电报 方程 只 对 于 传输 线 中 的 主 波 才能 应 用 . 对 于 其 他 型 号 的 波 ， 

甚至 连 横向 电压 都 无 意义 , 电流 也 不 一 定 在 z 方向 , 电报 方程 自然 失去 意义 . 当真 空 

波长 Gd 等 于 或 小 于 同 轴 线 横向 尺寸 时 , 就 将 有 其 他 波 型 的 波 也 能 在 同 轴线 

中 传播 , 情况 与 下 节 讲 的 波导 管 中 波 有 些 类 似 , 后 者 也 不 能 用 电报 方程 来 处 理 . 另 

外 , 在 波长 2 二 大 于 横向 尺寸 的 情况 ， 主 波 以 外 其 他 波 型 的 电磁 波 虽 不 能 在 同 轴线 

中 长 距离 传送 , 但 在 入 口 处 能 透 入 某 个 一 定 距 离 , 情况 与 全 反射 中 的 相似 . 如 果 同 

轴线 长 度 比 此 距离 短 , 或 者 相当 , 那么 亦 将 有 一 部 分 波 能 透 过 去 . 当然 , 对 于 这 些 非 

主 波 的 波 型 , 电报 方程 是 不 能 应 用 的 . 


ZLC = (4.10.32) 
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4.10.5” 同 轴线 末端 短路 或 有 负载 的 情况 


当 同 轴线 具有 有 限 长 度 , 而 且 在 末端 用 导体 封 住 (末端 短路 ) 的 情况 , 电磁 波 就 
将 被 完全 地 反射 回去 从 而 在 同 轴线 中 形成 驻 波 . 值得 注意 的 是 , 与 直流 情况 不 同 , 这 
时 末端 短路 不 会 导致 出 现 无 穷 大 的 电流 (这 一 结果 也 可 从 分 布 电感 的 作用 来 理解 ). 
另外 , 当 末端 为 开路 时 , 除 有 一 小 部 分 电磁 波 辐射 出 去 以 外 (只 有 一 小 部 分 辐射 出 
去 可 从 阻抗 不 匹配 的 角度 来 理解 ), 大 部 分 也 被 反射 回去 , 这 一 部 分 同样 形成 驻 波 . 
这 时 末端 成 为 电流 的 波 节 , 这 也 与 直流 或 低频 交流 电 不 同 , 即 末 端 断 开 并 不 能 使 电 
流 在 整个 同 轴线 上 停止 . 当 同 轴线 末端 接 上 负载 时 , 一 般 情况 , 电磁 波 一 部 分 被 负 
载 吸收 ( 即 在 负载 中 被 利用 ), 一 部 分 反射 回去 从 而 在 同 轴线 上 形成 混 波 ( 指 行 波 与 
驻 波 的 混合 ) 状态 . 只 有 负载 阻抗 与 同 轴线 匹配 时 , 才能 消除 反射 . 值得 一 提 的 是 ， 
不 论 是 驻 波 还 是 混 波 , 它们 都 将 满足 电报 方程 , 因为 两 个 方向 的 行 波 满足 同样 的 电 
报 方程 的 缘故 . 


4.11 高 频 电 磁 波 在 波导 管 中 的 传送 


当 电磁 波 的 频率 更 高 , 例如 当 其 真空 波长 达到 厘米 波段 时 , 同 轴线 内 导体 表面 
处 常 由 于 电流 强度 大 ( 因 和 集 肤 厚度 很 小 , 内 表面 的 圆周 又 小 ) 而 出 现 较 严重 的 焦耳 
热 损耗 . 内 导体 的 半径 由 于 受到 击 穿 现象 的 限制 , 不 能 使 内 外 两 导体 间距 过 小 . 对 
于 瞬时 功率 很 大 的 脉冲 电流 , 这 个 矛盾 更 加 突出 . 此 外 , 两 导体 柱 闻 支撑 用 的 介质 
块 也 有 严重 的 介 耗 . 因此 对 厘米 波段 的 电磁 波 , 通常 不 用 同 轴 线 而 改 用 波导 管 来 传 
送 . 波导 管 为 一 中 空 的 金属 管 , 可 看 作 是 由 同 轴线 抽 去 内 导体 而 成 , 电磁 波 即 在 这 
种 中 空 的 管内 传送 ( 见 下 文 ). 由 于 金属 导体 管 壁 的 屏蔽 作用 , 波导 管 同 样 避免 了 辐 
射 损耗 以 及 外 界 的 干扰 . 与 同 轴线 相 比 , 它 的 优点 是 损耗 小 , 但 有 一 个 应 用 限制 , 即 
只 是 电磁 场 的 频率 超过 某 一 定 值 时 (此 值 随 波导 管 的 横向 尺寸 和 截面 形状 的 不 同 
而 不 同 ), 才 可 能 在 波导 管 中 传 送 . 因而 实际 上 波导 管 只 在 微波 领域 中 才 获 得 应 用 . 


4.11.1 ”和 矩形 波导 管 中 的 电磁 波 


我 们 先 来 看 频率 一 定 的 电磁 波 沿 无 穷 长 矩形 波导 管 的 传播 . 设 导 体 为 理想 导 
体 , 于 是 在 内 壁 上 电场 的 切 向 分 量 等 于 零 , 也 就 是 说 , 内 管 壁面 为 管内 电场 切 向 分 
量 的 波 节 面 ， 电磁 波 在 矩形 波导 管 中 的 传播 可 设想 为 电磁 波 在 管 壁 内 反复 地 反射 
而 曲折 地 前 进 过 程 . 但 这 种 设想 有 相当 的 局 限 性 , 因为 所 传送 的 电磁 波 波长 可 能 比 
矩形 管 的 横向 尺度 还 大 . 

波导 管 中 召 和 B 的 每 一 个 分 量 FF 都 满足 交 姆 霍 兹 方程 , 我 们 可 以 用 分 离 变 
数 法 来 求 交 姆 霍 兹 方程 的 一 系列 特 解 . 为 了 使 每 个 特 解 都 能 符合 本 问题 的 边 值 条 件 
(在 壁面 上 电场 切面 分 量 为 零 , 在 z 方向 从 -oo 到 +oo 传播 ), 我 们 选择 FF 为 下 列 
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的 形式 ， 
F = (aa cos fazi + aa sin k121)(B1 cos jazz + Pa sin jaza)eika7s， (4.11.1) 
即 在 横 截 面 内 为 驻 波 , 在 zs 方向 为 行 波 . 上 式 中 的 局 ,io, ks 应 满足 条 件 
hk2+k2+k2=k2 = 人 (4.11.2) 
从 管 壁面 上 电场 切 向 分 量 应 为 零 以 及 立马 = 0, 即 可 求 出 


E! = 41 cos kiz1 sin jazaeiksazs， 
Bo = Az sin kiz1 cos kar2e es™, (4.11.3) 
Es = As sin ki1x1 sin jazoeikazs， 
其 中 
ki1 = 了， k2 一 了 (n1,n2 一 0,1,2,……)， (4.11.4) 
1 2 
1 与 by 如 图 4.11.1 所 示 , 分 别 为 波导 管内 腔 长 边 和 短 边 的 宽度 


另外 , 从 吾 的 散 度 为 零 , 44、42 和 4s 
之 间 还 须 满足 关系 
Aiki + Azk2 一 iAsks = 0, (4.11.5) 


因而 在 41, 4> 和 4s 中 只 有 两 个 是 独立 的 . 
当 召 如 上 所 述 确 定 以 后 , 由 麦克 斯 韦 方 程 组 
第 二 式 


B= iSy xE, (4.11.6) 贸 


即 可 确定 昌 , 这 样 对 于 每 对 (nz,no) 的 值 就 。 “1 先 形 波导 管 的 未 意图 
得 到 两 组 @ 满足 麦克 斯 书 方程 和 边 值 条件 的 独立 解 (对 应 于 系数 4 的 两 种 取 值 ) 
通常 这 两 组 独立 解 -组 是 取得 使 其 中 及 为 零 ,一 组 是 取得 使 其 中 B 为 零 ， 这 
样 , 第 一 组 解 只 有 磁场 在 传送 方向 分 量 不 为 零 , 因而 称 为 磁 型 波 ,也 称 作 横 电 型 波 
(由 于 电场 与 传送 方向 垂直 ) 并 记 作 Ms 型 或 TE，， 型. 第 二 组 解 则 只 有 电场 
在 传送 方向 有 分 量 , 因而 称 为 电 型 波 , 也 称 作 横 磁 型 波 , 并 记 作 E。， 型 或 TM 
型 . 在 以 上 表示 中 , nm 和 nz 分 别 代表 长 边 和 短 边 上 的 半 波 数 . 
无 论 是 Mn。 型 还 是 Ein。 型 , 其 ks 的 值 都 是 


2 mny\? nanx\? 
(ks )ninz 一 可 一 ( 竺 ) 一 (时 。 (4.11.7) 


12 


@ 显然 , nl 和 ma2 不 能 都 取 为 零 . 当 其 中 一 个 为 零 时 , 只 有 一 组 独立 解 , 即 下 文中 Hninas 型 波 . 
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于 是 沿 z 方向 传播 的 相 速 比 c 大 ( 沿 某 方向 的 相 速 比 c。 大 是 常见 的 事 并 不 奇怪 )， 
而 且 各 个 波 型 的 相 速 不 同 . 同一 波 型 不 同 频率 的 波 , 相 速 亦 不 相同 . 即 有 色散 效应 . 

对 于 一 定 的 波 型 , 当 w 小 于 某 一 临界 值 时 , ks 即 变 为 虚数 , 这 时 该 型 电磁 波 沿 
着 zs 方向 将 以 指数 形式 衰减 而 不 能 实行 传送 . 此 临界 频率 即 为 


2 2AN 2 
ww 人 = en (他 ) 二 ( 亏 ) (4.11.8) 
与 临界 频率 相对 应 的 电磁 波 在 真空 中 的 自由 波长 等 于 
A 一 Te 一 一” (4.11.9) 


以 hi = 7、12 = 3 厘米 的 波导 管 为 例 , 最 初 几 个 波 型 的 临界 波长 如 表 4.11.1 
所 示 . 


表 4.11.1 最 初 几 个 波 型 的 临界 波长 . (单位 为 厘米 ) 
Aig 和 20 X30 和 ot 和 02 和 1 A M2 X31 
14.0 7.0 4.7 6.0 3.0 5.5 4.6 2.8 3.7 


由 此 可 见 , 对 于 上 述 尺 寸 的 波导 管 , 真空 波长 大 于 14 厘米 (长 边 的 两 倍 ) 的 电 
磁 波 , 完全 不 能 在 管 中 传 送 , 它 在 入 口 附 近 即 全 部 被 反射 回去 . 当真 空 波长 在 14 厘 
米 与 7 厘米 之 间 时 , 只 可 能 以 豆 o 型 传送 (不 存在 Bo 型 和 瓦 ,0 型 波 , 见 上 页 注 
中 ), 如 此 等 等 . 

以 上 讨论 了 波导 管 中 可 能 存在 的 波 型 , 在 一 般 情况 下 , 波导 管内 传送 的 波 , 为 
临界 波长 大 于 所 传送 波长 的 各 型 波 的 又 加 ， 善 加 系数 由 激发 方式 (输入 的 方式 ) 来 
确定 . 在 本 课程 中 就 不 具体 讨论 了 . 

4.11.2 ”圆柱 形 波导 管 中 的 电磁 波 


仍 设 管 壁 为 理想 导体 . 利用 柱 坐 标 分 离 变数 法 , 可 以 求 出 圆柱 形 波导 管 中 电磁 
场 的 一 系列 特 解 中 , 它们 是 : 


Es(r, 0, z,t) =aJm(krr)ei(t**tme -wt), 
Bz (7, 0, z, t) =bJm (krr)ei(kz*tme—wt) 


iks mw 1 
Er (7, 9, z,t) 二 Qk Jm(kr7) 一 ”县 Fm(kr?) 


参见 附录 C( 柱 面 电 磁 波 的 普遍 解 ). 
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x i(ks z+me—wt) ， 


mkz 1 iw 
,zo 二 了 (1 
Eelr, 0, z,t) | 破 FJm(k 7) 十 bm 人 | 


i(k2 z+me—wt 
x ei( zZ 二 rng )， 


mck? 1 > / 
= Jn (ker) 十 82J (ke 4.11.10 
alker) + bk)| (4.11.10) 


已 (rm 0,z,t) = [ 
x i(kzztme—wt) 

ick? mhkz 

Boln,0,2) = [oi T (kr) — bE 


x Ei(kzz+me —wt) . 


Ener)| 


上 式 中 的 J 为 贝 塞 尔 函数 , m 取 零 或 正 整 数 , J 为 Jm 的 微 商 . z 和 ks 满足 
+ 一 与， (4.11.11) 
k- 的 符号 规定 取得 使 其 虚 部 为 正 . 边 值 条 件 为 ( 设 波导 管 半径 为 ro): 
E,(ro,0, 2,t) = Eg(ro, 6, z,t) = 0, (4.11.12) 


即 在 管 壁 处 电场 的 平行 分 量 都 等 于 零 . 

当 系 数 b 为 零 时 , 在 z 方向 即 波 的 传送 方向 只 有 电场 分 量 . 与 前 相仿 , 这 种 解 
称 为 卫 型 或 TM 型 波 . 当 系数 a 等 于 零 时 , 在 z 方向 只 有 磁场 分 量 , 这 种 解 称 为 H 
型 或 TE 型 波 . 

对 于 互 型 波 , 边 值 条 件 可 表示 为 


Jn(krro) =0. (4.11.13) 


贝 塞 尔 函 数 Jn(p) 有 一 系列 (无 穷 个 ) 根 , 设 其 第 n 个 根 (不 计 p = 0 的 根 ) 为 pw， 
则 六 只 能 取 


(br)mn = Oo n=1,2,3,... (4.11.14) 
0 
相应 的 ks 等 于 
w2 /prm\ 
(kz)mn = 14/ — ( 竺 ) . (4.11.15) 


这 种 波 记 作 Ew 型 波 , 脚 码 m 代表 圆周 上 的 周期 数 , n 代表 半径 上 的 节点 数 (r = 0 
的 节点 除外 ). 也 可 以 说 , n 代表 半径 上 的 半 波 数 . 
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Emn 型 波 的 临界 频率 为 
(We)mmn 一 c(kr )mn 一 ee, (4.11.16) 


因 当 w < (we)mn 时 , kz 将 为 虚数 (参见 式 (4.11.15)). 
pma 的 前 儿 个 值 如 表 4.11.2 所 示 . 


表 4.11.2 pmn 的 前 几 个 值 “ 


Pol P11 p21 p02 p12 P03 
2.4 3.8 5.1 5.3 7.0 8.7 
由 此 可 得 E 型 波 可 能 传送 的 最 大 波长 为 
Ne = 2 ~ 2.6r0, 
pol 
即 为 管 的 直径 的 1.3 倍 . 
类 似 地 , HH 型 波 的 边 值 条 件 为 
J (krro) = 0. (4.11.17) 
设 J,(p) 的 第 个 根 ( 亦 不 计 p = 0 的 根 ) 为 wu, 则 对 卫 型 波 , 6 只 能 取 值 
(kr mn 三 Prmn, nn 二 1,2,3,.…. (4.11.18) 
ro 
相应 的 ks 等 于 
2 7 2 
(kz)mn = 全 一 (于 ) . (4.11.19) 
于 是 H 型 波 的 临界 频率 分 别 为 
(woe)mn = Sn, (4.11.20) 


pn 的 前 几 个 值 如 表 4.11.3 所 示 . 


表 4.11.3 
p01 p11 p02 p12 
3.8 1.8 7.0 5.13 
从 上 表 可 见 , H 型 波 可 传送 的 最 大 波长 为 
2r70 
入 c 一 18 = 3.47r0. 


附带 指出 , Eol 型 波 常 应 用 于 直线 加 速 器 及 雷达 的 旋转 部 分 中 , 因为 它 具 有 纵 
向 电场 分 量 ( 见 式 (4.11.12) 下 面 一 段 ), 而 且 具 有 轴 对 称 性 ( 见 式 (4.11.10) 第 一 式 ， 
当 m=0 时 EB, 与 9 无 关 ) 的 缘故 . 
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4.12 表面 电磁 波 的 传播 


在 4.10 节 中 我 们 已 经 指出 , 导线 (或 导体 柱 ) 具有 引导 电磁 波 传送 的 作用 . 这 
种 依附 着 导线 (或 导体 柱 ) 传送 的 电磁 波 就 称 为 表面 电磁 波 . 在 图 4.10.2 中 还 描绘 
了 在 双 导 线 周围 电磁 场 的 图 像 . 当 频 率 很 高 时 , 其 实 不 一 定 要 双 线 才能 传送 电磁 能 
量 , 单线 就 可 以 传送 ， 带 有 绝缘 介质 表面 层 的 长 单 导 线 (导体 柱 ) 由 于 表面 层 不 易 
击 穿 (与 双 线 相 比 ), 在 大 功率 的 微波 传送 中 有 着 重要 的 应 用 . 在 本 节 中 , 我 们 即 来 
讨论 这 种 依附 着 单 导体 柱 传送 的 表面 波 的 特性 . 


4.12.1 “党 无 穷 长 单 导体 柱 传送 的 主 波 


通常 用 导线 传送 的 表面 波 都 是 主 波 . 与 4.10 节 中 讨论 的 同 轴线 情况 相似 , 这 里 
的 主 波 也 具有 轴 对 称 性 而 且 电 场 只 有 7 分 量 和 z 分 量 , 磁场 则 只 有 9 分 量 , 其 表 
达 式 与 式 (4.10.9) 一 样 . 在 导体 内 部 , 由 于 7 = 0 处 电磁 场 为 有 限 值 , 故 其 中 ( 指 式 
(4.10.9) 中 )Zo(irr) 只 取 为 Jo(kr7), 与 式 (4.10.10) 一 样 . 亦 即 它 可 表示 为 


Eiz = a1 Kr] (kyrr)ei(eez—od), 
这 > 

Eir = ai1J(Rtrr)jeitezz 一 o 世 ， (4.12.1) 
ck2 ， 

Bie = a1 大 区 (parre ee 


在 导体 外 部 的 空间 中 , 由 于 r = co 处 , 电磁 场 应 为 零 , 故 Zo(k7) 只 为 Hi (ki7), 场 
的 表达 式 即 为 


Ez = a2 Ta HD (karr)eee 9), 


Ezr = aaHGD) (kanr)ei(kzz 一 ob， (4.12.2) 
k2 / ; 
E20 = oa HY (kzrr)ei(kzz—t), 
已 
其 中 中 
2 Ahcto 3 2 
kT 一 ca LO 有 2 一 2 
(4.12.3) 
2 pe(®) 2 2 2 w? 2 
用 = 所- 尼 ， 胞 = 三 一 和民 


这 样 , 两 个 区 域 (导体 柱 内 部 和 导体 柱 外 部 ) 内 的 麦克 斯 韦 -欧姆 联 立 方程 组 以 
及 r=0 和 7 = oo 的 边 值 条 件 都 已 满足 . 剩 下 要 考虑 的 就 是 在 导体 柱 表 面 上 的 边 
值 关 系 . 根据 边 值 关系 的 要 求 , 可 以 确定 系数 ai 与 aa 的 比 以 及 (ks, kir, kzr) 的 值 . 


4no 


@@ 在 式 (4.12.3) 中 , e(c) = e 十 i 见 式 (4.6.15). 
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设 导体 柱 的 半径 为 ro, 则 在 + = ro 面 上 , B 和 互 切 向 分 量 连 续 的 条 件 要 求 


aikirJo(kirro) = azkar HO (korr0), 


, 4.12.4) 
or hI (haere) 一 az 克也 名 (k2rr0). ( 
上 式 为 a 和 aa 的 齐 次 方程 , 有 非 零 解 的 条 件 为 两 个 方程 不 独立 , 即 
pkir Jo(tarro) _ kar HO (barro) (4.12.5) 


ki Jolkirro) hk2 HO (korro) 


此 方程 即 为 决定 所 的 方程 , 因 hu. 和 kz 通过 式 (4.12.3) 后 两 式 由 ks 决定 . 

我 们 来 近似 地 求解 上 述 方程 ,注意 到 在 零 级 近似 ( 即 理想 导体 近似 ) 中 , 主 波 
的 k。 由 下 式 表示 听 
(4.12.6) 


于 是 按 式 (4.12.3), 
k2r = 0, 
4.12.7 
kir 涯 pe = ki1. ( ) 
在 考虑 了 “导体 的 电导 率 为 有 限 值 ”的 修正 后 , kz. 的 绝对 值 仍 很 小 , fir 与 徊 
的 差别 仍 不 大 . 这 样 可 设 |kzro| < 1, 于 是 式 (4.12.5) 右 方 可 用 汉 克 尔 函 数 在 小 距 
离 的 近似 式 
HG (Kaoryo) 衬 2 Yorro 
™ (4.12.8) 


‘ 2i 
HOY (porro) 宕 


Th2rro ; 
来 化 简 , 其 中 y = 1.781.…， 为 一 常数 . 同时 当 半 径 ro 比 集 肤 厚度 大 得 多 时 ， 
jkirro| 所 |kiro| 六 1， 于 是 式 (4.12.5) 左 方 可 用 贝 塞 尔 函 数 的 渐 近 式 来 化 简 ， 这 
样 就 得 出 
kiTo 
E(c) ， 
实际 应 用 时 , 可 通过 数值 计算 方法 由 上 式 求 出 kz 的 值 , 然后 通过 式 (4.12.3) 定 出 
kz, 从 而 可 求 得 表面 波 沿 z 方向 的 传送 的 相 速 和 衰减 长 度 . 

以 ro = 0.1 厘米 的 铜 线 为 例 , 当 频 率 等 于 103MHz 时 , 解 出 


kor SF (一 0.53 + 1.2i) x 10- ?二 ， 


(horro) ?In Yarro) 


(4.12.9) 


=1 


~ gw (4.12.10) 
kz (1l+6.4x10 i)—. 
c 


@@ 见 式 (4.10.1) 上 面 说 明 , 并 可 以 验证 , 它 确 是 o = oo 时 式 (4.12.5) 的 解 . 
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上 述 结果 表明 沿 z 方向 的 相 速 仍 近似 等 于 c, 而 衰减 长 度 为 


AXIO ~ 770m, (4.12.11) 
可 见 传送 距离 还 是 不 短 的 . 另外 , 在 此 例 中 trro 的 绝对 值 近似 等 于 10-?, 确实 远 
比 1 小 , 与 前 面 的 假定 符合 . 


4.12.2 ”导体 柱 内 外 的 电磁 场 与 电流 分 布 


与 同 轴线 内 导体 柱 上 的 情况 相似 , 导体 柱 内 的 电场 和 电流 主要 在 z 方向 , 磁场 
在 9 方向 . 于 是 能 流 也 基本 上 在 > 方向 , 并 指向 柱 的 中 心 . 

同样 , 柱 内 电磁 场 和 电流 都 集中 在 表面 附近 的 注 层 内 , 集 肤 厚 度 与 以 前 给 出 的 
值 相同 . 场 和 电流 实际 上 在 7 方向 还 有 一 个 小 分 量 , 这 一 情况 在 4.10 节 示 做 讨论 . 
这 里 作 一 点 补充 说 明 . 按照 式 (4.12.1), 在 柱 内 


五 1z kir Jo(kir7) 


Eir i Jo(k1r7) ’ 


(4.12.12) 


Kr 


上 式 右 方 , 系数 的 绝对 值 | 了 | 大 约 为 约 化 波长 x 与 集 肤 厚 度 的 比 吕 , 它 是 一 个 大 


值 . 因此 如 所 预期 , 柱 内 电场 基本 上 在 z 方向 . 
对 于 导体 柱 外 的 空间 , 在 离开 表面 很 近 的 地 方 , 即 jizrr| < 1 满足 的 范围 , 利 
用 汉 克 尔 函 数 在 小 距离 的 近似 表示 式 (4.12.8), 即 得 


1 
Ezr, B20 ~ 了 ee (4.12.13) 


与 理想 导体 近似 中 的 结果 相仿 , 但 这 个 区 域 很 小 . 而 在 7 大 处 , 即 |kzrr| > 1 时 , 由 
汉 克 尔 函 数 在 远 处 的 渐 近 式 外, 得 出 的 结果 是 


1, 
E2r, B2g ~ lt 


= fleet (4.12.14) 
7 


上 式 表 示 ,和 Bos 的 绝对 值 基本 上 将 指数 式 地 下 降 (\/ 与 -mr 相 比 , 是 一 
个 缓 变 因 子 ). 


4no 


@ 按照 式 (4.12.7)，ki。 一 s(ti)2, 故 |kir| 实 et 即 集 肤 厚 度 的 倒数 ( 见 式 


(4.10.15) 下 ). 
@) 参见 p.190 的 注 Q@. 
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我 们 以 上 讨论 的 是 主 波 , 除了 主 波 以 外 还 可 能 有 其 他 类 型 的 波 存在 , 但 它们 都 
不 能 传 得 很 远 . 利用 适当 的 激发 方式 还 可 压制 它们 的 出 现 . 另外 , 在 实际 应 用 单线 
来 传送 微波 时 , 通常 在 导体 柱 面 上 涂 一 层 薄 介质 或 在 其 上 刻 权 , 以 使 得 表面 波 更 加 
集中 在 导体 柱 的 附近 . 

除 此 而 外 , 用 导体 平面 亦 可 引导 平面 电磁 波 , 并 在 实际 中 应 用 于 微波 天 线 上 作 
为 引 向 器 , 其 上 亦 常 涂 有 落 介 质 层 或 刻 模 . 


第 五 章 ”带电 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 


本 章 内 容 分 三 个 方面 : 

(1) 研究 运动 带电 粒子 的 电磁 场 和 它 的 辐射 ， 分 析 低速 粒子 和 高 速 粒 子 辐射 的 
特点 . 

(2) 研究 带电 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 ,这 里 的 电磁 场 包 括 外 场 以 及 粒子 自己 
产生 的 场 . 粒子 与 自己 的 场 的 作用 表现 为 两 个 效应 , 即 粒子 的 电磁 质量 和 辐射 阻尼 
力 , 而 外 场 也 就 是 外 来 电磁 波 , 与 粒子 相互 作用 的 过 程 , 主要 是 粒子 对 电磁 波 的 散 
射 与 吸收 . 

(3) 应 用 以 上 的 结果 来 讨论 稀薄 气体 和 等 离子 体 中 的 色散 效应 . 

电磁 波 与 带电 粒子 相互 作用 的 研究 , 对 于 认识 许多 物理 过 程 的 实质 以 及 探索 物 
质 的 微观 结构 有 着 重要 意义 ,虽然 对 于 微观 粒子 的 运动 , 经 典 理论 需要 用 量 于 理论 
来 代替 , 但 本 章 所 得 的 结果 有 一 部 分 仍然 近似 地 正确 , 能 够 直接 在 实际 中 应 用 . 另 
外 , 知道 了 经 典 理论 的 结果 ， 以 后 与 量子 理论 的 结果 相 比 较 对 照 , 还 可 以 更 好 地 认 
识 量子 效应 的 特点 . 


5.1 李 纳 - 维 谢 尔 势 ” 等 速 带电 粒子 的 电磁 场 


在 经 典 理论 中 , 通常 把 带电 粒子 当 作 一 个 点 电荷 来 处 理 , 而 且 一 般 不 考虑 粒子 
的 自 旋 磁 矩 . 因此 粒子 的 运动 状态 就 只 由 它 的 坐标 和 速度 两 个 矢量 来 描述 . 在 本 节 
中 , 我 们 将 计算 运动 的 这 种 带电 粒子 所 产生 的 电磁 场 . 


5.1.1 ” 李 纳 - 维 谢 尔 势 


我 们 先 把 带电 粒子 看 作 一 个 小 球体 并 用 p(z',) 表示 它 的 电荷 分 布 , 在 得 出 
结果 以 后 再 考虑 令 粒 子 的 线 度 趋 于 零 ， 由 于 粒子 在 运动 , 故 p 是 时 间 + 的 函数 . 
在 不 考虑 粒子 的 自 族 运动 的 条 件 下 , 任 一 时 刻 粒子 各 部 分 的 速度 都 是 一 样 的 , 因此 


j(z',t) = p(t)v(), (5.1.1) 


v 为 粒子 的 速度 . 粒子 产生 的 4 和 y 应 由 4.1 节 中 所 给 出 的 推迟 解 公式 表示 , 即 


p (et- 3) 
p(x,t) = | 
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了 (et 4) 
A(z,t) = | dr (5.1.2) 
3 c R ; 


式 中 的 代表 > 与 x' 间 的 距离 , 下 面 的 任务 就 是 根据 粒子 的 线 度 趋 于 零 的 条 件 
来 研究 式 (5.1.2) 中 的 积分 值 . 粗略 看 来 , 可 能 得 出 这 样 的 结论 : 由 于 带电 体 的 线 度 
趋 于 零 , 式 (5.1.2) 中 实际 积分 的 区 域 亦 趋 于 零 , 于 是 可 略 去 R 随 w 的 变化 , 即 把 
它 作为 与 积分 变量 x’ 无 关 的 常数 来 处 理 . 这 样 , 式 (5.1.2) 分 母 中 的 R 可 以 提 到 
积分 号 外 面 来 (并 以 R* 表示 , 这 是 因为 有 推迟 效应 , 在 求 t 时 刻 的 势 时 , R 不 能 
” 取 t 时 刻 粒子 到 场 点 的 距离 , 而 是 某 提前 时 刻 妇 从 粒子 到 场 点 的 距离 ). 同时 , 积 


分 上 E (et _ 2) dr' 似 就 等 于 粒子 的 总 电荷 g, 因为 R 作为 常数 时 , 此 积分 代表 
某 同 一 时 刻 各 体积 元 中 电荷 的 总 和 . 这 样 就 将 得 出 


2 . 
Pp Pr 


R*"’ 
类 似 地 , 式 (5.1.2) 第 二 式 也 将 化 为 
_ go” 
ecR*’ 
v* 代表 t 时 刻 的 速度 中 . 不 过 , 经 过 较 仔 细 的 考虑 以 后 , 就 知道 以 上 两 式 的 结果 并 
不 正确 . 问题 出 在 对 近似 处 理 只 作 了 笼统 地 考虑 而 缺乏 具体 分 析 上 面 . 实际 上 , 对 
式 (5.1.2) 分 母 中 的 玉 来 说 , 这 样 作 近 似 是 可 以 的 , 因为 所 略 去 的 量 与 所 保留 的 量 


相对 比值 为 全 当 粒子 线 度 趋 于 零 时 , 它 也 趋 于 零 . 同样 » 也 可 以 作为 w" 提 到 


积分 号 外 面 来. 但 对 积分 | (2,t 全) ar 来 说 把 其 中 作为 一 个 常数 就 不 行 
了 , 因为 对 空间 任 一 点 zy, 当 粒 子 (一 个 极 小 的 带电 体 ) 未 触及 到 这 一 点 以 前 , 该 点 
的 p 等 于 零 , 而 在 带电 体 经 过 它 的 短促 时 间 内 ， 它 变 成 很 大 的 值 ( 因 为 粒子 体积 极 
小 故 其 电荷 密度 很 大 )， 随后 又 还 原 成 零 (由 于 带电 体 离开 该 点 )， 带 电 体 的 体积 赵 
小 , 这 个 变化 过 程 就 越剧 烈 . 因此 在 粒子 经 过 的 附近 时 间 , + 的 数值 有 微小 的 差异 就 
可 能 导致 p 的 重大 变化 . 以 上 讨论 表明 , 我 们 必须 更 仔细 地 来 计算 积分 


| (et 一 “) dr 


的 值 . 另外 , 我 们 还 必须 说 明 : 如 何 来 确定 提前 时 刻 # 的 值 . 
在 求 ? 点 {时刻 的 p 时 , 为 了 确定 相应 的 ##, 我 们 可 以 设想 一 个 以 z 点 为 中 心 的 
球面 , 它 的 半径 从 无 穷 大 以 光速 c 收缩 , 而 且 令 它 恰好 在 上 时 刻 收缩 到 零 . 不 难 认 
@ 在 本 章 中 , 加 * 号 都 代表 提早 时 刻 #* 时 的 值 . 
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识 到 此 球面 与 粒子 相遇 的 时 刻 就 是 所 要 求 的 #*, 具体 理由 如 下 : 根据 推迟 解 , 在 真 
宣 中 电磁 势 以 光速 c 传播 , 故 粒子 在 上 述 相遇 时 刻 #* 所 产生 的 电磁 势 正好 在 t 时 刻 
随 着 球面 到 达 z 点 . 

我 们 还 可 以 利用 上 述 收缩 球面 来 求 积分 | p (et _ 2 dr/， 先 把 该 积分 的 积 
分 域 用 球 坐 标 表示 出 来 ， 将 坐标 原点 取 在 xz 点 即 所 谓 的 场 点 ， 上 述 积分 即 可 表 为 
|e (zt 一) r?dQdr. 按 此 式 , 积分 时 对 于 每 个 小 体积 元 "dQdr 内 的 p, 取 的 是 


一 < 时 刻 的 值 , 因而 也 正 是 上 述 收缩 球面 经 过 该 体积 元 时 的 值 . 按 相 对 论 我 们 知 
道 粒 子 速度 一 定 小 于 c, 这 样 上 述 收缩 球面 必定 “与 粒子 相遇 一 次 , 而 且 只 相 过 一 
次 "， 这 样 , 球面 在 整个 收缩 过 程 中 扫 过 的 总 电荷 就 等 于 粒子 的 电荷 9， 设 该 收缩 


p (zt 一 7) r2dQdr, 它 也 可 以 改写 为 p (zt 一 7) rdfcdt, 其 中 dt = 为 球面 


扫 过 该 体积 元 的 时 间 间 隔 ( 因 光 速 c 就 等 于 球面 扫 过 电荷 的 速度 ). 当 电荷 在 运动 时 ， 
球面 扫 过 电荷 的 速度 应 该 等 于 球面 与 电荷 的 “法 向 相对 速度 ", 它 不 再 是 c, 而 是 


c 一 好 .ar 一 C 一 人 (5.1.3) 


=p (zt 一 “) (1 一 芋 r2drd12. (5.1.4) 


在 最 后 一 等 式 中 , 我 们 利用 了 dt = , 其 中 dr 为 空间 体积 元 的 径 向 尺度 . 再 将 上 
式 两 边 除 以 1 上 就 得 到 


7 dg 
p (z, t— “ 7r2df2dr = 全 (5.1.5) 


一 - 开 


c 
当 粒 子 线 度 趋 于 零 时 , 收缩 球面 扫 过 粒子 各 部 分 时 的 ur 趋 于 同一 的 值 , 再 注意 到 
球面 所 扫 过 的 总 电荷 |a 就 等 于 g, 立即 从 上 式 得 出 


/1_ TY,2 __l -4 
jo (et -)r df2d7 = 一 加 j= | 三， (5.1.6) 
c c 


其 中 的 名 = 全 ， 它 就 是 本 节 所 要 推导 的 主要 结果 . 利用 这 一 结果 即 得 出 ( 注 
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意 , 如 前 所 述 , 我 们 是 把 场 点 取 为 坐标 原点 ) 


相应 的 A(0,t) 等 于 (0,). 如 果 我 们 考 虚 的 是 任 一 点 z 在 上 时 的 和 4, 则 只 
须 将 上 式 中 的 r 换 成 RCR 代表 从 粒子 到 场 点 的 距离) 


vy Or (5.1.7) 
去 9(z 必 一 一 一 全 一 一 
cRh* @ 一 坚 ) 


Cc 


A(zx,t) = 


上 述 结果 称 为 李 纳 - 维 谢 尔 势 . 它 是 本 章 的 理论 基础 

下 面 先 来 对 式 (5.1.6) 作 一 些 简单 的 讨论 . 首先 我 们 指出 , 尽管 | p (zt 一) ar 
的 积分 范围 很 小 , 但 其 中 r 不 能 近似 作为 与 =, 无 关 的 常数 , 因为 这 样 近似 所 略 去 
的 项 与 原来 的 项 之 比 , 量 级 为 旦 ， 它 并 不 随 粒 子 线 度 趋 于 零 而 趋 于 零 . 其 次 , 我 们 
看 到 : 当 避 > 0 时 ,| (zt ") dr' > g, 这 是 因为 带电 体 顺 着 球面 收缩 的 方向 运 


动 , 故 空间 有 较 大 的 区 域 ( 见 图 5.1.1(a) 中 的 阴影 区 ) 在 球面 扫 过 时 , p 不 为 零 , 而 
这 些 区 域 的 p 都 对 z 点 t 时 刻 的 势 有 贡献 . 反 过 来 , 当 必 < 0 时 , 带电 粒子 逆 着 球 
面 收缩 方向 运动 , 球面 扫 过 时 , p 不 等 零 的 空间 区 域 较 小 (图 5.1.1(b) 中 的 阴影 区 ). 


故 | p (zt 一) dr' 的 值 小 于 q. 这 种 情况 与 运动 光源 的 多 普 勒 效应 有 某 种 相似 ， 
1 实际 上 就 是 多 普 勒 因子 . 


2 
图 5.1.1 积分 | (z',t 一 工 ) ar' 的 实际 积分 区 域 , " 为 带电 球体 的 速度 
曲面 1 代表 收缩 球面 开始 接触 带电 体 时 的 位 置 ， 曲面 2 代表 收缩 球面 脱离 带电 体 时 的 位 置 
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有 了 ”和 4, 通过 微 商 可 以 求 出 场 强 巨 和 B. 对 于 一 般 的 场 点 ( 即 不 一 定 是 
在 原点 ), 结果 是 (推导 较 繁 , 但 不 包含 什么 新 的 物理 考虑 , 现 略 去 推导 ) 


+ 人 > [Ga - To) x "| , (5.1.8) 
B= a x 召 ， 
其 中 的 a 代表 粒子 的 加 速度 , 而 
s*=R* @ 一 旦 ] . (5.1.9) 


从 式 (5.1.8) 我 们 看 到 , z 点 t 时 刻 的 场 强 只 与 #* 时 刻 粒 子 的 位 置 、 速 度 和 加 
速度 有 关 , 而 与 其 他 时 刻 粒子 的 运动 状态 无 关 . 此 外 , 电场 可 分 为 两 项 , 第 一 项 与 加 


速度 a* 无 关 , 它 与 R* 的 关系 是 ~ 志 z, 第 二 项 与 加 速度 a* 呈 线 性 关系 , 它 随 及 


的 变化 是 ~ 去: 磁场 也 相应 地 分 为 两 项 , 并 有 同样 的 性 质 . 在 R* 小 处 , 第 一 项 占 
主要 地 位 , 而 在 R* 大 的 地 方 , 第 二 项 变 成 主要 的 . 第 二 项 为 主 的 区 域 相当 于 第 四 
章 中 所 谓 的 波 区 . 容易 看 出 , 波 区 场 (可 略 去 第 一 项 ) 中 的 p, B 和 R* 三 者 互相 重 
直 , 而 且 万 = B. 能 流 8 在 RR" 方向 , 它 随 及 的 变化 关系 是 ~ ;二 ,其 数值 等 于 
能 量 密度 汪 (E2 + B?) 乘 上 。 因此 代表 向 外 辐射 的 能 流 . 当 我 们 计算 辐射 时 ,只 
需 考虑 这 项 就 够 了 . 
5.1.2 ”等 速 粒 子 的 电磁 声 

对 于 粒子 做 等 速 运动 的 简单 情况 , 我 们 可 以 把 #* 时 刻 的 量 用 上 时 刻 的 量 表示 
出 来 . 由 于 速度 已 是 一 个 常量 vo, 故 李 纳 - 维 谢 尔 势 中 , 带 * 号 的 量 就 只 是 


“= (1- 旦 ) 
c 


这 时 + 与 #* 的 差 值 等 于 二 在 此 时 间 内 , 粒子 的 位 移 是 芋 w 因此 


R=FR- wo, (5.1.10) 


将 上 式 两 侧 平方 即 得 


， R* R*? 
R? 一 R 2 一 2 一 (oo .RR*) 十 pe 
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Tw . p*\2 #+2 . R*)2 

忆 “上 Pp 人 + 人 ) 
= s*? + 评 [Rr208 — (vo. R*)]. (5.1.11) 
”AN 下 面 我 们 再 米 求 上 趟 右 方 最 后 _ 项 中 的 因子 
Re*2u3 一 (vo.R*)?. 用 0* 表示 R* 与 vo 的 夹 角 , 于 


图 5.1.2 r* 与 7 之 间 的 关系 . 全 有 
P 为 t 时 刻 粒子 的 位 置 , P' 为 R*2v2 ~ (vo. R*)? = R*2v2(1 — cos? 0*) 
tr 时 刻 粒子 的 位 置 = R*v2 sin? 0* = (R* x vo)?, 


而 由 式 (5.1.10) 
(R* x v0)? 一 (RE xX 80)2， 


因此 即 得 
R20 — (vo R*)? = (Rx vo)? = R2v2sin20 = Rv — (Rvo)? 


上 式 中 的 9 为 尽 与 vo 的 夹 角 . 将 此 式 代 回 到 式 .(5.1.11), 就 可 把 s* 用 RR 表示 出 


来 : 结果 是 
有 @ _ 号 ) + 人 (5.1.12) 
于 是 等 速 粒子 的 势 可 表 为 
p = 一 一 一 一 一 ， 


jw (5.1.13) 


va (vo R)? 
R? (+ 


通过 对 式 (5.1.13) 进行 微 商 , 不 难 求 出 相应 的 召 和 吾 ( 因 为 现在 和 4 已 
用 上 时 刻 的 BR 表示 , 故 微 商 比较 容易 ). 我 们 也 可 利用 公式 (5.1.8), 这 时 只 要 将 式 
(5.1.10) 和 (5.1.12) 代入 就 可 直接 写 出 结果 . 得 出 的 场 强 值 为 


| 2 
a(1- 时 )a 
E=— ~ /~ 
2 .yp2] 各 
| 到 (号 )+ 甸 局 | 
c c 
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2 

q ( 一 号 ) R 

C 
~、 ccL ,, (5.1.14) 
2 2 
总 @ - 号 ) + 三 | 

B= vo xE 

CC 


上 式 中 的 R 和 R, 分 别 代表 尽 平 行 于 和 垂直 于 vo 的 分 量 . 式 (5.1.14) 表明 . 电场 
仍 在 R 方 向, 但 电力 线 分 布 不 再 是 各 向 均匀 的 (参见 图 5.1.3), 而 是 在 垂直 于 vo 的 
方向 比较 密集 ， 粒 子 速度 越 接近 于 光速 c, 密集 的 
程度 就 越 大 . 至 于 磁力 线 , 则 形成 一 个 个 环绕 vo 的 
圆圈 , 因而 能 流 方向 如 图 5.1.3 的 虚线 所 示 . E、B 
和 能 流 密度 S 都 是 轴 对 称 的 . 从 式 (5.1.8) 已 可 看 
出 , 等 速 运动 的 带电 粒子 是 没有 辐射 的 〈 因 该 式 中 
巨 和 B 的 第 二 项 等 于 零 ), 而 从 以 上 给 出 的 具体 能 
流 图 形 , 可 更 清楚 地 看 出 : 的 确 没有 能 量 脱离 粒子 
向 外 散 去 , 而 是 随 着 粒子 “上 曲线” 式 地 向 前 移动 . (可 ”图 5.1.3 实 线 代表 电力 线 
以 设想 , 这 是 因为 电磁 场 能 量 流动 速度 比 粒子 速度 虚线 代表 能 流 密度 5 
快 , 所 以 它 要 弯 着 走 , 才能 保持 与 粒子 一 致 地 前 进 ). 

最 后 , 我 们 来 考察 一 下 低速 和 高 速 的 极限 情况 . 在 速度 小 时 , 可 以 略 去 相对 量 


级 为 号 的 小 项 ,于 是 得 


qoR 
E= 7 


B= J (5.1.15) 
这 告诉 我 们 , 在 低速 情况 下 , 库仑 定律 和 安培 - 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 的 结果 仍 近似 成 立 ， 
只 要 把 原来 的 R 理解 为 “从 该 时 刻 的 粒子 到 场 点 的 距离 ”就 可 以 了 . 而 当 vo 趋 于 
c 时 , 情况 就 大 不 一 样 了 , 整个 电磁 场 差 不 多 集中 在 垂直 于 vo 并 通过 粒子 的 平面 
内 , 形成 一 个 薄 页 式 的 分 布 . 


5.2 加速 带电 粒子 的 辐射 


当 粒 子 做 加 速 运动 时 , 如 前 所 述 , 它 就 会 向 外 辐射 电磁 场 . 在 本 节 中 , 我 们 将 进 
一 步 研究 其 辐射 同 它 的 速度 和 加 速度 的 关系 以 及 辐射 角 分 布 的 特点 . 
5.2.1 ”低速 粒子 的 辐射 


低速 粒子 是 指 5 < 1 成 立 的 情形 . 原子 中 的 原子 、 原 子 核 中 的 质子 以 及 等 离 


. 212 . 第 五 章 ”带电 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 


子 体 中 的 带电 粒子 都 满足 这 个 条 件 . 
我 们 先 考 虑 带电 粒子 做 直线 简 谐振 动 的 情况 . 这 时 粒子 的 坐标 下 可 表 为 
X= Xoe st, (5.2.1) 
因而 
v= —iwXoe ot. (5.2.2) 
低速 条 件 
<1 (5.2.3) 
要 求 
wXo 


— 1. 
c 


由 于 = 就 是 辐射 波 的 约 化 波长 入 的 倒数 , 因此 上 式 化 为 


X 
他 = kXo < 1. (5.2.4) 


此 结果 表明 , 这 种 低速 振子 的 辐射 场 应 该 就 是 4.2 节 中 的 结果 [参见 式 (4.2.25)]. 下 
面 我 们 也 可 具体 地 从 李 纳 - 维 谢 尔 势 证 明 这 一 点 . 

设 振子 中 心 点 到 场 点 的 距离 是 Ro, 当 我 们 考虑 波 区 的 场 时 , 分 母 中 的 R* 的 确 
可 以 近似 为 Bo, 即 


R* Ro. (5.2.5) 
另外 , 根据 条 件 式 (5.2.4), t* 也 可 以 近似 作 
RR? 
"et 一 (5.2.6) 


这 是 因为 Ciwt” 一 e-iwttikR* 采写 成 ei(wt—kRo)tik(R*—Ro) 而 R* - Ro 的 量 级 为 
Xo, 因此 按 式 (5.2.4) ei*(R" -Re) 可 近似 取 为 1( 注 意 , 在 式 (5.2.5) 中 R* 近似 成 Ro 
的 条 件 是 R* -- Ro < Ro, 而 在 式 (5.2.6) 中 却 是 R* 一 Ro < 入 两 者 的 要 求 是 不 同 
的 .). 将 式 (5.2.5) 和 (5.2.6) 代入 李 纳 - 维 谢 尔 势 中 , 得 出 


a 人 


jw (: a) (5.2.7) 
A=—— “~ . 
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再 将 分 母 按 = 展开 , 并 只 保留 对 辐射 有 贡献 的 最 大 项 , 就 得 到 


q P(t ) -nn 
+、 Cc/ 5.2.8 
e+ ah; (5.2.8) 
w(t) P(e 名 
A= = < 
加 cRo cRo 


上 式 中 的 己 代表 粒子 电 偶 极 矩 的 变化 率 , 即 
P= F(aX) = gv. (5.2.9) 


式 (5.2.8) 与 4.2 节 中 的 结果 完全 一 致 , 这 就 证 明了 我 们 前 面 的 结论 . 
利用 式 (5.2.9), 可 将 辐射 能 流 密度 和 总 能 流 的 周期 平均 值 用 粒子 的 加 速度 a 
表示 出 来 . 设 


a = @oe it, (5.2.10) 
则 
P= da = gaoe™t. 
将 上 式 与 
P 一 —w? Poe ot. 
相 比 较 , 即 得 


wsP? = qoe. (5.2.11) 


代入 4.2 节 所 给 出 的 公式 中 化 出 的 结果 就 是 
92ai 
Bnc4re 

ga3 
W= ge 
两 者 皆 与 加 速度 振幅 ao 的 平方 成 正比 . 式 (5.2.12) 还 表明 当 (S) 和 W 用 加 速度 
表示 时 , 就 不 再 含 频率 w. 


sin2 gmz ， 


(3) = 


(5.2.12) 
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5.2.2 ”任意 运动 粒子 的 辐射 


考虑 任意 运动 粒子 的 辐射 时 , 需要 应 用 5.1 节 给 出 的 场 强 公 式 (5.1.8)( 到 现在 
为 止 , 可 以 避免 用 它 ). 根据 5.1 节 的 说 明 , 在 计算 波 区 的 辐射 场 时 , BE 和 B 只 需 取 
式 (5.1.8) 中 的 第 二 项 . 这 时 能 流 密度 S 即 为 wcny, 动量 流 密度 即 为 geny, 其 中 mw 
为 7* 方向 的 单位 矢量 , uw 和 9 分 别 为 能 量 密度 和 动量 密度 . 这 表明 辐射 场 的 能 量 
和 动量 都 是 以 速度 c 在 r* 方向 流动 . 

如 果 考 察 一 下 t 时 刻 全 空间 各 处 的 辐射 
场 , 则 从 式 (5.1.8) 可 得 到 图 5.2.1 的 图 景 . 球 
面 2 上 各 点 的 辐射 场 是 粒子 在 到 时 刻 产 生 
的 , 球面 2 上 各 点 的 辐射 场 是 粒子 在 如 时 
刻 产 生 的 , ……… . 所 有 球面 的 半径 都 以 c 为 
速度 在 增长 . 由 于 粒子 的 速度 总 小 于 c, 所 以 
这 些 球面 互 不 相交 , 而 ti 和 ts。 两 时 刻 之 间 


图 5.2.1 上 时 刻 空 间 的 辐射 粒子 辐射 出 来 的 波 就 完全 在 2 和 5 之 间 
场 : 2, 22 和 2s 分 别 为 粒子 在 二 ,t。 ”的 区 域内 . 我 们 前 面 所 引入 的 n 的 方向 , 也 
和 ts 时 刻 所 辐射 的 正 是 球面 的 法 向 . 


这 样 ， 当 我 们 求 粒子 于 五 到 二 十 dt 时 间 内 辐射 出 来 的 能 量 dU 时 , 只 需 取 
t2 二 妇 十 dt, 而 去 计算 2 和 之 间 的 能 量 即 可 . 于 是 得 出 


dU = 和 专 —(E? + B?)dldo, . 


其 中 的 di 为 两 球面 间 的 距离 ; do 为 面积 元 . 由 于 粒子 在 和 运动, 故 dl 了 关 cdt, 而 是 


=(c—w)dt=c (1 一 这 ) dt, (5.2.13) 
vr 取 妇 时 刻 的 值 . 上 式 不 难 证 明 , 文中 不 再 详 述 . 代入 dU 中 即 得 
dv [1 
村 = —(E?+ B?)(c— wv)do 
-4s( (1- 立 (5.2.14) 


5 代表 能 流 密度 ( 见 前 ). 式 (5.2.14) 告诉 我 们 . 运动 粒子 在 单位 时 间 内 辐射 出 来 的 
能 量 并 不 等 于 sar 这 是 因为 粒子 的 运动 , 使 得 它 在 1 到 二 上 dt 时 间 内 辐射 出 


的 能 量 , 流 过 球面 31 所 需 的 时 间 并 不 都 等 于 dt: 有 的 方向 上 比 dt 小 , 有 的 方向 上 
比 dt 大 . 这 种 情况 与 多 普 勒 效应 相似 . 
下 面 我 们 再 分 两 种 情形 作 进一步 讨论 . 


5.2 ”加 速 带 电 粒子 的 辐射 .215 . 


@ a 与 v 平行 的 情形 ， 直线 加 速 器 中 粒子 的 辐射 就 是 这 种 情形 的 实际 例子 . 
将 vv 与 a 平行 的 条 件 代 入 式 (5.1.8) 中 , 即 得 上 时 刻 21 面 上 的 辐射 场 强 为 


E= Ear x (ri x al) (5.2.15) 
1 . 
其 中 , r1, sl 和 al 皆 为 二 时刻 的 值 . 
从 式 (5.2.15) 不 难 求 出 
pr sm -oatsimgb (5.2.16) 


Vir V6 V1 6 
c4 (1 一 袜 ) 7r2 cd (1 一 二 cosbi) 72 
c c 


其 中 的 1 代表 ri 与 v1 之 间 的 夹 角 . 于 是 
2 2 ;2 
5- LE- Insm (5.2.17) 
4 dnc3 (1 一 二 cos 0 7 
将 此 结果 代入 式 (5.2.14), 即 得 五 时 刻 粒 子 在 单位 时 间 内 辐射 的 能 量 为 
到 二 olsin bl 5 包 5 sinbd0dzl 
4nc3 (1 一 一 cogs 91) 
C 


= 一 一 一 二 一 (5.2.18) 


其 中 的 w 和 vi 如 前 所 述 , 是 指 去 时 刻 的 值 (注意 , 粒子 任 一 时 刻 的 能 量 辐射 率 是 
由 该 时 刻 的 和 * 决定 的 , 这 里 没有 推迟 的 关系 ) 式 (5.2.18) 表明 , ”与 加 速度 
的 平方 成 正比 , 与 加 速度 的 符号 无 关 . 无 论 是 减速 或 加 速 , 只 要 a 的 数值 相同 (当然 
在 。 相同 的 条 件 下 ), 辐射 的 能 量 就 一 样 . 当 a 一 定时 ,v 越 接近 于 c，S 就 越 大 
v 一 c 时 , 全 将 趋 于 无 

我 们 也 可 以 将 式 (5.2.18) 用 粒子 所 受 的 外 力 下 表示 出 来 . 根据 相对 论 力学 ( 参 
见 第 六 章 ), 在 v 与 a 平行 时 , 力 与 加 速度 的 关系 是 


— =F, (5.2.19) 
v2 3 

(5) 

上 式 中 的 mo 为 粒子 的 静止 质量 . 于 是 式 (5.2.18) 化 为 


dU 2g2F? 
dt 3mazc3- 


(5.2.20) 
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由 此 可 见 , 在 外 力 一 定 的 条 件 下 , 粒子 的 能 量 辐射 率 是 一 定 的 , 并 不 随 " 增加 而 增 
大 . 对 于 不 同 的 粒子 , 能量 辐 射 率 与 粒子 的 静 质 平方 成 反比 , 因而 对 于 同样 长 度 的 


2 
“电子 和 质子 加 速 器 ”, 电子 的 辐射 损失 将 比 质子 的 大 (加 兰 3.4 x 105 倍 , 其 中 


Mo 和 mo 分 别 为 质子 和 电子 的 静 质 量 . 

尽管 如 此 , 在 实际 的 电子 直线 加 速 器 中 , 辐射 能 量 损失 仍然 是 不 重要 的 , 在 设 
计 加 速 器 时 可 以 不 考虑 它 . 因为 外 力 单位 时 间 内 对 电子 做 的 功 等 于 Fv(F 代表 外 
力 ), 故 单 位 时 间 内 的 辐射 损失 与 外 力 做 的 功 的 相对 比值 为 

ce- -2 e 
Fudt 3micw ’ 

上 式 中 的 e 为 电子 电荷 的 绝对 值 . 它 与 外 力 成 正比 . 在 实际 直线 加 速 器 中 , FF 小 
于 或 等 于 10MeV/m, 此 下 值 相 应 的 《 值 是 很 小 的 ( 见 下文 ). 为 了 更 清楚 地 比较 量 


级 , 先 将 & 表 为 


(5.2.21) 


2 reF 
£ = 


3 moc? 
通常 称 为 电子 的 经 典 半径 (参见 下 节 ). 它 的 数值 为 2.82x1013cm. 
式 (5.2.22) 表明 ,只 当 在 re 距离 内 外 力 做 的 功 接近 于 电子 的 静止 能 量 moc? 对 
0.511MeV 的 = 倍 时 , 辐射 损失 效应 才 重 要 . 由 于 电子 质量 小 , 当 它 从 电子 枪 出 来 
时 , 一 般 v 已 相当 大 . 如 果 电 子 枪 加 速 电压 为 5kV, 则 进入 加 速 器 的 初始 速度 已 达 
0.1c 左右 . 以 这 个 最 小 的 v 值 来 计算 , 需要 F 达到 2 x 103MeV/m 时 , roeF 才 等 于 
(=) moc?. 由 此 可 见 , 对 于 实际 的 玉 值 , € 是 极其 微小 的 . 

下 面 再 讨论 辐射 的 角 分 布 . 如 果 所 考虑 的 是 粒子 单位 时 间 内 辐射 出 去 的 能 量 的 
角 分 布 , 那么 如 前 所 述 , 该 分 布 应 由 5 (1 - 立 ) 来 确定 ; 如 果 考 虑 的 是 Di 球面 上 


单位 时 间 内 接收 到 辐射 能 的 角 分 布 , 则 应 直接 由 5 来 确定 . 两 者 随 角度 的 关系 可 统 
一 地 用 


(2)， (5.2.22) 


人 


Te 


sin2 0 

(1 一 = cos0) 
来 表示 ,前 者 相应 的 n 为 5, 后 者 为 6， 两 者 
fF 在 定性 上 是 相似 的 . 当 = < 1 时 ， 角度 因子 化 
? 为 sin?6, 此 即 为 电 偶 极 辐射 的 角 分 布 . 当 “ 增 
大 时 ,最 大 辐射 的 方向 从 “与 " 垂直? 向 称 渐 
图 5.2.2 a 与 v 平行 的 情况 下 移 到 向 前 方向 , 如 图 5.2.2 所 示 . 在 ~1 的 
粒子 辐射 的 角 分 布 相对 论 情况 下 , 辐射 集中 在 96 兰 0 的 小 角度 范 
围 内 . 以 S (1 一 之 ) 为 例 , 在 = ~ 1 时 , 最 大 


”5.2 加 速 带电 粒子 的 辐射 . 217 . 


辐射 方向 与 v 的 夹 角 bx 近似 等 于 


1 v2 
Om = 5V 1 一 豆 : (5.2.23) 


@ a 与 v 垂直 的 情形 ， 主要 实际 例子 是 带电 粒子 在 磁场 中 的 运动 . 例如 对 于 
高 能 圆 形 加 速 器 中 的 回旋 粒子 , 这 种 辐射 是 主要 的 . 另外 , 在 强 磁场 下 的 高 温 等 离 
子 体 中 , 电子 的 回旋 辐射 也 很 重要 . 

利用 a 与 v 垂直 的 条 件 , 从 式 (5.1.8) 第 二 项 , 可 得 出 辐射 场 的 能 流 为 


S= FE- 


= 一 -一 一 一 一 
全 4nc3r2 (1 _2 COS 9) 
c 
v2 
( 一 5) sin? g cos2 x 
1 一 一 人 一 一 一 |， (5.2.24) 
(1 一 一 CO8 9) 
c 


式 中 的 方位 角 0 和 x 如 图 5.2.3 所 示 . 代入 式 (5.2.14), 求 


g? a2 


得 粒子 单位 时 间 的 辐射 能 为 v 
dU 2 2 了 
二 = (hs (1 一 =eosg) do = — (5.2.25) ,/ 
3c3 @ 一 二 ) | 
C2 | 
、 v2 X ° 
此 结果 与 式 (5.2.18) 相似 , 只 是 分 母 上 少 一 个 @ _ 氮 】 


因子 . 但 是 用 外 力 F 来 表示 “> 时 , 情况 就 不 同 了 . 根据 。 图 523 a 与 委 
相对 论 力学 ( 见 第 六 章 ), 在 a 与 垂直 的 情况 下 , 加 速度 。 ”5 言情 况 的 方位 角 


与 力 的 关系 为 
r=F, (5.2.26) 
5 
于 是 式 (5.2.25) 化 为 
dU 292F2 
a (5.2.27) 


此 结果 的 分 母 比 式 (5.2.20) 要 多 一 个 【1 - 与 ) 因子. 这样 , 当 加 速度 数值 相等 时 
熏 向 加 速 情形 的 辐射 要 比 织 向 “小 【1 - 点 ) 倍 ", 而 当 外 力 数值 相等 时 , 模 向 加 速 
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情形 要 比 纵向 “大 一 + 。 倍 。 在 高 能 圆 形 电子 加 速 器 中 , 横向 加 速度 所 引起 的 辐 


v2 


C2 
射 损失 是 十 分 严重 的 . 设 RR 为 圆 形 轨道 半径 , v 为 粒子 的 能 量 , 则 由 


得 出 高 速 粒子 (> ~ 1) 的 辐射 率 
dU _ 2q2v4 ,4 29 4 
dt 3ciiméR? ~ 3cméR? 
可 见 对 于 一 定 的 能 量 和 轨道 半径 ， 皖 与 mo 的 四 次 方 成 反比 , 粒子 越 轻 , 辐射 越 
严重 ， 对 于 电子 感应 加 速 器 , 在 R = 83cm, 磁场 频率 为 60Hz 的 情况 下 外, 车 电 
子 能 量 达 到 400MeV 左右 , 则 它 的 辐射 损失 就 将 与 加 速 电场 所 作 的 功率 相等 .这 
就 对 最 高 能 量 提 出 了 限制 . 又 例如 6GeV(1GeV 等 于 103MeV) 的 电子 同步 加 速 器 ， 
如 果 轨 道 半径 为 10m, 则 到 最 后 电子 每 转 一 
周 的 辐射 损失 将 高 达 11.5MeV. 因此 目前 最 


类 六 > ”高 能 量 的 电子 加 速 器 采用 了 直线 的 形式 . 
关于 辐射 能 量 的 角 分 布 , 可 由 式 (5.2.24) 
得 出 . 在 x = 0 面 内 , 对 于 2 ~ 1 的 高 速 情 


图 5.24 高 速 电子 (21) 辐射 况 下 , 辐射 的 角 分 布 如 图 5.24 所 示 , 主要 辐 


(5.2.28) 


角 分 布 射 是 向 前 的 .可 以 说 , 小 角度 辐射 是 高 速 粒 
子 辐射 的 一 般 特 点 . 
在 普遍 情况 下 , 即 电子 的 加 速度 方向 任意 时 , 可 以 求 出 
dU 2g2 2 
生 - 5 可 G 国 (= x a) ) . (5.2.29) 
C 1 一 本 
在 嫌 1 时 , 它 化 为 
dU -22 (5.2.30) 
dt 3c3 “ 
式 (5.2.30) 通常 称 为 拉 莫 公式 . 实际 上 它 就 是 电 偶 极 辐射 公式 ,因为 
P= ga, (5.2.31) 


故 5 可 用 避 表示 出 来 . 在 粒子 做 直线 简谱 振动 的 情况 下 , 将 式 (5.2.31) 代入 式 


(5.2.30) 并 对 周期 作 平均 , 就 得 出 式 (5.2.12) 第 二 式 的 结果 , 因 < < 1 时 , 的 周 
期 平均 值 就 等 于 W. 
@ 磁场 频率 与 加 速 电场 的 值 有 关 . 
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5.3 ”带电 粒子 的 电磁 质量 和 辐射 阻尼 力 


当 带 电 粒 子 运动 状态 改变 时 , 它 周围 的 电磁 场 将 随 之 变化 , 并 有 一 部 分 电磁 场 
辐射 出 去 . 在 前 两 节 中 , 我 们 所 讨论 的 , 就 是 这 方面 的 内 容 . 但 这 只 是 带电 粒子 与 电 
磁场 相互 作用 的 一 个 方面 , 即 粒 子 对 场 的 影响 . 相互 作用 的 另 一 方面 是 电磁 场 对 粒 
子 的 作用 . 这 个 作用 由 洛 伦 兹 力 公式 所 表示 . 一 个 粒子 产生 的 电磁 场 , 会 不 会 对 粒 
子 自己 也 产生 作用 力 呢 ? 一 般 说 来 , 是 会 产生 作用 力 的 . 读者 可 能 提出 这 样 的 问题 : 
粒子 怎么 能 自己 对 自己 产生 作用 力 ? 这 不 同 牛 顿 第 三 定律 相 矛 盾 么 ? 回答 是 . 这 
个 提 法 就 不 对 , 我 们 说 一 个 粒子 产生 的 场 对 粒子 自己 有 作用 力 ， 并 不 等 于 说 粒子 自 
己 对 自己 有 一 个 作用 力 . 读者 若 这 样 提问 题 实际 上 就 是 忘记 了 场 是 物质 的 一 种 形 
态 , 而 仍 是 把 场 当 作 是 描述 电荷 之 间作 用 的 一 种 手段 来 看 待 . 如 果 明 确 场 是 一 种 物 
质 存在 , 并 且 具 有 能 量 和 动量 , 那么 当 粒 子 产 生 的 场 发 生变 化 时 (从 而 场 能 量 和 场 
动量 在 改变 ), 粒子 自己 的 能 量 和 动量 自然 也 要 变化 .这 种 变化 就 是 通过 场 对 粒子 
的 作用 力 来 实现 的 . 场 作为 一 种 物质 存在 , 它 对 一 个 带电 粒子 的 作用 只 由 它 的 分 布 
来 确定 , 而 不 问 它 是 由 谁 产生 的 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 要 阐明 , 粒子 自己 产生 的 电磁 场 , 对 粒子 的 作用 将 有 两 个 效 
果 : 一 个 是 使 粒子 附加 了 一 个 质量 ( 称 作 粒 子 的 电磁 质量 ) 中 , 另 一 个 就 是 辐射 阻尼 
力 效应 . 


5.3.1 ”带电 粒子 的 电磁 质量 


在 力学 中 , 我 们 知道 , 运动 的 粒子 具有 动量 和 动能 . 设 粒 子 质量 为 mo, 速度 v， 
则 其 动量 和 动能 分 别 为 
Gnm = mov, 
5.3.1 
Un = jmov?, ( ) 


上 式 左 方 的 脚 标 m 表示 为 力学 中 的 量 . 粒子 的 运动 方程 是 
mov = 五. (5.3.2) 


在 5.1 节 中 , 我 们 已 经 看 到 , 在 带电 粒子 所 产生 的 电磁 场 中 , 有 一 部 分 是 脱离 粒子 
向 外 辐射 的 , 而 另 一 部 分 则 是 依附 着 带电 粒子 的 . 后 者 我 们 可 以 称 为 粒子 的 自 有 场 . 
对 于 做 等 速 运动 的 粒子 , 辐射 场 等 于 零 , 它 的 全 部 电磁 场 都 属于 自 有 场 . 
当 等 速 运动 粒子 的 速度 取 不 同 的 值 时 , 它 的 自 有 场 的 动量 和 能 量 也 不 相同 . 可 
以 证 明 (参见 后 文 ), 在 粒子 速度 比 起 光速 小 得 多 的 情况 下 . 等 速 粒子 自 有 场 的 动量 
Q@ 在 量子 电动 力学 中 , 由 于 场 还 能 产生 正 负 粒 子 对 , 故 还 会 使 粒子 的 有 效 电荷 分 布 发生 改 变 . 
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和 能 量 分 别 等 于 (下 式 左 方 的 下 标 e.m 表示 该 量 是 电磁 性 质 的 ) 
Gen = ow, (5.3.3) 


其 中 , 
a= 2 . (5.3.4) 
Uo 为 粒子 静止 时 的 电能 , 即 普通 所 谓 的 库仑 能 , 它 由 下 式 确定 
Uo=3 [Eg Ee (5.3.5) 


dr 和 dr' 的 积分 范围 都 是 粒子 的 体积 , p(z) 代表 粒子 静止 的 电荷 分 布 , 我 们 假定 它 
是 球 对 称 的 , 已 为 z 与 z' 间 的 距离 . 
从 式 (5.3.3) 可 以 得 出 以 下 的 结论 : 当 我 们 要 改变 粒子 的 速度 时 , 所 需要 作 的 


功 和 给 出 的 冲 量 就 不 仅 是 人 (3 mov ") 和 A(mov), 还 应 加 上 A (Be) 和 Alao) 


这 表明 , 带电 粒子 由 于 携带 着 其 自 有 场 , 它 所 表现 的 惯性 要 比 原来 的 大 , 相当 于 在 
原 有 质量 mo 之 上 再 附加 一 个 质量 . 这 个 质量 就 称 为 粒子 的 电磁 质量 mem, 它 的 值 
就 等 于 式 (5.3.4) 给 出 的 a. 于 是 运动 方程 式 (5.3.2) 中 的 mo 应 该 换 成 


m 一 mo 十 Mem: me.m = Q. (5.3.6) 


按照 以 上 所 述 , 电磁 质量 的 出 现 , 应 该 是 粒子 改变 自 有 场 时 (由 于 粒子 速度 改变 )， 
所 受到 自 有 场 的 反作用 力 的 效果 . 这 项 反作用 力 即 为 -aw. 
下 面 我 们 从 电磁 动量 的 表达 式 


Ge.m = ze|s x Bdr 
4nc 


出 发 , 来 证 明 式 (5.3.3) 第 一 式 . 根据 5.1 节 中 的 讨论 , 对 于 等 速 运动 的 电荷 , 在 略 去 
< 的 高 次 项 时 (因为 这 里 考虑 的 是 非 相对 论 情况 ), 可 取 为 粒子 的 库仑 场 Eo, B 


可 取 为 = x Bo( 参 见 5.1 节 最 后 的 讨论 ), 因此 
Ge.m 一 ne 7 一 5 | Eo x (v Xx 五 ojd7 
= | 本"-(Po v)Bo)dr. (5.3.7) 
上 式 中 的 第 一 项 等 于 2 其 中 Uw 等 于 粒子 静止 时 的 电能 


1 21 1 pz)jp(Z ) 
w= 训 | Bar=jlar|e Rh 
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在 计算 式 (5.3.7) 的 第 二 项 时 , 为 方便 计 , 可 取 v 的 方向 为 z1 轴 的 方向 . 于 是 


| ‘Vv)EodT 一 | wm 十 已 01 已 02722 十 Eo1 Eosn3)dT (5.3.8) 


由 于 电场 Bo 具有 球 对 称 分 布 (我 们 假定 了 粒子 的 电荷 分 布 是 球 对 称 的 ), 故 | 到 dr 
应 与 | 吏 ar 和 | 三 er 相等 , 因而 等 于 3 | B87 = Uo. 不 难看 出 


| Bor Bozar = | Bor Bosar 一 0. 


代 回 式 (5.3.8) 即 得 

攻 ‘v)Eodr = Uov, (5.3.9) 
于 是 得 出 
4U0 
了 2 
这 就 是 式 (5.3.4) 的 结果 . 对 于 Uo.m 也 可 类 似 地 计算 , 但 略为 复杂 , 此 处 就 不 再 列 
出 . 

”实验 上 所 测量 的 带电 粒子 的 质量 , 其 实 并 不 是 mo, 而 是 m 即 mo 十 me.m. 这 是 
因为 带电 粒子 总 是 同 它 的 自 有 场 联系 在 一 起 (世界 上 并 不 存在 裸 的 带电 粒子 ), 而 原 
有 质量 (通常 称 裸 质 量 ) 和 电磁 质量 在 物理 效果 上 又 是 完全 一 样 的 缘故 . 那么 , 以 电 
子 来 说 , mo 和 mem 各 等 于 多 大 呢 ? 这 个 问题 不 可 能 通过 质量 的 直接 测量 来 解决 ， 
因为 不 论 问 题 用 什么 实验 方法 去 测量 电子 的 质量 , 得 出 的 结果 总 是 mo 十 me.m, 而 
不 是 其 中 的 某 一 个 . 是 不 是 这 个 问题 就 不 可 知 了 呢 ? 也 不 是 , 因为 人 类 的 认识 并 不 
只 停留 在 直接 的 观测 上 . 就 拿 这 个 问题 来 说 , 如 果 知 道 了 电子 内 部 的 电荷 分 布 , 那 
么 从 式 (5.3.5) 就 可 计算 出 me.m 来 . 当然 , 这 是 就 经 典 电动 力学 的 理论 来 说 的 , 实 
际 上 这 个 问题 已 超出 经 典 理 论 的 应 用 范围 . 我 们 知道 , 在 进入 原子 领域 后 , 经 典 理 
论 已 经 要 用 量子 理论 来 代替 , 在 涉及 电子 内 部 这 种 更 微小 的 空间 内 的 问题 时 , 很 可 
能 还 会 出 现 新 的 规律 性 . 另外 , 电子 内 部 电荷 分 布 的 问题 是 与 电子 的 结构 直接 相关 
的 , 而 现 阶段 我 们 对 电子 的 结构 还 一 无 所 知 . 因此 , 这 个 问题 目前 还 不 可 能 解决 . 

下 面 , 我 们 再 回 到 经 典 电 动力 学 的 讨论 . 在 一 些 简单 的 电荷 分 布 假 设 下 , 可 以 
计算 出 me.m 的 值 . 例如 当 电荷 是 均匀 分 布 在 一 个 球面 上 时 , 不 难 算出 


Ge.m = 


(5.3.10) 
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其 中 的 ro 代表 球面 半径 . 又 如 电荷 是 均匀 分 布 在 一 个 球体 积 内 时 , 亦 可 求 出 


(5.3.11) 
Tne.m 一 .49 
5c27r0 


从 上 述 结果 可 见 , 如 果 电 子 是 一 个 严格 的 点 (点 模型 ) 即 ro。= 0, 那 将 出 现 一 个 很 
大 的 困难 , 即 电子 质量 将 为 无 穷 大 , 因而 电子 完全 不 可 能 运动 . 这 就 是 著名 的 散发 
困难 . 在 量子 电动 力学 中 , 这 个 困难 也 仍然 存在 . 不 过 这 个 困难 未 必 具 有 根本 性 的 
意义 , 因为 电子 可 能 有 内 部 结构 , 未 必 是 像 目 前 理论 中 那样 的 几何 点 . 目前 的 点 模 
型 理论 可 能 只 是 某 种 范围 内 的 近似 理论 , 不 可 以 将 它 的 结论 绝对 化 . 

5.3.2 ”电子 的 经 典 半 径 


洛 伦 兹 和 阿 伯 拉 罕 曾 经 提出 这 样 一 种 假设 : 电子 的 质量 可 能 完全 是 电磁 的 , 即 
mo = 0, 电子 的 惯性 就 是 它 的 自 有 场 的 惯性 . 在 这 个 假设 下 , 电子 的 总 质量 即 为 
_ 4Uo 
= 3 
如 果 再 设 电子 的 电荷 具有 简单 的 分 布 , 则 可 以 估算 出 电子 的 大 小 来 . 例如 , 在 球面 
均匀 分 布 情况 下 , 由 式 (5.3.12) 及 (5.3.10) 得 出 
_2 9 
3mmce2， 
在 球体 均匀 分 布 情况 下 , 由 式 (5.3.11) 得 出 的 值 是 
4 
= Brea: 


(5.3.12) 


To 


70 


我 们 看 见 , 在 这 两 种 情况 下 , ro 的 量 级 都 等 于 -2 ， 不 难 想象 , 对 于 一 般 其 他 形式 


me2 


的 分 布 , ro 也 将 具有 这 个 量 级 , 只 是 系数 有 所 不 同 . 因此 , 通常 把 


2 
一 -人 
° mc? 


称 为 电子 的 经 典 半 径 . 用 电子 的 电荷 和 质量 代入 后 , 得 出 


(5.3.13) 


rc = 2.82 x 10-13cm. 


需要 指出 , 这 个 结果 并 不 代表 电子 的 真正 大 小 , 因为 即使 电子 的 电磁 质量 mem 在 
量 级 上 与 总 质量 m 相同 , 由 于 电子 和 电磁 场 服从 量子 规律 性 , 就 使 得 经 典 理论 不 


能 给 出 正确 的 结果 hres 也 肯定 地 指出 , 电子 半径 要 比 
的 量 ， 在 许多 公式 中 ， 它 将 作为 一 个 特征 长 度 由 现 因此 仍然 是 有 用 的 . 

洛 伦 兹 和 阿 伯 罕 的 理论 意图 , 是 想 把 电子 的 一 切 性 质 都 归 到 电磁 本 源 上 . 这 种 
意图 很 快 就 遇 到 了 困难 : Q 如 果 只 有 电磁 作用 , 那么 电子 本 身 将 是 不 稳定 的 . 因为 
电子 各 个 部 分 之 间 将 互相 排斥 而 分 散 ; @ 相对 论 要 求 能 量 与 质量 的 比 应 该 等 于 c2， 
可 是 在 式 (5.3.12) 中 多 出 了 一 个 系数 5@.， 后 来 , 曾 有 许多 人 提出 各 种 理论 试图 解 
决 或 回避 这 些 困难 , 但 都 存在 一 些 问 题 . 在 这 里 我 们 只 简单 地 介绍 两 个 例子 . 一 个 
是 普 恩 加 莱 的 工作 . 他 得 出 , 如 果 适 当地 引入 某 种 非 电磁 作用 , 则 可 以 同时 解决 洛 伦 
效 和 阿 伯 罕 模型 中 的 两 个 困难 . 即 一 方面 使 电子 保持 稳定 , 一 方面 又 使 相对 论 所 要 
求 的 关系 都 得 到 满足 . 不 过 普 恩 加 莱 所 作 的 只 是 比较 一 般 的 讨论 , 并 未 认真 提出 一 
种 新 的 物理 作用 的 理论 (例如 没有 提出 作用 的 具体 特性 和 规律 , 以 及 它 有 哪些 实验 
表现 可 供 检验 等 ), 而 且 令 人 感到 难以 理解 的 是 , 这 种 作用 为 何 迄 今 在 实际 现象 中 毫 
无 表现 . 另外 有 一 类 理论 是 要 保持 点 模型 以 回避 第 一 个 困难 , 并 试图 通过 修改 麦克 
斯 书 方程 组 来 克服 点 模型 所 具有 的 发 散 困难 以 及 使 用 相对 论 的 要 求 得 到 满足 ， 波 
普 提 出 的 理论 就 是 其 中 的 一 个 (Bopp, Ann der Phys. 38, 345(1940); 42, 573(1942)). 
其 基本 思想 是 , 麦克 斯 韦 理论 (可 用 推迟 势 公 式 来 代表 ) 只 是 “频率 < 某 特征 频率 
we 距离 光 某 特征 距离 de” 条 件 下 的 近似 结果 (当然 d。 应 是 一 个 很 小 的 量 , we 是 
一 个 很 大 的 量 ), 对 于 极 高 频率 和 极 小 距离 并 不 适用 . 他 通过 对 麦克 斯 书 方程 作 话 
当 的 修改 (4 和 wp 满足 的 是 一 个 四 阶 偏 微分 方程 ) , 可 以 使 得 相对 论 的 要 求 得 到 满 
足 , 同时 还 可 消除 发 散 困难 . 但 是 , 这 个 理论 不 能 保证 能 量 恒 为 正 , 因而 也 是 有 问题 
的 多 . 

从 今天 的 基本 粒子 实验 情况 来 考察 , 电磁 质量 效应 是 存在 的 . 因为 有 一 些 粒 子 
从 强 作用 方面 来 说 ( 强 作用 是 基本 粒子 间 的 一 种 作用 , 如 核 力 就 属于 强 作用 , 它 比 
电磁 作用 要 强 得 多 ) 是 完全 相同 的 . 但 带 的 电荷 不 同 , 而 它们 之 间 确 实 表现 出 有 小 
的 质量 差 . 例如 核子 ( 指 质子 和 中 子 ), x 介子 (包括 n+,n- 和 ro) 等 都 属于 这 种 
情况 . 这 些 质量 差 的 来 源 看 来 是 由 于 电磁 效应 , 但 又 显示 出 某 种 复杂 性 . 如 对 于 x 
介子 , 带电 粒子 质量 较 大 (rt 质量 大 于 x0), 而 对 于 核子 , 则 是 中 性 粒子 质量 较 大 
(中 子 质 量 大 于 质子 质量 ).， 这 些 质 量 差 ( 即 电 磁 质 量 ) 的 量 级 都 约 为 电子 质量 的 


@ 由 于 我 们 略 去 了 < 的 高 次 项 , 故 这 里 求 的 质量 实际 上 是 静止 质量 .关于 相对 论 要 求 的 质量 随 速 度 的 


变化 关系 , 当 计 算 中 不 略 去 高 次 项 时 , 洛 伦 兹 提出 的 收缩 电子 模型 是 可 以 满足 的 . 

@ 波 普 的 理论 在 量子 化 后 , 相应 的 光子 有 两 种 : 一 种 是 普通 光子 ( 静 质 量 等 于 零 ), 一 种 是 重光 子 , 而 后 
者 的 能 量 是 负 的 . 

@ 中 子 质量 比 质 子 大 的 事实 ， 也 并 不 一 定 就 否定 质量 差 是 来 源 于 电磁 效应 . 因为 中 子 只 是 总 电荷 等 于 
零 , 它 的 电荷 分 布 未 必 处 处 为 零 . 
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几 倍 .) 从 这 个 情况 来 看 , 也 有 可 能 电子 的 质量 主要 就 是 电磁 质量 , 但 是 把 电子 的 一 
切 性 质 都 归结 为 电磁 本 原 的 想法 肯定 是 不 对 的 , 因为 现在 就 已 经 知道 , 电子 还 具有 
弱 作 用 (也 是 基本 粒子 间 相 互 作用 的 一 种 , 如 原子 核 的 B 衰变 就 属于 弱 作用 ), 这 就 
已 经 超出 了 电磁 作用 的 范围 . 


5.3.3 ”辐射 阻尼 力 


在 前 面 的 处 理 中 , 我 们 没有 考虑 粒子 的 辐射 . 当 粒 子 辐 射电 磁场 时 , 它 自 身 的 
能 量 将 逐渐 衰减 . 由 此 可 见 , 辐射 场 必然 会 对 粒子 产生 反作用 , 此 作用 力 即 称 为 辐 
射 阻尼 力 . 我 们 可 以 从 能 量 守恒 的 要 求 来 推导 它 的 表达 式 . 
同 前 面 一 样 , 我 们 只 考虑 粒子 速度 比 光速 小 得 多 的 情况 . 由 式 (5.2.27), 粒子 
的 能 量 辐射 率 为 
2 2g2a” 


= -3 (5.3.14) 


设 辐射 阻尼 力 为 Fa, 初 看 起 来 ， 但 和 应 要 
3c3 “ 
但 是 , 找 不 到 一 个 Fa 的 表达 式 使 上 式 恒 成 立 , 因为 »。 和 a 彼此 可 以 独立 地 取 值 . 
出 现 这 种 情况 也 是 可 以 理解 的 : 式 (5.3.14) 只 代表 脱离 粒子 辐射 出 去 的 能 量 , 而 依 
附着 粒子 的 电磁 场 ( 自 有 场 ) 也 在 不 断 地 变化 , 它 也 吸收 或 放出 能 量 , 即 参与 能 量 的 


平衡 ， 虽然 在 前 面 小 节 中 , 我 们 已 把 自 有 场 能 量 的 变化 人 (各 m7 ] 计 入 到 粒子 


的 动能 之 中 , 但 在 那里 , 自 有 场 是 按 等 速 粒子 的 电磁 场 来 计算 的 . 在 速度 不 断 变化 
的 情况 下 , 由 于 推迟 效应 , 粒子 的 自 有 场 并 不 与 等 速 时 相同 , 它 的 能 量变 化 也 就 没 
有 完全 包含 在 粒子 的 动能 改变 之 内 . 另外 , 自 有 场 与 辐射 场 之 间 还 有 干涉 效应 . 因 
此 , 只 是 对 整个 辐射 过 程 来 说 , 即 粒子 从 某 等 速 运动 的 初 态 变 到 另 一 等 速 运动 的 终 
态 , 或 在 周期 过 程 中 , 粒子 附近 的 场 恢 复 了 原状 时 , 辐射 的 总 能 量 才 等 于 粒子 克服 
辐射 阻尼 力 所 做 的 功 . 根据 这 种 观点 , 我 们 对 式 . (5.3.15) 作 积分 


t2 t2 2 -2 
| Fa-vat=—| 2 dt 
t1 


ti 3c3 
并 用 分 部 积分 法 , 先 将 上 式 化 为 
t2 2d2a 2q2a .my | 名 
五 d 一 一 一 一 d 
人 d ge) "wat B03 ， 
在 初 态 和 终 态 为 等 速 运动 的 情况 , 或 粒子 做 周期 运动 而 tz 与 卖 相差 一 周期 时 ,上 
式 第 二 项 等 于 零 ， 于 是 求 得 能 量 守 全 关系 成 立 的 要 求 是 


2026 a 
Fa= 了 35 (5.3.17) 


Fa:v=— (5.3.15) 


= 0. (5.3.16) 
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这 就 是 我 们 所 需要 的 辐射 阻尼 力 . 在 微观 物理 中 . 通常 的 过 程 有 二 类 , 一 类 是 散射 
过 程 , 一 类 是 粒子 在 束缚 态 中 的 运动 . 前 者 初 态 和 终 态 都 是 等 速 运动 , 后 者 多 半 是 
周期 性 或 准 周期 性 运动 . 如 上 所 述 , 对 这 两 类 过 程 的 辐射 , 都 可 以 应 用 式 (5.3.17) 来 
考虑 辐射 阻尼 效应 . 

最 后 , 我 们 来 指明 , 辐射 阻尼 的 效应 一 般 很 微弱 , 它 对 粒子 的 运动 只 引起 微小 
的 修正 , 因而 常常 可 以 用 逐步 近似 法 来 考虑 它 . 

下 面 就 来 考虑 在 什么 条 件 下 , 辐射 阻尼 才 达 到 ma 的 量 级 即 与 外 力 的 大 小 可 比 
拟 . 根据 式 (5.3.17), 此 条 件 对 a 的 大 小 的 要 求 是 中 


20 
— ~ Mma, 


本 
除 以 m 以 后 , 它 可 化 为 
ea ~ a, (5.3.18) 


此 式 表 明 , 只 当 加 速度 如 此 剧烈 地 变化 , 即 在 下 这 样 微小 的 时 间 内 , 加 速度 的 改变 
达到 与 它 自己 同 量 级 时 , 辐射 阻尼 力 才 与 外 力 可 比拟 . 而 这 种 条 件 是 很 少 能 满足 的 . 
5.3.4 ”经 典 理 论 的 问题 

在 本 节 中 , 我 们 已 运用 比较 简单 的 方法 考虑 了 粒子 的 场 对 粒子 自身 的 作用 力 
Ps, 它 包括 两 项 , 即 -aa + 2 这 种 处 理 方式 的 优点 是 物理 意义 比较 明确 , 但 结 


果 不 够 严格 . 在 一 定 的 条 件 下 (v < 和 c, 而 且 变 化 比较 平缓 ), 我 们 可 以 从 洛 伦 兹 力 公 
式 直接 计算 Fs, 其 结果 是 一 个 无 穷 级 数 

Fs = 一 ca 十 25a 十 (5.3.19) 
级 数 的 前 两 项 与 本 节 给 出 的 结果 相同 , 但 多 出 了 后 面 的 无 穷 多 项 . 虽然 当 粒 子 半 径 
ro 一 0 时 , 后 面 的 各 项 都 趋 于 零 , 可 是 第 一 项 的 系数 a 却 要 趋 于 无 穷 , 这 就 出 现 了 
前 面 所 说 的 发 散 困难 (使 粒子 速度 将 完全 不 能 变化 ), 如 果 ro 不 等 于 零 (从 物理 上 
说 , ro 也 不 应 当 严 格 等 于 零 ), 则 将 上 述 Fs( 指 式 (5.3.19)) 代入 带电 粒子 的 运动 方 
程 

moa = F+Fs 


后 , 得 到 的 电子 的 运动 方程 将 是 一 个 无 穷 阶 方程 , 这 又 在 理论 上 发 生 了 问题 . 不 过 ， 
我 们 不 必 在 这 个 问题 上 费 过 多 的 精力 , 因为 在 微观 领域 中 , 经 典 理论 要 用 量子 理论 
来 代 幸 , 而 在 量子 电动 力学 中 , 已 废弃 了 力 的 概念 , 它 是 用 另外 的 方式 来 描述 场 对 
粒子 的 作用 的 . 这 就 使 得 关于 “ 力 ” 的 表达 式 的 研究 并 没有 什么 重要 意义 , 量子 电 
动力 学 也 不 能 从 这 种 研究 中 取得 什么 借 益 . 

@ 这 里 名 表示 & 的 数值 . 
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5.4 ”谐振 电子 的 辐射 阻尼 ” 谱 线 的 自然 宽度 


在 经 典 理论 中 , 通常 对 原子 采用 谐振 子 模型 . 利用 5.3 节 给 出 的 辐射 阻尼 表达 
式 , 我 们 可 以 研究 谐振 电子 与 辐射 场 的 相互 作用 . 

当 电 子 做 简 谐 振动 时 . 它 不 断 地 辐射 出 电磁 场 , 由 于 辐射 场 对 电子 的 阻尼 作用 ， 
电子 的 振幅 将 逐渐 衰减 (这 也 正 是 能 量 守 恒 律 所 要 求 的 )， 电 子 振幅 衰减 反 过 来 又 
会 影响 辐射 场 , 使 得 辐射 场 的 强度 越 来 越 弱 ， 从 傅 里 叶 分 析 即 可 得 出 , 这 样 的 辐射 
场 并 不 严格 地 只 有 一 个 频率 , 而 具有 一 个 频谱 分 布 , 或 者 说 谱 线 将 具有 一 个 宽度 . 本 
节 的 内 容 就 是 讨论 谐振 电子 的 阻尼 运动 并 计算 它 的 辐射 场 的 频谱 分 布 . 

5.4.1 ”谐振 电子 的 辐射 阻尼 | 


假定 电子 做 直线 振动 并 且 v < c( 在 实际 原子 中 , 电子 的 速度 v 一 般 是 比 e 小 
得 多 ). 取 X 代表 电子 到 振动 中 心 的 距离 , 则 运动 方程 为 


mn 定 二 kX 二 2 这 (5.4.1) 
= 5 其， 4. 


由 于 辐射 阻尼 力 (上 式 右 方 第 二 项 ) 的 效应 很 小 , 如 上 节 所 述 , 我 们 可 以 用 逐步 近似 
法 来 求解 . 首先 略 去 阻尼 力 , 这 时 解 即 为 


X= Xoe vt, (5.4.2) 


其 中 的 wo 等 于 V2 为 谐振 子 的 固有 频率 . 在 下 一 级 近似 中 , 我 们 考虑 阻尼 力 的 效 


应 , 并 利用 初级 近似 解 式 (5.4.2), 将 官 ( 指 式 (5.4.1) 右 方 第 二 项 ) 近似 取 为 :2 ox, 
于 是 式 (5.4.1) 化 为 


，， 2 
龙 = (- wa ti 2 ) X. . (5.4.3) 


由 此 求 出 的 符合 物理 要 求 的 次 级 近似 解 等 于 @， 
X= Xoe- tivot (5.4.4) 


其 中 
= = 2 To, (5.4.5) 


和 = 总 = 上 为 振子 所 辐射 电磁 波 的 约 化 波长 式 (5.4.4) 所 表示 的 就 是 阻尼 振 


动 . 电子 的 振 蛋 随 着 时 间 以 指数 衰减 
QD 另外 一 个 解 当 二 一 oo 时 , X 一 oo, 不 符合 物理 要 求 , 故 除去 . 
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下 面 我 们 就 谐振 电子 的 情况 , 具体 地 考察 一 下 , 辐射 阻尼 力 在 怎样 的 条 件 下 才 
能 达到 与 弹性 恢复 力 mw3X 同一 的 量 级 . 不 难得 出 , 谐振 电子 情况 辐射 阻尼 力 与 
弹性 恢复 力 的 比值 | 
2g2 X _2re 
3c3 wo 3X0 
因此 要 约 化 波长 如 小 到 接近 re 的 量 级 时 , 辐射 阻尼 力 才 可 与 弹性 恢复 力 相 比拟 . 
而 对 于 原子 发 射 的 可 见 光 来 说 ， 


mw2X| 衬 (5.4.6) 


M0 ~ 5 x 10-5em. 


这 时 
加 23x106<1. 
WO 
就 是 对 于 Xo 二 10-scm 的 久光 ， 2 也 只 有 10-4 的 量 级 . 可 见 对 于 原子 的 辐射 , 辐 
射 阻尼 效应 确实 是 微弱 的 . 
式 (5.4.4) 给 出 , 电子 振幅 降低 到 初 值 的 - < 所 经 历 的 时 间 为 一 地 在 此 时 间 内 振 


子 振动 的 次 数 为 2 on ww aA 
n= 二 二 -全 = 和 2% (5.4.7) 
YY wo Tyo 4rc 
对 于 Xo = 5 x 10-5cm 的 情况 , 在 振幅 降 到 初 值 = 的 时 间 内 , 电子 已 振动 了 ~ 107 
次 . 这 表明 电子 的 运动 基本 上 仍 是 周期 性 的 . 
利用 谐振 子 的 能 量 公式 


1 。 1 
U= 本 十 xcwlX ， (5.4.8) 


可 以 求 出 Z 随时 间 的 变化 . 将 式 (5.4.4) 所 给 出 的 X 以 及 由 它 求 出 的 色 取 实 部 后 
代入 式 (5.4.8), 并 注意 到 yo < wo, 即 得 


U= Fmud Xe Yot (5.4.9) 


此 结果 表明 , 电子 能 量 亦 以 指数 衰减 , 其 衰 期 (等 于 降低 到 初 值 = -所 需 的 时 间 . 通 
常 又 称 为 振子 的 寿命 ) 为 
r= 二 (5.4.10) 
最 后 , 我 们 来 证 明 ， 电子 能 量 的 减少 率 正好 等 于 它 单位 时 间 内 平均 辐射 出 去 的 
能 量 . 由 于 v < c, 而 且 基 本 上 是 周期 运动 , 故 可 利用 5.2.1 小 节 的 结果 . 电子 相对 
中 心 点 的 电 偶 极 矩 为 


了 


= (gqXoe evot (5.4.11) 
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因为 aXoe- 合 随时 间 的 变化 比 起 e-ixot 慢 得 多 , 故 可 把 它 作为 媚 代入 5.2 节 给 
出 的 辐射 率 公式 中 , 得 出 平均 能 量 辐射 率 为 


4 p2 2 ,42 
_ woPo _g WOXb ot 


= 一 人 (5.4.12) 
而 由 式 (5.4.9) 及 式 (5.4.5), 电子 的 能 量 减 少 率 为 
- 电 -= Cf et, (5.4.13) 


正好 与 W 的 值 相等 . 
5.4.2 ” 谱 线 的 自然 宽度 
设 振子 在 t=0 时 受到 激发 而 开始 振动 , 根据 上 面 的 结果 , 其 电 偶 极 矩 可 表 为 


P= { oe 2 tiwot, : > (5.4.14) 
于 是 空间 每 一 点 辐射 场 的 场 强 具 有 下 述 形 式 
f(z)e- 委 (二 从 )-iwo(t- 竺 ) 当 二 > 也 ， 
f(z,t) = (5.4.15 
” 0, 当 t< 2 ) 


上 式 中 的 /代表 吾 或 B 的 数值 ; ro 为 该 场 点 到 振子 中 心 的 距离 . 我 们 将 六 对 时 
间 来 作 伟 里 叶 展 开 . 令 加 

g(w) = 去 | elotfdt, (5.4.16) 
则 有 


f= q(w)e td. (5.4.17) 


将 式 (5.4.15) 代入 式 (5.4.16) 中 , 求 得 


十 oo 
一 oo 
用 


ik 
(= | ee 上 
2x JjJo 


— foeikro ikro+i0(w) 
= je” _-_ je" (5.4.18) 


. Yo pW 
2r fiw 一 Co) 一 也 | nt /(w 一 co)2 十 加 


2(w 一 co) 


其 中 


0(w) = arctan (5.4.19) 
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由 于 > 很 小 , 故 g(w) 的 绝对 值 在 wo 处 有 一 高 峰 . w 离 wo 越 远 , g(w) 的 绝对 值 越 


小 . 


我 们 知道 , 平均 辐射 强度 等 于 lf 2, 而 通常 测量 的 是 某 一 宏观 时 间 间 隔 的 积 


分 强度 , 即 


5C ”12 
T= 志 | dt. 


由 于 振子 的 衰 期 比 进行 测量 的 宏观 时 间 间 隔 小 得 多 (例如 Xo = 5x10-5cm 时 ， 二 ~ 
10-8s), 故 积分 上 限 + 实际 上 可 扩展 为 +oo, 再 注意 到 t = -oo 到 + = 0 的 时 间 内 


f=0, 即 得 
c oo 
1= 闻 | fl2at. 
根据 健 里 叶 定 理 ， 
| Pat=2r| epPaw 
于 是 得 积分 强度 为 
to 2c (2 dw 
IT=2| oP | 
4 | 16m | (w 一 wo)2 十 
fol2e fc 1 1 
一 ol | 了 十 a dw 
(wwo)?2+t+ (十 wo)2 十 也 
~ |fol?e | dw 
;. 
16r2 0 CL 
如 果 我 们 将 了 表 为 


了 一 | IT(w)dw, 
其 中 的 I(w) 代表 单位 频率 范围 的 积分 强度 . 由 式 (5.4.22) 即 得 


|fol?e 1 


T(w) 之 TG 


—. 
(@ 一 wo)? 十 壮 


(5.4.20) 


(5.4.21) 


(5.4.22) 


(5.4.23) 


(5.4.24) 


I(w) 随 w 的 变化 关系 如 图 5.4.1 所 示 . 由 图 可 以 清楚 地 看 见 , 频率 基本 上 仍 等 于 
wo, 只 是 谱 线 有 一 宽度 . 当 w = wo 土 也 时 , I(w) 即 减 少 到 其 极 大 值 的 一 半 , 因此 通 
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和 一” 


常用 - 表示 谱 线 的 宽度 . 它 的 值 正好 等 于 能 量 的 豪 期 的 倒数 . 换 句 话说 , 一 个 振子 
的 寿命 越 短 , 它 辐 射 场 的 谱 分 布 就 越 宽 , 寿命 与 谱 线 宽度 的 乘积 等 于 1. 

1 对 于 实际 的 原子 谱 线 , 造成 宽度 的 原因 还 

有 多 种 ,例如 多 普 勒 效应 , 它 使 得 运动 方向 不 

同 的 原子 发 射 来 的 波 , 频率 不 同 , 而 实际 观测 

到 的 波 是 许多 原子 (它们 做 无 规 热 运动 ) 加 

射 的 总 和 ， 这 就 使 原本 的 单一 谱 线 展 成 了 一 

个 分 布 . 又 如 原子 间 的 碰撞 , 亦 会 引起 阻尼 效 

应 ,从 而 也 使 谱 线 具 有 宽度 . 但 这 些 因素 与 加 

+ 。 ” 射 过 程 并 无 本 质 的 联系 , 它们 所 造成 的 宽度 

也 是 容易 设法 消减 的 ,， 例如 通过 降低 发 光 气 

图 5.4.1 加 射 强度 随 频 率 的 分 布 。 。 仁 的 温度 ， 可 以 捉 制 多 普 勒 效应 所 造成 的 宽 

度 , 而 减低 气体 的 密度 可 以 减少 碰撞 所 引起 的 阻尼 . 只 有 辐射 阻尼 是 能 量 守恒 定律 

的 要 求 , 是 不 可 避免 的 , 因此 通常 把 它 造 成 的 宽度 称 为 谱 线 的 自然 宽度 . 利用 关系 

式 . 


IAA [el (5.4.25) 
即 得 出 用 波长 表示 的 振子 谱 线 自 然 宽度 为 
IAN|= 之 = 和 sj 1.2 x 10-4A. (5.4.26) 
wo 


它 是 一 个 常数 , 与 振子 的 频率 无 关 , 但 数值 是 很 微小 的 . 


5.5 ”电子 对 电磁 波 的 散射 和 吸收 


当 外 来 电磁 波 投射 到 电子 (自由 电子 或 束缚 的 谐振 电子 ) 上 时 , 电子 就 会 在 电 
磁 波 的 作用 下 做 强迫 振动 , 从 而 不 断 地 辐射 电磁 波 (这 种 波 通 常 称 为 次 波 , 而 入 射 
的 电磁 波 称 为 原 波 ). 由 于 次 波 是 向 各 个 方向 放射 的 , 它 的 能 量 又 来 源 于 原来 的 波 . 
故 总 的 结果 可 以 归结 为 : 入 射 波 被 电子 散射 到 各 个 方向 去 ， 于 是 这 个 过 程 称 为 电 
子 对 电磁 波 的 散射 . 我 们 要 研究 的 问题 就 是 , 散射 强度 随 角 度 的 分 布 以 及 它 对 频率 
的 依赖 关系 外. 在 谐振 电子 情况 下 , 当 外 来 电磁 波 的 频率 与 电子 的 固有 频率 相等 时 ， 


a 在 量子 理论 中 , 这 就 相应 于 不 确定 关系 : 和 ATAE ~ 所 .当然 , 量子 理论 所 给 出 的 原子 谱 线 的 宽度 与 
这 里 求 的 谐振 子 的 Yo 并 不 相同 (参见 Heitler, Quantum theory of radiation， 第 三 版 , 818) 但 差别 不 大 . 
而 对 于 线性 谐振 子 ， 当 跃迁 是 从 第 一 激发 态 到 基态 时 ， 量 子 理论 所 得 出 的 yo 值 与 这 里 式 (5.4.5) 的 结果 是 
一 样 的 , 参见 Kramer, Quantum Mechanics, 第 466 页 . 

@@ 在 基本 粒子 和 原子 核 物 理 中 ， 散 射 (不 一 定 是 电磁 波 的 散射 ) 又 常常 被 用 作 探索 基本 粒子 和 原子 核 
的 结构 以 及 基本 粒子 间 相 互 作用 的 工具 ， 即 通过 散射 强度 随 角 度 的 分 布 以 及 它 对 频率 的 依赖 关系 来 给 出 核 
结构 和 基本 粒子 相互 作用 的 知识 . 
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过 程 又 显示 出 新 的 特点 . 这 时 电子 由 于 共振 而 强烈 地 吸收 入 射 波 , 如 果 不 是 由 于 辐 
射 次 波 的 能 量 损耗 (或 其 他 能 量 损 耗 ) 的 限制 作用 , 振子 的 振幅 将 趋 于 无 穷 . 因此 
这 个 过 程 被 称 为 振子 对 电磁 波 的 吸收 和 再 发 射 ， 散 射 和 吸收 都 属于 外 来 电磁 波 与 
电子 相互 作用 的 过 程 . 
5.5.1 ”自由 电子 对 电磁 波 的 散射 

我 们 考虑 低速 自由 电子 (v < c) 对 平面 电磁 波 的 散射 . 在 此 情况 下 , 自由 电子 
将 以 入 射 波 的 频率 w 做 强迫 振动 . 根据 5.2 节 中 的 讨论 , 从 v 之 c 的 条 件 可 得 出 
电子 的 振幅 要 比 波长 小 得 多 , 因此 在 振幅 的 范围 内 , 场 强 可 看 作 与 位 置 无 关 的 常量 . 
此 外 , v 之 < 意味 着 磁场 的 作用 力 比 电场 小 得 多 , 于 是 电子 的 运动 方程 可 以 近似 为 


本 jt 202 - 
mXX = gEBoe “十 3 蕊 . (5.5.1) 
对 于 上 述 方程 的 强 扎 振动 解 , 筷 的 频率 就 是 入 射 的 频率 w, 因而 X 将 形 如 
及 = oe wt (5.5.2) 
将 上 式 代 入 式 (5.5.1) 中 , 即 可 定 出 Xo 等 于 
Xo = 一下 TE Eo, (5.5.3a) 
其 中 2 2 
和 = 站 称 为 约 化 波长 , X 亦 可 表 为 
下 = 5 启 sin bei s Bo (5.5.4) 
其 中 y 
6 = arctan (2) (5.5.5) 


代表 六 与 巨 之 间 的 相位 差 . 所 有 的 散射 信息 都 体现 在 5 之 中 (其 他 名 为 一 般 的 常 
数 ), 参见 式 (5.5.4). 在 自由 电子 情况 下 , 5 为 一 小 量 , 一 直到 X 射线 波段 . 都 有 
7 _ drre 


w 3A < 
而 
sin$ ~ tand = —, es 1. 
因此 在 计算 散射 波 时 式 (5.5.3.a) 分 母 中 的 iy 项 常 可 以 略 去 , 这 表明 辐射 阻尼 的 效 
应 常 可 以 不 计 . 于 是 式 (5.5.3a) 简化 为 


E , 
X= -et. (5.5.6) 
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相应 的 忆 为 2 
P= -Tdeiot. (5.5.7) 
mw 


在 散射 过 程 中 , 一 方面 是 电磁 场 对 电子 作用 , 使 它 做 强 追 振动 ; 另 一 方面 电子 
也 对 场 作用 , 它 道 过 不 断 地 产生 次 波 秋 加 到 原来 的 波 上 以 改变 场 的 分 布 . 根据 4.1 
节 的 讨论 , 总 的 p 和 4 可 表 为 


(5b) = pO (5 + oa 
rr* (1- 二 ) 


可 (5.5.8) 
A(z,t) = A (zt) + — 7 — 


(人 
C 


其 中 的 w(0 和 4 代表 入 射 波 的 势 . 在 v < e 的 情况 , 式 (5.5.8) 可 近似 为 


TT 
0p0) + + 
70 C70 
_ (5.5.9) 
4-40O+ 卫 
Cr0” 


上 式 中 的 ro 代表 从 振子 地 点 到 场 点 的 距离 . 式 (5.5.9) 中 最 后 一 项 即 为 散射 波 . 
在 实际 情况 中 , 入 射 平面 波 的 横向 尺度 总 
是 有 限 的 , 因此 当 ro 足够 大 时 , 除了 平行 于 入 
射 波 的 方向 外 , 其 他 方向 的 散射 波 都 将 与 入 射 
波 分 开 , 如 图 5.5.1 所 示 , 散射 强度 通常 就 定义 


为 散射 波 能 流 的 平均 值 中 . 
利用 式 (5.5.7), 得 出 散射 波 的 平均 能 流 为 
”对本 sin2 6 
1= 人 9) 一 ET 
r2 sin2 © 
图 5.5.1 入 射 波 与 散射 波 的 示意 图 一 ”有 (5.5.10) 


其 中 的 6 代表 ro 与 Eo 的 夹 角 如 图 5.2 所 示 ; 五 代表 入 射 波 的 强度 (能 流 的 平均 
值 )， 


_ ce 
n= (5.5.11) 
@ 既然 能 量 被 散射 到 其 他 方向 去 ， 根 据 能 量 守 恒定 律 ， 原来 方向 的 能 流 应 当 减 弱 ， 这 种 减弱 是 通过 
9 = 0 方向 散射 波 与 原来 的 波 相干 而 实现 的 ， 从 能 量 守 便 的 要 求 , 可 以 推出 散射 总 能 流 与 向 前 散射 振幅 的 虚 
部 之 闻 存 在 一 个 关系 , 此 关系 通常 称 作 “光学 定理 ”. 
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通常 , 入射 波 是 非 偏振 的 , 即 Eo 在 垂直 
于 的 平面 内 无 规 取 向 . 因而 图 5.5.2 中 的 x 
将 在 0 到 2r 范围 内 以 均等 的 概率 取 值 . 这 样 ， 
在 计算 时 应 将 对 x 取 平 均 . 利用 


sin2 =1 一 cos2 


= 1— sin?0cos?x 


Lb 
2 及 图 5.5.2 ”散射 波 的 方向 ( 即 ro 的 方 


~ 1 fr 1 _- 
zy 工 2 dv 一 工 向 ) 的 图 示 
cos X= 7 | co8 XdX = 7， 


即 得 
sin2O=1— 3 sin? 9 = 30 十 cos20). (5.5.12) 

上 式 中 的 9 代表 ro 与 入 射 波 矢量 之 间 的 夹 角 , 如 图 5.5.2 所 示 . 代 回 式 (5.5.10) 
即 求 出 
re 
2r2 
这 就 是 散射 波 的 强度 公式 . 9 通常 称 为 散射 角 . 

式 (5.5.13) 给 出 : 散射 强度 了 与 入 射 波 的 频率 w 无 关 , 散射 的 角 分 布 由 因子 
1 十 cos269 表示 , 它 对 于 向 前 和 向 后 散射 是 对 称 的 . 通过 面积 分 不 难 求 出 单位 时 间 内 
电子 总 的 散射 能 量 为 


T= -S$(l + cos’ 9)70. (5.5.13) 


W = ?po. (5.5.14) 


它 等 于 入 射 波 中 Er 这 样 一 块 横 截面 的 能 流 ， 因 此 这 个 横 截面 叫做 散射 截面 , 电 
子 就 相当 于 把 这 样 大 一 块 横 蕉 面 中 的 能 流散 射 到 其 他 方向 去 @. 

式 (5.5.14) 表明 , 自由 电子 的 散射 截面 是 一 个 与 频率 无 关 的 微小 常量 , 它 的 数 
值 等 于 以 经 典 电子 半径 所 作 的 圆 面积 的 3 倍 . 

式 (5.5.13) 和 (5.5.14) 通常 称 为 汤姆 孙 散 射 公式 . 在 量子 电动 力学 的 理论 中 ， 
当 各 < me? 时 , 也 得 到 与 此 相同 的 结果 . (对 于 电子 , 此 结果 一 直 可 用 到 X 射线 波 
段 . 例如 对 于 波长 为 2.4A 的 X 射线 , iw/me? 量 级 也 只 有 (10-2)). 


@ 这 里 似乎 有 一 个 矛盾 : 既然 有 这 样 大 一 块 面积 的 入 射 波 被 散 到 各 个 方向 去 , 而 散射 对 于 向 前 和 向 后 
又 是 对 称 的 , 那么 这 一 部 分 入 射 波 的 动量 应 该 交 给 了 电子 . 可 是 在 我 们 的 结果 中 , 电子 并 未 获得 k 方向 的 动 
量 . 出 现 这 个 问题 的 原因 在 于 , 我 们 求 的 只 是 初级 近似 解 . 在 近似 中 略 去 了 磁场 的 作用 . 如 果 利 用 式 (5.5.4) 


给 出 的 天 进一步 计算 磁场 的 作用 , 即 可 求 出 电子 单位 时 间 内 获得 的 动量 平均 值 正好 等 于 rcg,g 为 入 
射 波 动量 密度 的 平均 值 . 
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5.5.2 ”谐振 电子 的 散射 

谐振 电子 在 外 来 平面 电磁 波 作用 下 的 运动 , 可 以 分 成 为 固有 振动 和 强迫 振动 两 
个 部 分 . 但 固有 振动 由 于 辐射 阻尼 的 作用 将 逐渐 衰减 (参见 5.4 节 ), 能 够 维持 稳 幅 
振动 的 只 有 外 力作 用 下 的 强迫 振动 . 因而 考虑 散射 问题 时 , 只 要 计算 强迫 振动 部 分 
就 可 以 了 . 在 = 女工 情况 下 , 运动 方程 可 表 为 

攻 十 3 (=) 让 +w3 天 一 于 Boe (5.5.15) 
其 中 的 wo 为 谐振 电子 的 固有 频率 ; w 为 入 射 平 面 波 的 频率 . 振子 强迫 振动 的 频率 
与 外 来 电磁 波 的 相同 , 于 是 蕊 的 强迫 振 可 表 为 
芝 = Koeit. 


将 上 式 代 入 式 (5.5.15), 即 求 得 


XK 2 pe (5.5.16) 
7 仍 如 式 (5.5.3) 所 示 即 竺 下 w. 式 (5.5.16) 亦 可 写成 
= 5 sin ei Boe ot, (5.5.17) 
其 中 jy 
6 = arctan 7 (5.5.18) 
称 为 散射 相 移 . 相应 的 电 偶 极 矩 即 等 于 
P=3 二 sin be Eoe™it. (5.5.19) 


2 k3 
以 上 结果 表明 , 已 (以 及 书 ) 与 入 射 场 强 召 之 间 有 一 相位 差 5, 该 相位 差 的 值 
将 决定 入 (以 及 书 ) 数值 的 大 小 ,因而 在 散射 问题 中 是 一 个 关键 性 的 量 , 值得 我 们 
记 住 . 
利用 4.2 节 中 的 公式 式 (4.2.18), 可 以 立即 写 出 散射 波 的 场 强 : 


31 ， i(kro—wt) 
E= B= -37sinée Eosin EE 一 一 ， (5.5.20) 
0 


其 中 的 6 仍 代表 Eo 与 ro 之 间 的 夹 角 ( 见 图 5.5.2). 顺便 指出 , 式 (5.5.20) 与 量子 
力学 中 的 分 波 散 射 振幅 的 形式 相似 . 实际 上 , 这 里 的 6 与 量子 力学 处 理 散射 问题 时 
所 引入 的 分 波 相 移 完全 相当 (根据 4.4 节 中 的 说 明 , 电 偶 极 辐射 场 就 是 光子 具有 确 


5.5 “电子 对 电磁 波 的 散射 和 吸收 .235. 


定 角 动 量 的 分 波 ). 在 本 节 中 , 我 们 把 许多 物理 量 都 用 5 表示 出 来 , 其 主要 目的 , 也 
就 是 为 了 同 量 子 力 学 中 的 结果 相对 照 . 
从 式 (5.5.19) 或 (5.5.20) 得 出 散射 强度 为 
dsin26 
1= (3) 一 4k272 
当 入 射 波 是 非 偏振 波 时 , 在 对 sin? 6 对 偏振 方向 做 平均 后 得 出 平均 散射 强度 的 表 
达 式 为 (下 式 中 的 9 参见 图 5.5.2) 


losin? 6. (5.5.21) 


。 2 
I= hy hll + cos? 0). (5.5.22) 
利用 式 (5.5.18), 它 也 可 表 成 

w472710(1 十 cos20) 

对 于 “振子 总 散射 能 流 的 平均 值 ” W 和 散射 截面 c, 我 们 也 可 给 出 用 相 移 表 示 的 以 
及 明显 出 与 w 关系 的 公式 , 它们 分 别 为 


I= (5.5.23) 


6r ， ,2 8r » 4 
一 一 一 1 一 一 一 1 Mw 
有 (sin” 6)70 了 Ye a Fay a way 0 (5.5.24) 


和 


6r 87 2 w4 


C 一 sn 一 3 "© a — wa) way 
这 些 就 是 我 们 所 要 推导 的 振子 散射 公式 . 
从 式 (5.5.25) 可 以 看 出 , 在 w < wo 范围 , 近似 地 有 


8x , /uw 4 


这 时 , 频率 越 低 , 散射 越 弱 , 当 w 一 0 时 , 散射 截面 以 wt 趋 于 零 . 这 个 关系 通常 称 
为 瑞 利 散射 定律 . 在 w 六 wo 时 (当然 w? 也 比 y? 大 得 多 ), 式 (5.5.25) 即 化 为 自由 
电子 的 结果 : 


(5.5.25) 


o= 这 (5.5.27) 
这 表明 : 对 于 高 频 电 磁 波 , 束缚 电子 的 散射 行为 就 好 像 自 由 电子 一 样 (这 是 可 以 想 
象 得 到 的 ). 这 两 种 情况 ( 指 束缚 电子 和 自由 电子 在 w 六 wo 时 ) 的 散射 截面 都 很 小 ， 
一 个 具有 rr2 的 量 级 , 一 个 量 级 比 rr2 还 要 小 . 而 当 w = wo 时 , 式 (5.5.25) 所 示 的 
截面 变 成 一 个 很 大 的 值 , 即 
67 


Ei = OT AX. (5.5.28) 


o (wo) 一 
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此 结果 表明 当 w 接近 wo 时 截面 从 rr2 的 量 级 猛 增 到 r xz 的 量 级 . w = wo 时 的 散 
射 通常 称 为 共振 散射 , 它 反 映 了 外 场 频 率 等 于 振子 固有 频率 时 所 产生 的 共振 效应 . 
o 随 w 变化 的 整个 关系 如 图 5.5.3 所 示 . 

在 共振 附近 , 相 移 5 的 变化 很 快 ( 见 图 5.5.4). 当 w = wo 时 , 相 移 5 正好 等 于 
7 因而 式 (5.5.17) 和 (5.5.20) 中 的 系数 sin bei 变 成 了 纯 虚 数 i. 在 基本 粒子 散射 


实验 中 , 常常 也 是 从 相 移 曲线 通过 3 来 确定 共振 态 的 存在 . 


wo ww 


图 5.5.3 ”振子 散射 截面 o 随 频 率 w 的 变化 。 图 5.5.4 散射 相 移 5 随 频 率 w 的 变化 
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我 们 进一步 研究 当 w ~ wo 时 过 程 的 特点 . 首先 在 w s wo 附近 , 式 (5.5.25) 可 
约 化 成 


2r w2 
-3 | % 
_ 2 A 
(wo — w)? 十 4 
= 总 1 (5.5.29) 
(wo 一 w)2 十 也 


其 中 的 yo 代表 > 在 w = wo 时 的 值 . 式 (5.5.29) 给 出 的 o 随 w 的 关系 与 振子 的 放 
射频 谱 分 布 完全 相似 (参见 式 (5.4.24)). 

这 样 , 当 连 续 谱 的 光波 通过 由 大 量 这 种 谐振 子 (原子 的 模型 ) 所 组 成 的 气体 时 ， 
其 中 频率 = wo 的 部 分 的 能 量 损失 要 比 其 他 频率 范围 大 得 多 , 因而 在 穿 透 气体 的 光 
波 中 , 频谱 将 出 现 暗 线 , 这 就 是 通常 所 谓 的 吸收 谱 线 . 以 上 结果 表明 , 谐振 子 的 吸收 
谱 线 正好 等 于 它 的 放射 谱 线 . 

w 等 于 wo 的 过 程 , 除了 吸收 能 量 的 数值 特别 大 以 外 , 在 定性 上 也 显示 出 不 同 
的 特点 . 从 式 (5.5.16) 可 以 看 出 , 如 果 没有 辐射 阻尼 力 的 限制 作用 , 当 w = wo 时 ， 
振子 振幅 将 趋 于 无 穷 大 , 而 对 于 w 关 wo 的 频率 , 振幅 仍 是 有 限 的 . 这 就 是 说 , 如 果 
没有 辐射 的 能 量 损耗 , 在 w 关 wo 的 情况 下 , 振子 仍 能 达到 稳 幅 振动 状态 . 当 它 达到 
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稳 幅 状态 以 后 , 自然 就 不 再 从 入 射 波 吸收 能 量 . 但 当 w 等 于 wo 时 , 情况 就 不 同 了 . 
振幅 的 稳定 值 为 无 穷 大 , 这 意味 着 振子 的 振幅 将 继续 不 断 地 增长 . 相应 地 , 它 将 从 
入 射 波 中 持续 地 吸收 能 量 . 可 见 在 w 等 于 wo 的 情形 , 无 论 有 无 辐射 损耗 , 振子 总 
是 要 吸收 能 量 的 . 因而 这 种 过 程 称 为 振子 的 本 征 吸收 . 

以 上 的 讨论 虽然 能 简明 地 说 明 吸收 过 程 的 特点 , 但 带 有 假想 的 性 质 , 因为 阻尼 
是 不 会 等 于 零 的 . 下 面 我 们 换 一 种 办 法 来 对 问题 进行 考察 . 既然 阻尼 的 最 小 值 等 于 
7y, 不 可 能 再 减 小 , 那 我 们 就 不 去 减少 它 而 是 去 增加 它 , 这 样 同样 可 以 考察 阻尼 的 改 
变 对 能 量 吸收 的 影响 . 增加 阻尼 总 是 允许 的 , 我 们 可 以 引入 其 他 类 型 的 阻尼 如 碰 擅 
阻尼 中 来 对 此 问题 进行 研究 . 我 们 将 证 明 , 其 他 阻尼 的 引入 , 并 不 影响 w s wo 邻近 
范围 的 总 吸收 值 , 而 只 影响 吸收 能 量 的 分 配 . 例如 引入 碰撞 阻尼 后 , 有 一 部 分 能 量 
通过 碰撞 转化 为 热 运 动能 , 这 时 散射 出 去 的 能 量 相应 地 减少 , 总 的 吸收 能 量 仍然 与 
原来 的 值 相同 . 

我 们 用 -my' 广 来 等 效 地 表示 碰撞 阻尼 的 作用 . 于 是 振子 的 运动 方程 化 为 


证 YAH = Boe ot. (5.5.30) 
3c m 
它 的 强迫 振动 解 是 - 
Ed) —iwt 
= A mr mr ， (5.5.31) 
其 中 


T=7Y+7Y (5.5.32) 
代表 有 碰撞 阻尼 时 振子 放射 谱 线 的 总 宽度 , y 的 值 仍 与 式 (5.5.16) 中 的 相同 . 我 们 
看 到 , 由 于 碰撞 阻尼 的 存在 , w = wo 时 的 振幅 已 降低 为 原来 的 广 售 . 
仿 前 可 求 出 在 w ~ wo 附近 散射 的 总 能 流 和 散射 截面 , 结果 是 


3  \2 说 

We = 亚当 一 一 一 一 思 ， (5.5.33) 

(wo 一 只)2 十 1 
gsc = 2 8 (5.5.34) 

(wo 一 w)2 十 2 

脚 码 sc 表示 散射 , To 代表 本 在 wo 处 的 值 . 
振子 单位 时 间 内 吸收 的 能 量 对 周期 的 平均 值 , 可 由 下 式 计算 : 
T 

W = | qE .Xdt, (5.5.35) 


@@ 谐振 子 ( 即 这 里 所 采用 的 原子 模型 ) 之 间 的 碰撞 , 能 够 使 一 部 分 振动 能 量 转 化 为 热 运 动能 , 因此 “ 相 
互 碰撞 ”对 振动 来 说 , 就 构成 一 种 阻尼 机 制 . 
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T 代表 振动 的 周期 . 将 gE 和 义 取 实 部 后 代入 , 即 求 出 
4ng? w2T 


_ wi 5.5.3 
We = he (cz 一 w2)2 + wT? (5.5.36) 
在 ws wo 附近 , 它 可 约 化 为 
Ws = 3 RB (5.5.37) 
(wo 一 w)? 十 210 
如 果 我 们 令 
四 吕 一 一 (5.5.38) 
Co 一 w+ 了 


则 Ws 就 等 于 通过 ca 这 样 大 一 块 横 截 面 的 入 射 波 能 流 . 因此 ca 称 为 吸收 截面 , 它 
在 wo 附近 亦 呈现 为 一 高 峰 形状 . 当 To 增 大 时 , 峰值 降低 , 但 宽度 增加 , 不 难 求 出 
峰 的 面积 ， 
| gadw ~ | 3. 8—— du 
峰 区 一 29 (wo 一 w)2 十 i309 


9 2 2 
= 之 2， (5.5.39) 


- 一 me 
它 是 一 个 与 Th 无 关 的 常数 . 这 就 表明 , 对 于 连续 谱 的 自然 光 , 振子 单位 时 间 内 吸收 
的 总 能 量 便 等 于 “人 (wo), 只 是 散射 的 总 能 量 减 少 了 : 


~ 3 
| Wscdw ~ | nT Ao Wo ng To(w)dw 
on202 0 
= 二 (oo): (5.5.40) 
这 就 证 实 了 我 们 前 面 所 说 的 结论 : 不 论 碰撞 阻尼 y 的 值 如 何 , 它 从 连续 谱 入 射 波 
中 吸收 的 总 能 量 是 一 定 的 , Y 的 大 小 只 影响 吸收 能 量 的 分 配 . y' 越 大 , 散射 出 来 的 
能 量 越 小 , 吸收 的 能 量 中 有 越 多 的 部 分 转化 为 热 运动 能 . 反 过 来 , 若 Y = 0, 则 散射 
能 量 就 等 于 全 部 吸收 的 能 量 . 
根据 以 上 的 讨论 , 电子 对 连续 谱 入 射 波 的 共振 散射 , 可 以 看 成 是 吸收 和 再 放射 
的 过 程 . 共振 散射 的 频谱 分 布 也 正好 就 是 振子 固有 辐射 的 频谱 分 布 (参见 式 (5.4.24)). 
式 (5.5.39) 通常 称 为 电 偶 极 吸收 的 求 和 定 则 . 这 是 一 个 相当 有 意义 的 公式 , 因 
为 它 给 出 吸收 截面 ca 的 积分 不 仅 与 阻尼 力 y 的 大 小 无 关 , 而 且 同 振子 的 动力 学 
性 质 (反映 在 wo 上 面 ) 也 没有 关系 . 它 只 依赖 于 粒子 的 电荷 与 质量 . 因此 容易 推广 
应 用 到 动力 学 性 质 复 杂 的 体系 (如 原子 和 原子 核 ). 在 量子 理论 中 , 也 有 相应 的 求 和 
定 则 存在 , 并 被 应 用 到 微观 物理 学 中 马 ， 


@ 参见 Blatt and Weisskopb, Theoretical Nuclear Physics, 第 640 页 . 
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5.6 ”气体 和 等 离子 体 中 电磁 波 的 色散 


在 第 一 章 和 第 四 章 中 , 我 们 都 讲 到 介质 的 色散 效应 . 绝缘 介质 的 色散 是 由 于 折 
射 率 n 随 频 率 的 变化 , 除了 铁 磁 盐 的 晶体 和 溶液 以 外 , 这 种 效应 实际 上 都 来 源 自 介 
电 常 数 = 对 频率 的 依赖 性 . 在 频率 达到 超 高 频 波段 以 后 . < 随 w 的 变化 开始 变 得 比 
较 显著 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 用 简单 的 模型 来 讨论 气体 介质 在 可 见 光 或 紫外 光 频 段 的 色 
散 . 在 一 般 情况 , 实验 观测 到 的 ” 随 w 的 变化 关系 是 , 大 部 分 频率 范围 , n 随 ww 增 
大 而 增加 , 只 在 某 些 频率 附近 , n 随 w 增 大 而 减少 (实际 上 这 里 指 的 是 n 的 实 部 no， 
这 时 ”的 虚 部 已 不 可 忽略 ). 通常 将 前 者 称 为 正常 色散 , 后 者 称 为 反常 色散 . 在 反常 
色散 区 域 . 气体 并 总 伴随 着 出 现 强 烈 地 吸收 效应 , 这 时 ”的 虚 部 变 得 很 大 . 

固体 型 导体 的 情况 有 所 不 同 . 在 4.7 节 中 已 经 指出 , 即使 电导 率 o 以 及 = 和 
都 不 随 频 率 变化 , 也 将 存在 色散 (参见 式 (4.7.16) 上 两 行 )， 对 于 金属 , 这 个 关系 比 
较 简 单 , ns ~ 1/Vw. 如 果 偏 离 了 这 个 关系 , 那 就 表示 o 等 也 是 随 着 频率 变化 的 . 实 
际 的 情况 是 , o 在 频率 很 广 的 范围 (从 零 到 远 红 外 波段 ) 基本 上 为 一 实 常数 , 只 在 波 
长 达到 或 小 于 10pm 的 量 级 时 , o 才 显 著 地 随 w 变化 . 在 本 节 中 , 我 们 只 限于 研究 
等 离子 体 ( 即 气态 导体 ) 的 情况 . 对 于 高 温 稀 洲 的 等 离子 体 , 电 性 质 与 普通 导体 有 
很 大 差异 , 当 频 率 小 于 某 个 特征 频率 wp 时 , 等 离子 体 的 n 基本 上 是 虚数 , 因此 这 种 
频率 的 电磁 波 在 等 离子 体 中 完全 不 能 传播 , 它 将 从 等 离子 体 的 表面 全 部 反射 回去 
在 w > wp 时 , 电磁 波 能 够 在 等 离子 体内 传播 , 但 n 的 值 小 于 1, 即 等 离子 体 成 为 
一 种 比 真 空 还 要 “ 光 朴 ”的 介质 . 另外 , 当 等 离子 体 处 于 静 磁场 中 时 , 它 的 电导 率 将 
变 成 各 向 异性 的 , 要 用 二 阶 张 量 (并 矢 ) 来 描写 . 如 果 电 磁 波 是 沿 静 磁场 方向 传播 
的 , 则 显示 出 : 左旋 和 右 旋 两 种 圆 偏 波 将 具有 不 同 的 折射 率 . 关于 等 离子 体 的 这 些 
性 质 , 我 们 都 可 以 用 简单 的 理论 来 加 以 解释 . 


5.6.1 ”电磁 波 在 气体 中 的 色散 和 吸收 


气体 介质 的 特点 是 , 其 中 的 分 子 彼此 是 近 独 立 的 , 电磁 波 与 气体 的 作用 就 相当 
于 同 各 个 分 子 的 作用 , 而 且 由 于 分 子 之 间 的 距离 比较 大 , 作用 到 每 个 分 子 上 有 效 电 
磁场 就 近似 等 于 气体 中 的 宏观 电磁 场 . 

研究 电磁 波 在 气体 中 的 传播 可 有 两 种 途径 , 一 种 是 计算 大 量 分 子 的 散射 波 , 并 
从 其 中 的 相干 散射 部 分 来 确定 介质 的 折射 率 . 这 种 方法 称 为 多 体 散射 法 0, 它 比较 
复杂 但 能 使 我 们 对 电磁 波 与 气体 的 相互 作用 了 解 得 比较 深入 ， 另 一 种 途径 是 计算 


@ 简单 介绍 参见 Hamilton，The Theory of Elementary Particles， 第 一 章 第 七 节 ; Morse and 
Feshbach, Mothods of Theoretical Physics, §11.3, 第 1494 页 . 
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单位 体积 内 的 电 偶 极 矩 ( 即 极 化 强度 P), 并 由 此 定 出 e. 这 种 方法 要 简单 得 多 , 所 
以 通常 的 电动 力学 书 中 都 采用 它 . 下 面 我 们 也 采用 这 种 方法 来 进行 讨论 . 

设 单位 体积 气体 中 的 分 子 数 为 N， 当 考虑 可 见 光 或 紫外 光 频 段 的 极 化 时 ， 只 
要 计算 电子 运动 的 贡献 就 行 了 , 我 们 将 电子 的 运动 模型 取 为 简单 的 谐振 子 . 根据 式 
(5.5.31), 每 个 分 子 的 电 偶 极 矩 为 


gq 


i 
其 中 , 了 由 式 (5.5.32) 表示 . 因此 , 极 化 强度 ( 即 单 位 体积 的 电 偶 极 矩 ) 就 等 于 


Na? 
一 一 一 五. 
m[(wé 一 w2) ~ iw 


(5.6.1) 
P=Np (5.6.2) 


这 里 的 召 本 来 应 当 是 作用 到 每 个 分 子 上 的 有 效 电 场 , 在 分 子 间 的 距离 相当 远 的 情 
况 下 , 它 近 似 地 就 等 于 气体 中 的 宏观 场 . 于 是 即 得 


c= 1+ lr i Ts yt (5.6.3) 
对 于 一 般 的 气体 , / 可 取 为 1, 故 有 
n= VE (5.6.4) 
式 (5.6.3) 给 出 的 s 一 般 为 复数 . 故 相 应 的 n 亦 将 为 复数 , 我 们 将 它 表 作 
n= n+in. (5.6.5) 


nr 决定 波 的 相 速 度 (通常 也 把 n, 称 作 折 射 率 , 但 为 了 避免 混淆 我 们 只 把 n 称 作 折 
射 率 ), 而 7 则 与 介质 的 吸收 相 联系 中 . 从 式 (5.6.4) 和 (5.6.3) 可 得 


2 2 -11 rN we 一 w2 
m (wa 一 w2)2 + wT2 
2 Ng2 T 
nn = 一 一 (5.6.6) 


由 这 两 个 式 子 即 可 解 出 n: 和 来 , 其 结果 如 图 5.6.1 所 示 . 从 图 中 我 们 清楚 地 看 到 
有 正常 色散 和 反常 色散 两 种 区 域 , 而 反常 色散 就 发 生 在 振子 的 吸收 线 附近 . 
@ 当 =s 为 复数 时 , PP 与 召 之 间 将 有 相位 差 ， 因 此 电场 对 极 化 电流 所 做 的 功 的 周期 平均 值 不 为 零 . 


Ime > 0 的 情况 相应 于 有 能 量 吸 收 ， 即 所 谓 的 介 电 耗损 . 在 nr 与 1 相差 不 大 的 情况 下 , 7 六 SIme. 因而 7 
将 决定 介质 的 吸收 . 
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在 < 与 1 相差 不 大 的 情况 下 , 可 以 给 出 
nz 与 9 的 简单 表达 式 . 直接 由 式 (5.6.3) 可 
近似 得 出 


2xNag? 
14+— (5.6.7 
Ve=1+ ml(w# 一 ww2) 一 这 站 ( ) 
于 是 
n=1+4 2rNag2(wa — w?) 


m[(wé — w2)? + w2T2] 


(5.6.8) 图 5.6.1 在 本 征 频率 wo 附近 mx 
2nNg2wT 与 9 的 示意 图 (nx 与 ? 的 定义 
ml(w8 一 w2)2 十 wo272] 见 式 (5.6.5)) 


此 结果 的 图 形 即 如 图 5.6.1 所 示 . 如 果 考 虑 到 分 子 中 不 止 一 个 电子 , 因而 有 一 系列 
本 征 频率 ww, 那么 结果 就 是 


7 


4ng? Ni 
i+  -， 
° ttm? (w2 — w2) 一 这 已 


(5.6.9) 


其 中 的 Ni 代表 单位 体积 中 本 征 频率 为 wi 的 振子 的 数目 . 相应 地 , 式 (5.6.8) 化 为 


T 一 1 人 » 
™ +t m > (w2 一 w2)2 + w2T? 
(5.6.10) 
_ 2ngw > NL 
Tm (w? 一 w2)2 十 w2 太 2 


式 (5.6.9) 和 (5.6.10) 就 是 气体 的 色散 公式 . 量子 理论 得 出 的 结果 与 这 里 的 结果 具 
有 相同 的 形式 中 . 


5.6.2 “等 离子 体 ” 中 电磁 波 的 色散 


在 等 离子 体 中 , 波 的 形态 是 比较 复杂 的 , 例如 除了 普通 的 电磁 波 ( 模 波 ) 以 外 ， 
还 存在 一 种 纵 电 波 (电子 朗 格 缘 尔 波 和 离子 朗 格 织 尔 波 ). 这 时 ， 只 有 电场 ， 而 且 
V x 吾 = 0. 因而 在 平面 波 情况 , 召 将 与 平行 , 即 为 波动 学 中 的 纵波 . 这 种 波 实 
际 上 是 电子 声波 或 离子 声波 与 电 振动 的 耦合 , 它 与 等 离子 体内 的 热 压 力 有 密切 的 关 
系 . 在 本 节 中 我 们 只 讨论 其 中 的 电磁 波 ( 横 波 ) 的 传播 问题 , 并 先 看 无 外 加 静 磁 场 的 

等 离子 体 是 由 离子 和 电子 组 成 的 气体 , 因而 又 称 作 电离 气体 . 当 电 磁 波 作用 到 
等 离子 体 上 时 , 离子 和 电子 将 在 电场 作用 下 进行 振动 , 并 散射 电磁 波 , 与 5.5 节 中 讨 


@@ 量子 理论 还 得 出 一 种 负 色散 的 效应 ， 那 是 由 于 分 子 原来 处 在 激发 态 所 引起 的 . 参见 布 洛 欣 采 夫 ，( 量 
子 力学 原理 ), 890. 激光 器 中 的 气体 就 属于 这 种 情况 . 
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论 的 自由 带电 粒子 的 散射 相似 . 由 于 离子 的 质量 比 电子 大 得 多 , 故我 们 可 以 略 去 离 
子 的 效应 而 只 考虑 电子 . 利用 式 (5.5.3), 得 出 单个 电子 的 速度 为 


一 关 王 一 一 五. 5.6.11 
v=X m(w Fn? 人 ) 


原来 式 (5.5.3) 中 的 7 现 已 换 成 了 本, 以 包括 碰撞 的 阻尼 效应 在 内 . 设 单位 体积 内 
电子 的 数目 为 N, 于 是 即 得 


iNg? 


j= Nav = mo rr (5.6.12) 
因此 导电 率 ， 
iNg _，, WwW 
A) Ty (5.613) 
其 中 ， 
w2 一 全 人 (5.6.14) 
wp 通常 称 为 等 离子 体 频 率 . 相应 的 广义 介 电 常数 < 和 2 分 别 为 
, .4no w2 
E 二 1 十 1 一 二 一 HIT， 
2 2 (5.6.15) 
Ta el ww+rir)|’ 
因为 等 离子 体 的 = 和 j 都 近似 等 于 1. 
下 面 我 们 分 两 种 情形 来 进行 讨论 : 
(1) w 了 的 情形 
这 时 , 式 (5.6.13) 可 以 近似 为 
wp 


由 于 本 主要 是 碰撞 阻尼 y 贡献 的 , 其 值 基本 上 与 频率 无 关 , 因此 o 为 一 个 与 频率 
无 关 的 实 常 数 . 这 也 就 是 普通 导体 的 性 质 . 对 于 等 离子 体 , 一 般 来 说 , 都 比 wp 小 
(参见 下 面 的 数值 例子 ), 于 是 在 这 种 情形 , 近似 地 有 中 


k? = i 7. (5.6.17) 


@ 这 也 就 是 第 四 章 中 所 讨论 的 2 六 1 的 情形 . 下 面 给 出 的 衰减 长 度 实际 上 也 就 是 第 四 章 中 给 出 的 
集 肤 厚度 , 如 将 式 (5.6.16) 以 及 p = 1 代入 集 肤 厚度 的 公式 , 即 可 直接 得 出 式 (5.6.19). 
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当 平 面 电磁 波 垂直 投射 到 等 离子 体 上 时 , 按照 上 式 进入 等 离子 体内 波 的 值 就 等 
于 
天 一 “2 地 (1 十 刘 ， (5.6.18) 


Tr 的 值 见 式 (5.5.32). 相应 的 衰减 长 度 为 


2T 
d= £1/ 洁 = Np/ (5.6.19) 
WpV w w 


其 中 的 入 定义 为 二 称 为 约 化 的 等 离子 体 波长 . 由 此 可 见 , 频率 足够 低 的 超 长 流 ， 
是 可 以 穿 过 厚度 一 定 什 的 等 离子 体 的 

(2) ww 郊 卫 的 情形 

高 温 稀薄 等 离子 体 的 很 小 ( 因 了 的 两 项 中 , 主要 是 Y, 它 正比 于 局， N 
为 绝对 单位 体积 中 的 离子 数 , 7 为 绝对 温度 ). 故 多 属于 这 种 情形 , 在 这 种 情形 下 ， 


2 


o ie., (5.6.20) 
4nw 

即 基本 上 是 一 个 纯 虚 数 , 并 与 w 成 反比 . 代入 式 (5.6.15) 后 , 得 出 等 离子 体 的 广义 
介 电 常数 为 ， 
人 

gs1- 2 人， (5.6.21) 


2 
它 近似 为 一 个 小 于 1 的 实数 . 出 现 这 样 的 结果 并 不 难 理解 , 因为 e' 实际 上 就 等 于 
把 振动 的 自由 电子 当 作 束缚 电子 所 计算 出 来 的 介 电 常数 , 而 当 略 去 阻尼 力 以 后 , 自 
由 电子 所 贡献 的 电 侦 极 矩 总 是 同 电场 反 向 的 (参见 式 (5.5.7)), 因此 相应 的 极 化 率 x 
小 于 零 . 

当 w zz wp 时 , 相应 的 =' 分 别 为 正 值 和 负 值 ( 即 4rx 的 绝对 值 小 于 和 大 于 1)， 
它们 所 对 应 的 电磁 波 的 行为 是 完全 不 同 的 , 因此 需要 分 开 来 讨论 . 

(i) w < wp 的 情况 

这 时 2? 基本 上 为 一 负 实 数 


2 2 
2 他 Wp 
妃 = 与 (4 — 委 ] ， (5.6.22) 


因此 , 以 任何 角度 入 射 到 等 离子 体 上 的 电磁 波 , 都 将 完全 反射 回去 (参见 4.7 节 中 
关于 全 反射 的 讨论 ). 对 于 垂直 入 射 情况 ,k 为 一 纯 虚 数 ( 因 下 式 根 号 内 为 正 实 数 ) 


i 
k= -Vo -ww (5.6.23) 


即 体内 电磁 场 基本 上 是 纯 衰减 的 . 衰减 长 度 为 


C 
d= 有 (5.6.24) 


. 244 . 第 五 章 ”带电 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 
Co 


上 式 表明 , 除了 w 接近 w 的 情形 以 外 , a 的 量 级 就 是 Xp (注意 这 里 讨论 的 是 w < wp 
的 情况 ), 它 是 一 个 比较 小 的 值 . 

(ii) w > wp 

这 时 n= VB 基本 上 为 一 个 小 于 1 的 正 实数 . 因此 等 离子 体 成 为 一 种 比 真 空 
还 要 “ 光 疏 ”的 绝缘 介质 , 电磁 波 在 其 中 传播 的 相 速 度 将 大 于 c. 在 这 种 情况 下 , 只 
要 入 射 角 不 太 大 . 电磁 波 就 可 穿 透 等 离子 体 . 当然 , 由 于 等 离子 体 比 真空 更 “ 光 玻 ”， 
当 入 射 角 足 够 大 时 , 仍 将 发 生 全 反射 现象 . 

如 果 w 光 wo, 则 e' 将 很 接近 于 1( 自 由 电子 的 电 偶 极 矩 变 得 很 小 ), 这 时 等 离子 
体 的 电磁 性 质 与 真空 很 相近 . 除了 掠 入 射 以 外 , 电磁 波 在 等 离子 体 表 面 上 的 反射 将 
很 小 , 再 加 上 进入 等 离子 体 的 衰减 也 很 小 , 就 使 得 等 离子 体 近乎 是 完全 透明 的 . 下 
面 我 们 具体 给 出 这 种 情况 下 的 衰减 长 度 的 值 . 注意 , 这 时 式 (5.6.20) 给 出 的 近似 值 
就 不 适用 了 , 应 该 多 取 一 项 , 结果 为 


2 2 
o= iT 十 人 (5.6.25) 
由 此 求 出 垂直 入 射 情 况 的 衰减 长 度 为 
w 2 
d=2N (之 ) ， (5.6.26) 
p 


其 中 , 入 = 空 = 名 ,和 为 相应 于 碰撞 频率 的 波长 . 因 在 微观 理论 中 , 六 代表 电子 音 
位 时 间 内 的 碰撞 次 数 . 由 式 (5.6.26) 可 知 , 当 w > wp 时 , 4 的 什 比 Xec 大 得 多 , 并 
随 着 的 平方 而 增长 
下 面 给 出 几 个 具体 的 数值 例子 
1 托 卡 马克 型 受 控 热 核 装置 中 的 等 离子 体 . 目前 电子 浓度 和 电子 温度 了 的 奥 
型 信 为 
N=10"cm’, T=8x10°%K. 


相应 的 P,ws 多 和 为 的 值 分 别 等 于 
T=7x 104s 一 1， wp = 1.8 x 10118 一 1， 
入 = 4.3km, Xp = 0.17cm. 


2. 大 气 中 的 电离 层 
D 层 : N ~ 103 -- 104cm-3， TIT 5x 105s 一 1 


wp = 一 (1.8 一 5.6) x 108s-:， = 0.6km, 
Xp = (1.7 — 0.54) x 102m. 
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Fz 层 : N = 105cm-3, 了 ~ 103s 一 1， 


wp 局 5.6 x 107s-!, A ~ 3 x 102km, 
Ap ST 5.4m. 


根据 上 面 的 讨论 , 在 人 造 卫 星 同 地 面 的 通信 中 需要 使 用 超短波 . 不 过 使 用 超 长 
波 也 是 可 能 的 中 . 

最 后 , 我 们 指出 , 金属 的 导电 性 亦 可 用 上 述 简单 的 理论 来 粗略 地 描述 (直到 红 
外 波段 ), 由 于 金属 的 值 很 大 (例如 铜 的 心 3 x 10!3s-!), 故 需 要 到 波长 ~ 10pm 
的 量 级 时 , o 才 显 著 地 随 w 变化 并 出 现 虚 部 . 对 于 更 高 的 频率 (可 见 光 和 紫外 波段 )， 
内 层 束缚 电子 的 贡献 将 变 得 重要 . 在 频率 高 到 某 一 定 限度 以 后 , 金属 也 像 等 离子 体 
一 样 可 变 成 透明 的 . 对 于 碱 金属 , 这 种 转变 发 生 在 紫外 波段 , 如 钾 约 从 3150A 附 近 
开始 、 钠 从 2100A 附 近 开 始 、 锂 从 2050A 附 近 开始 有 显著 的 透明 性 . 

3. 均匀 静 磁 场 中 的 等 离子 体 , 在 受 控 热 核 装置 中 通常 要 用 磁场 来 约束 等 离子 
体 , 大 气 的 电离 层 也 是 处 在 地 磁场 中 . 当 存 在 静 磁 场 时 , 等 离子 体 的 导电 性 变 得 比 
较 复杂 , o 不 仅 依赖 于 磁场 , 而 且 成 为 各 向 异性 的 . 下 面 , 我 们 就 来 研究 静 磁 场 是 均 
匀 的 简单 情况 . 

在 < ec 的 条 件 下 , 电子 的 运动 方程 为 


= 一 ro+ 全 二 x Bo + Me 一 it 


其 中 的 Bo 为 均匀 静 磁场 . 我 们 选 Bo 的 方向 为 zx3 轴 的 方向 , 于 是 式 (5.6.27) 的 分 
量 形式 为 


(5.6.27) 


dBo GEol _iwt 
et, 


Tt vt+ 
da = —Tvs — 2 十 王 0 Se e-iot, (5.6.28) 
如一 一 Fos 十 时 吗 2 eiot. 
上 式 是 v1,v2 和 vs 的 一 次 常 系数 联 立 方程 其 强迫 振动 解 可 以 立即 求 出 , 结果 为 
= Sl — iw) Bo — we Boo]e-ie, 


4 1 
m (T — iw)? 十 up 
1 。 
v3 二 Pose, 
@ 超 长 波 正 被 用 于 人 造 卫 星 对 水 下 通信 ， 导 航 和 核 爆 炸 探 测 等 ,但 超 长 波 的 传播 性 质 受 地 磁场 影响 很 
大 (参见 下 文 ). 应 该 采用 “有 磁场 存在 时 ”等 离子 体内 电磁 波 的 传播 公式 . 


v2 = [wa Eoi + (T ~ iw) Bo2leiet, (5.6.29) 
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其 中 的 ws 称 为 磁 回旋 频率 , 它 由 下 式 确定 


wB = 2 = 2 (5.6.30) 
e 为 电子 电荷 的 绝对 值 . 为 方便 计 , 引入 符号 
wp 
人 一 4nx(T — iw + iwe)’ 
wz 
_= iy’ (5.6.31) 
w2 
37 4nx(T - iw)’ 
则 7( 它 等 于 Ngv) 的 三 个 分 量 可 表 为 
An\ aorto) -30+-0) 0 1/ 画 
加 3(0+ _o) (0+ +o) 0 p, |. (5.6.32) 
Jj3 0 0 O03 Es 


由 此 可 见 , 电导 率 果然 具有 二 阶 张 量 的 形式 . 从 线性 代数 可 以 得 知 , 当 五 取 某 些 特 
定 值 E。 时, 相应 的 j, 具有 ouE。 (不 对 n 求 和 ) 的 形式 . 这 样 的 cn 称 为 电导 率 
张 量 的 本 征 值 , 一 共有 三 个 . 相应 的 EE 就 称 为 本 征 矢量 . 不 难看 出 


Es = Esonae ~t (5.6.33) 
就 是 一 个 本 征 矢 量 . 相应 的 电流 为 
| J3 三 03 五 3. (5.6.34) 


根据 式 (5.6.31), 本 征 值 cs 等 于 无 磁场 时 的 电导 率 式 (5.6.13). 这 是 由 于 磁场 对 zs 
方向 的 运动 没有 影响 的 缘故 . 
，” ”下面 再 来 研究 z 和 zs 方向 的 分 量 . 我 们 将 证 明 , 另外 两 个 本 征 场 就 是 由 加 
和 Es 组 成 的 右 旋 和 左旋 电场 吕 , 其 本 征 值 分 别 就 是 vc, 和 o.. 

根据 1.3 节 的 讨论 , 右 旋 圆 偏振 电场 可 表 为 


E, = Eronie et, (5.6.35) 
其 中 
ny = 二 (ma + ino) (5.6.36) 
十 二 一 天 1 2 外 -b. 
V2 


Qa 右 旋 指 电 场 回旋 方向 与 Bo 的 方向 之 间 为 右 方 螺旋 关系 . 左旋 意义 相似 . 
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如 果 写 成 列 矩阵 形式 , 它 就 是 


. ， ] 
五 10 = 3 i eivt. 
0 


将 此 电场 代入 式 (5.6.32) 右 方 , 即 求 得 


人 刀 1 

- 1 。 —iwt 
272 二 0+ Ero 5 1 © 。 
j3 0 


如 果 用 矢量 7 了， 表示 与 至; 相应 的 电流 密度 , 则 式 (5.6.38) 可 写成 


了 一 0 十 五 十 . 
同样 , 对 于 左旋 电场 ， 
| E_= E_on_e iot, 
其 中 
1 。 
n_ 一 了 (mx 一 imza). 
相应 的 电流 为 
J]_=o_E.. 
这 就 证 明了 前 面 所 述 的 结果 . 


一 般 的 马 可 以 分 解 成 五, 殖 - 和 五 s 的 琶 加 , 即 
五 一 Er 十 五 _ 十 五 0 


而 相应 的 了 等 于 
j=o+rBr++o-E_+osbB;s. 
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(5.6.37) 


(5.6.38) 


(5.6.39) 


(5.6.40) 


(5.6.41) 


(5.6.42) 


(5.6.43) 


电磁 波 在 这 种 各 向 异性 等 离子 体 中 的 传播 行为 , 一 般 是 比较 复杂 的 . 下 面 , 我 
们 只 就 治 着 静 磁场 方向 传播 的 横 电 磁 波 作 一 些 讨 论 . 这 时 右 旋 和 左旋 圆 偏 振 波 相 


应 的 广义 介 电 常数 分 别 就 是 


4 WwW 

二 1 一 二 1- 一 PP 

s+ 二 WwW ww — wB + iT)’ 
4no_ w2 

7 一 1 。 _ P . 

一 二 w wl(w + wB + iT) 


(5.6.44) 
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I 的 定义 见 式 (5.5.32) 表示 ， 式 (5.6.44) 就 是 将 cf 和 c- 代入 式 (5.6.15) 所 
得 的 结果 . 如 果 荆 很 小 , 可 以 略 去 , 则 e 和 4 如 图 5.6.2 所 示 ， 我 们 看 见 , 当 w < 


了 (一 ws + 二 4) ( 即 图 中 的 w) 时 , e < 0, 左旋 波 成 为 纯 衰减 的 . 当 we < 


oo < 了 (we+ VET4] ( 即 w 在 wa 与 图 中 的 wi 之 间 ) 时 , e4 < 0. 右 旋 波 亦 将 
是 纯 误 减 的 . 但 在 w 低 于 we 的 区 域 , > 0, 右 旋 波 又 可 以 在 等 离子 体内 传播 . 在 
w = we 处 , 右 施 波 出 现 一 个 共振 .a4 在 此 处 趋 于 oo 是 由 于 略 去 阻尼 六 的 缘故 
计 入 工 以 后 , cy 在 w = ws 处 将 是 有 限 的 , 但 为 一 虚数 , 伴随 着 有 较 大 的 能 量 吸收 
对 于 地 磁场 , 如 取 平 均值 Bo = 0.5 高 斯 , 相应 的 wp ~ 8.8 x 106s-1. 


图 5.6.2 广义 介 电 常数 ce4 随 频 的 变化 
二 nt VR) wt (+) 

根据 上 面 的 讨论 , 磁场 对 沿 着 它 的 方向 传播 的 横 电 磁 波 所 产生 的 效果 计 有 : 

(i) 使 低频 (w < T) 电磁 波 能 在 等 离子 体内 传播 (但 只 是 右 旋 波 ). 

Gi) 在 w= ws 处 , 右 旋 波 出 现 共振 (此 共振 称 为 回旋 共振 ), 并 伴随 着 有 较 大 的 
能 量 吸 收 . 

(ii) 左旋 波 与 右 旋 波 的 相 速 不 同 . 当 一 个 线 偏 振 波 射 入 等 离子 体 时 , 我们 可 以 
把 它 分 解 为 右 旋 和 左旋 两 个 波 的 登 加 . 由 于 两 者 相 速 不 同 , 故 当 它们 从 等 离子 体 射 
出 时 , 合成 的 电磁 波 〈 仍 为 线 偏 振 波 ) 的 偏振 方向 就 转 了 一 个 角度 . 这 个 效应 通常 称 
为 磁 旋光 效应 

(iv) 在 某 些 频段 , e 中 一 个 为 正 , 一 个 为 负 . 因而 右 旋 和 左旋 电磁 波 中 就 只 有 
一 个 能 在 等 离子 体内 传播 . 另 一 个 则 不 能 . 这 样 , 当 这 种 频率 的 线 偏振 波 射 到 等 离 
子 体 上 时 , 透 出 来 的 波 将 是 圆 偏振 的 . 而 反射 波 将 是 椭圆 偏振 的 ( 因 右 旋 和 左旋 两 
部 分 的 反射 强度 不 同 )， 

从 物理 上 来 说 , 造成 右 旋 波 和 左旋 波 性 质 差异 的 原因 在 于 , 在 没有 电磁 波 时 , 处 


5.6 ”气体 和 等 离子 体 中 电磁 波 的 色散 . 249 ， 


于 均匀 静 磁 场 中 的 等 离子 体内 的 电子 , 都 在 垂直 于 静 磁 场 的 平面 内 做 右 旋 圆 周 运动 
( 沿 着 静 磁 场 方向 还 可 有 一 速度 分 量 , 这 时 电子 总 地 是 做 螺旋 式 运动 ), 其 回旋 频率 
就 等 于 we. 因此 , 当 右 旋 的 电磁 波 进 入 等 离子 体 时 , 就 可 能 与 电子 的 这 种 固有 回旋 
运动 发 生 共振 . 而 左旋 波 却 没有 相应 的 共振 存在 . 当然 , 这 是 没有 考虑 离子 运动 时 
的 结论 . 如 果 考 虑 离子 的 运动 (在 低频 时 , 离子 运动 的 贡献 还 比较 重要 , 是 应 当 考 虑 


的 ), 那么 , 由 于 离子 在 静 磁场 中 的 回旋 运动 是 左旋 的 , 左旋 波 在 频率 等 于 es 


中 M 为 离子 质量 ) 时 , 亦 将 发 生 共振 ， 此 种 共振 将 使 得 离子 能 直接 地 吸收 电磁 波 
的 能 量 , 因而 在 受 控 热 核 装置 中 可 以 利用 它 来 加 热 离子 . 
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本 章 内 容 是 讲述 特殊 相对 论 的 实验 基础 , 它 的 基本 原理 和 主要 结论 . 在 具体 讨 
论 以 前 , 我 们 先 作 一 简单 介绍 , 说 明 特 殊 相 对 论 究竟 包含 什么 内 容 , 并 指出 它 的 深 
刻意 义 以 及 在 物理 学 中 的 作用 . 

特殊 相对 论 (以 下 或 简称 为 相对 论 ) 的 原理 部 分 包括 “时 空 理论 ”和 “物理 学 
的 相对 性 原理 ”, 它们 是 从 物质 较 高 速 运 动 的 现象 、 特 别 是 从 较 高 速 运动 介质 中 的 
电磁 现象 里 揭示 出 来 的 , 彼此 ( 指 时 空 理论 和 物理 学 的 相对 性 原理 ) 有 密切 联系 的 
普遍 的 原理 规律 . 

特殊 相对 论 的 时 空 理论 集中 反映 在 不 同 惯性 系 之 闻 的 洛 伦 兹 变换 (用 来 代替 
原来 的 伽利略 变换 ) 和 它 所 包含 的 物理 内 容 上 面 . 新 的 时 空 理论 的 提出 是 物理 学 一 
次 革命 性 的 飞跃 , 它 揭示 了 时 空 和 运动 物质 之 间 不 可 分 割 的 联系 , 突破 了 经 典 时 空 
观 中 形而上学 地 把 时 空 与 物质 脱离 而 加 以 绝对 化 的 局 限 性 , 证 实 了 辩证 唯物 论 关 于 
时 空 是 运动 着 的 物质 存在 的 基本 形式 这 个 著名 的 论断 . 

上 述 物理 学 相对 性 原理 的 内 容 是 : 对 于 一 切 惯性 参考 系 , 物理 规律 都 是 相同 的 ， 
即 不 存在 一 个 特殊 的 具有 绝对 意义 的 惯性 参考 系 . 新 的 相对 性 原理 ( 指 从 力学 领域 
推广 到 全 部 物理 学 领域 ) 是 在 否定 电磁 场 的 机 械 理论 ( 见 下 ) 的 基础 上 提出 来 的 , 它 
的 提出 反映 了 人 们 对 场 的 认识 的 一 个 新 阶段 , 即 电磁 场 是 物质 存在 的 一 种 形态 , 而 

新 的 时 空 理论 和 相对 性 原理 要 求 物理 规律 在 洛 伦 兹 变换 下 保持 不 变 . 在 力学 运 
动 中 , 它 即 表现 为 要 用 相对 论 力学 方程 代替 牛顿 力学 方程 . 在 低速 运动 范围 内 , 牛 
顿 力学 方程 是 相对 论 力学 方程 的 很 好 近似 , 但 在 高 速 范 围 内 , 牛顿 力学 方程 将 完全 
不 适用 , 必须 应 用 相对 论 力学 方程 . 相对 论 力学 给 出 了 质量 对 速度 的 依赖 关系 、 能 
量 与 质量 的 普遍 关系 等 一 系列 重要 的 新 结果 . 这 些 结果 后 来 在 原子 核 和 基本 粒子 物 
理 中 起 着 重要 的 作用 . 

相对 论 的 原理 本 身 在 场 和 基本 粒子 的 理论 中 也 起 着 十 分 重要 的 作用 , 它 是 今天 
寻求 新 的 基本 粒子 运动 和 相互 作用 规律 的 有 力 指导 , 在 求解 这 方面 具体 问题 时 还 具 
有 方法 上 的 意义 . 


6.1 特殊 相对 论 的 实验 基础 
1. 在 早期 的 物理 学 中 应 用 于 实践 并 因而 获得 较 充 分 发 展 的 只 是 力学 , 而 且 还 
人 @@ 特殊 相对 论 , 英文 名 为 special relativity theory， 中 文 现 译 成 狭义 相对 论 . 
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局 限 在 低速 范围 (与 光速 相 比 ). 至 于 人 类 日 常生 活 中 所 接触 到 的 其 他 现象, 其 物体 
间 的 相对 运动 速度 更 是 比 光速 小 得 多 . 牛顿 和 伽利略 时 代 的 时 空 理 论 , 虽 能 较 好 地 
符合 低速 运动 的 实际 , 但 也 反映 了 这 种 低速 运动 的 局 限 性 . 

随 着 时 代 的 发 展 , 物理 学 开始 突破 了 力学 的 狭隘 范围 , 但 在 当时 一 般 仍然 企图 
用 机 械 论 的 观点 来 解释 光 和 电磁 的 现象. 在 电磁 学 中 , 早期 的 超 距 作用 理论 就 是 显 
明 的 例子 . 到 了 19 世纪 中 后 期 , 人 们 逐步 认识 到 电磁 场 是 一 种 客观 的 实在 , 但 仍然 
没有 完全 摆脱 机 械 论 的 局 限 性 : 仍 把 电磁 场 看 作 是 某 种 充满 整个 字 宙 空 间 的 特种 
介质 “以 太 ” 的 力学 运动 形态 , 电磁 波 是 以 太 介质 某 种 振动 的 传播 , 这 就 是 所 谓 的 
光波 (电磁 波 ) 的 以 太 理论 

电磁 现象 的 一 个 重要 特点 是 , 电磁 波 (包括 光波 ) 是 以 极 高 的 速度 传播 , 它 比 当 
时 物理 学 其 他 领域 一 般 所 能 达到 的 速度 要 高 得 多 ， 技 术 的 进步 给 精确 的 测量 提供 
了 物质 条 件 . 因此 , 在 19 世纪 末期 电磁 现象 (包括 光学 现象 ) 的 研究 揭示 出 了 旧 的 
时 主观 与 客观 实际 之 间 的 矛盾 、 以 及 以 太 理论 所 遭遇 到 的 严重 困难 . 

2. 为 了 阐述 相对 论 的 实验 基础 , 我 们 先 对 当时 电磁 学 中 的 以 太 理论 作 一 点 说 
明 . 以 太 理论 认为 , 电磁 场 是 一 种 充满 整个 空间 的 特殊 介质 即 以 太 的 运动 状态 ， 
而 电磁 规律 不 符合 相对 性 原理 , “对 以 太 静止 的 参考 系 ” 具有 特殊 的 地 位 ， 只 有 在 
这 个 参考 系 中 , 光 在 各 个 方向 才 有 完全 相同 的 速度 , 麦克 斯 韦 方程 组 也 才 精确 地 成 
立 . 在 其 他 参考 系 中 (包括 地 球 参考 系 ) 都 需要 作 相 应 的 修正 . 

这 个 情况 与 力学 有 显著 的 不 同 , 我 们 知道 力学 是 符合 于 相对 性 原理 的 , 例如 牛 
顿 定律 和 万 有 引力 定律 在 不 同 惯性 参考 系 中 同样 者 成立, 没有 哪个 惯性 参考 系 具有 
特殊 的 地 位 ， 

既然 以 太 在 电磁 现象 中 有 着 如 此 重要 的 地 位 , 那么 物体 运动 时 , 附近 的 以 太 是 
否 随 之 运动 便 成 为 一 个 重要 的 问题 , 特别 是 地 球 相对 于 以 太 的 运动 速度 更 是 直接 地 
决定 地 球 参考 系 中 电磁 规律 与 麦克 斯 韦 方程 相差 异 的 程度 . 通过 这 种 差异 的 研究 也 
可 以 反 过 来 确定 地 球 相对 于 以 太 的 速度 . 

其 实 , 在 光学 中 早 进行 过 这 方面 的 研究 , 不 过 是 在 光 的 电磁 理论 出 现 之 前 , 而 
且 精 确 度 在 一 级 小 量 (~ =) 的 范围 0. 在 这 个 精确 度 内 未 测 察 到 任何 地 球 相对 于 
以 太 运 动 的 效应 , 即 未 观察 到 光 在 地 球 参考 系 中 的 传播 规律 与 以 太 参 考 系 中 的 规律 
有 什么 差异 . 

这 些 结果 , 可 以 用 菲 涅 耳 公式 来 解释 , 菲 涅 耳 公式 是 在 光 的 电磁 学 说 以 前 根据 
对 以 太 (光学 以 太 ) 的 一 些 特殊 假定 推出 的 (参见 下 页 的 注 @D), 它 给 出 相对 于 以 太 
作 惯 性 运动 的 “介质 ”参考 系 中 光 的 传播 规律 . 设 取 z 轴 沿 “介质 ”运动 的 方向 、 光 


@ v 指 地 球 相对 于 以 太 的 速度 . 我 们 知道 地 球 绕 太 阳 的 轨道 速度 约 为 3 x 106cm/s, 一 般 天 体 速 度 亦 
在 此 数量 级 , 因而 估计 = ~ 10-4. 即 精确 度 范围 为 万 分 之 一 . . 


- 252 . 第 六 章 ”特殊 相对 论 基 础 


线 传播 的 方向 与 z 轴 夹 角 为 9,v 为 介质 对 以 太 的 运动 速度 , n 为 折射 率 , 则 在 准 到 
一 级 小 量 范围 内 , 光线 在 “介质 ”参考 系 中 的 传播 速度 w 即 为 


e UVcos0 


下 一 元 nz ) (6.1.1) 


这 就 是 蕴 涅 耳 公式 ， 它 表明 在 相对 于 以 太 运动 的 参考 系 (如 地 球 参考 系 ) 中 , 光 在 
各 方向 的 速度 不 同 . 在 光 的 电磁 理论 建立 以 后 , 洛 伦 兹 还 曾 在 以 太 下 被 运动 介质 带 
动 的 假定 下 , 根据 介质 的 电子 论 从 麦克 斯 韦 方程 重新 推出 了 上 述 菲 温 耳 公式 . 在 这 
里 我 们 就 不 详 述 了 . 

蕴 涅 耳 公 式 曾 被 斐 索 在 准 到 = 级 内 由 实验 证 实 . 斐 索 实验 的 设计 如 下 (参见 
图 6.1.1): 光 由 光源 工 射出 后 经 半 透 镜 PP 分 为 两 束 , 一 束 透 过 已 到 镜 Mi, 反射 到 
镜 M2, 再 经 镜 Ma 到 已, 到 P 后 其 中 一 部 分 透 过 P 到 目镜 工 . 另 一 束 发 出 后 先 被 
P 反射 再 经 过 Ma, M2 和 Ma 回 到 P, 到 P 后 一 部 分 被 反射 , 亦 到 目镜 了. 光线 途 
中 置 有 水 管 , 如 图 6.1.1 所 示 . 整个 装置 是 固定 于 地 球 上 的 . 当 管 中 水 不 流动 时 , 根 
据 菲 涅 耳 公 式 , 在 准 到 = 级 情况 下 两 束 光 经 历 的 时 间 是 相等 的 , 因而 两 束 光 在 自 镜 
中 无 相位 差 . 而 当 水 管 中 的 水 流动 时 , 两 束 光 由 于 一 东 顺 水 流传 播 , 一 束 反 水 流传 
播 ， 在 到 达 T 时 将 有 一 相位 差 , 从 而 将 产生 干涉 条 纹 . 根据 菲 涅 耳 公式 计算 的 结果 
(忽略 去 三 的 项 ), 相位 差 为 


4lwv”* 
Ab = wAt = 一 人 (人 —1). (6.1.2) 


图 6.1.1 


上 式 中 的 1 为 水 管 长 度 ; v* 为 水 相对 于 管 的 速度 ; w 为 光波 的 频率 . 斐 索 实 验 的 结 
果 证 实 了 式 (6.1.2), 因而 也 说 明 在 准 到 = 的 一 级 小 量 的 情况 下 , 洛 伦 兹 关于 以 太 不 
为 运动 介质 所 带动 的 假定 是 正确 的 中 


@@ 菲 涅 耳 的 理论 公式 虽然 在 解释 这 一 实验 结果 取得 了 成 功 , 但 也 遗留 了 一 些 问题 . 因为 在 他 的 理论 中 
假定 了 介质 中 的 以 太 密 度 p 与 该 介质 的 折射 率 的 平方 成 正比 . 由 于 折射 率 是 频率 的 函数 ， 这 样 , 对 于 不 同 的 
频率 , 将 要 求 不 同 的 以 太 密度 . 于 是 对 不 同 频率 的 光 要 假设 不 同 的 以 太 . 这 一 点 显然 是 难以 接受 的 . 
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从 菲 温 耳 公式 可 以 证 明 , 在 所 有 光学 实验 中 , 由 于 地 球 运动 而 引起 的 改正 项 都 
是 (2 ) 级 的 . 这 样 就 解释 了 光学 现象 在 准 到 一 级 范围 符合 于 相对 性 原理 的 实际 结 


果 于 是 , 要 测定 地 球 相对 于 以 太 的 速度 , 实验 的 精确 度 须 达 一 级 小 量 (~ 与 ~10-) 
以 上 
到 了 19 世纪 后 期, 电磁 学 有 了 进一步 的 深入 发 展 , 而 技术 的 进步 也 使 更 精确 
2 
的 测量 成 为 可 能 , 在 这 个 基础 上 迈克 尔 孙 首 先 使 实验 的 精确 度 达到 了 (=) 级 . 实 
验 的 设计 如 下 ( 见 图 6.1.2): 由 光源 工 发 出 的 光 , 一 部 分 透 过 半 透 镜 已 到 Mi, 反 
射 回 P 后 , 再 反射 到 目镜 7 中 , 另 有 一 部 分 先 被 P 反射 再 从 Ma 反射 并 透 过 P 


到 T. 上 述 整 个 实验 装置 是 固定 在 地 球 上 的 , 由 于 地 球 相对 于 以 太 的 运动 , 当 准确 
到 (2 ) 级 时 , 按照 当时 的 理论 , 到 达 7 的 两 束 光 将 有 一 相位 差 , 从 而 将 产生 干涉 


条 纹 . 
让 我 们 来 计算 相位 差 的 大 小 . 设 空气 的 作用 可 以 略 去 ， 即 作 为 真 字 来 处 理 这 
时 光线 速度 为 


4 一 Vc2 一 v2 十 vacosb 一 vcosb (6.1.3) 


式 (6.1.3) 实 即 为 普通 的 速度 合成 公式 , 因 介质 的 作用 略 去 后 就 不 必 利 用 电子 论 , 直 
接 根 据 速 度 合 成 的 关系 , 利用 三 角 学 公式 从 图 6.1.3 立即 可 求 出 上 式 . 


Mh 


从 ah 


T 
图 6.1.2 ”迈克 尔 孙 的 实验 装置 图 6.1.3 ”速度 合成 图 
设 图 中 PM 的 方向 与 v 平行 . 于 是 光线 沿 PMi 、MiP 和 PM 的 速度 可 分 
别 令 = 0,r 和 了 从 式 (6.1.3) 求 得 , 它们 分 别 为 ce 一 v,e+v 和 VE 一 页 沿 MP 
的 速度 与 沿 PM 的 相等 . 取 PMi 与 PM 长 度 相等 , 都 是 1, 则 两 束 光 的 相位 差 为 


1 ! 21 1 /VAN2 
60 一 人 一 一 ”一 一 | 和 一 一 
Ab =wAt “| 天 + 二 二 wz 人 ( ) . (6.1.4) 


正如 前 所 说 , At 与 + 之 比 为 ~ (2 ) 的 二 级 小 量 , 需要 很 高 的 精确 度 才能 测 出 .为 
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消除 其 他 因素 所 引起 的 误差, 可 将 整个 装置 绕 秋 线 转 了 . 转动 时 这 一 因素 引起 的 At 
由 (2) 变 到 -+ (和) ,而 其 他 因素 所 引起 的 时 间 差 不 变 , 于 是 干涉 条 纹 的 变动 


[2 

将 完全 是 由 我 们 所 考虑 的 因素 引起 的 .根据 变动 的 大 小 即 可 求 出 地 球 相对 于 以 太 
的 速度 v. 

出 乎 意料 的 是 , 尽管 迈克 尔 孙 实验 的 精确 度 很 高 , 即使 v 比 地 球 公转 速度 小 
得 多 也 可 检查 出 来 , 然而 却 未 观察 到 预期 的 条 纹 变动 . 实验 还 曾 在 不 同 的 季节 做 过 ， 
所 以 地 球 的 公转 速度 与 整个 太阳 系 的 运动 速度 偶然 相互 抵消 的 可 能 性 也 是 没有 的 . 
从 迈克 尔 孙 实验 结果 看 来 , 似乎 地 球 相 对 于 以 太 参 考 系 是 静止 的 , 这 样 一 来 太阳 将 
围绕 着 地 球 在 以 太 中 旋转 . 显然 , 这 种 结论 是 不 可 接受 的 , 另外 , 把 迈克 尔 孙 实验 结 
果 解 释 为 地 球 附 近 的 以 太 完全 被 地 球 带 动 所 致 , 也 是 行 不 通 的 . 因为 它 同 由 斐 索 实 
验证 实 过 的 洛 伦 兹 理论 冲突 . 而 且 在 解释 光 行 差 实验 方面 也 有 困难 . 

面 对 着 迈克 尔 孙 实验 的 否定 结果 , 在 1892 年 左右 , 洛 伦 兹 与 斐 北 杰 著 提出 了 
收缩 假定 . 这 个 假定 说 当 物 体 对 以 太 参 考 系 运动 时 , 它 沿 着 运动 方向 的 长 度 就 会 有 


v2 、 
一 收缩 , 由 原来 的 1 改变 为 AU - 点 , 这 样 在 迈克 尔 孙 实验 中 PMi 的 长 度 应 代 以 
ni 5， 于 是 时 间 差 的 结果 将 变 为 


v2 1 I 21 
一 工 一 一 一 一 一 -一 一 
At = 可 (二 + 二 0 


也 就 是 说 , 光速 各 向 不 同 的 效应 怡 好 被 长 度 缩短 的 效应 所 抵消 ， 在 转 3 后 ,， PMI 


恢复 为 1 而 PM 改变 为 IW/1 所, 这样 At 仍 为 零 ,所 以 干涉 条 纹 也 不 变动 

在 迈克 尔 孙 实验 之 后 , 该 实验 还 进行 了 其 他 一 些 实验 , 例如 1903 年 特 劳顿 与 
诺 布 耳 的 实验 . 该 实验 利用 “地 球 相对 于 以 太 的 运动 将 使 荷 电 电容 器 上 产生 一 力 偶 
矩 ” 的 效应 来 测定 地 球 的 速度 , 这 一 效应 也 是 二 级 的 (意思 是 “ 的 二 次 方 级 的 ) 
然而 在 二 级 准确 度 上 并 未 观测 到 任何 力 偶 矩 . 另外 , 如 果 洛 伦 兹 - 斐 兹 杰 若 收缩 理论 
是 正确 的 话 , 相对 以 太 运动 的 透明 物质 将 变 为 双 折射 的 介质 , 由 此 亦 可 确定 地 球 的 
速度 , 1902 年 瑞 利和 1904 年 布 拉 斯 进行 了 实验 , 在 《2 ) 级 上 亦 未 发 现任 何 双 折 
射 效应 . 这 一 切 结果 都 表明 , 即使 到 (“ ) 级 , 电磁 现象 也 是 符合 于 相对 性 原理 的 

为 了 解释 这 些 新 的 结果 , 1904 年 洛 伦 兹 进一步 发 展 了 他 的 理论 , 在 收缩 假定 上 
补充 了 “局 部 时 间 ” 概 念 . 在 作 此 补充 后 , 他 给 出 了 今天 相对 论 中 的 时 空 变换 公式 
(因而 该 变换 称 作 洛 伦 兹 变换 ), 这 样 洛 伦 兹 实际 上 已 直到 了 新 理论 的 边缘 , 只 是 由 
于 他 未 能 摆脱 原来 的 波动 观念 即 波 是 某 种 介质 振动 的 传播 ) 影响, 不 能 舍弃 以 太 
介质 的 观点 , 因而 未 能 对 所 得 到 的 变换 公式 作出 正确 的 解释 . 


6.2 ”特殊 相对 论 的 基本 原理 ” 洛 伦 兹 变换 公式 .255. 


从 以 上 的 讨论 , 我 们 看 见 , 当 研 究 运 动 介质 中 的 电磁 现象 时 , 得 到 了 许多 似乎 
相互 矛盾 的 结果 : 斐 索 实 验 似乎 证 明了 以 太 是 不 被 运动 介质 所 带动 , 而 迈克 尔 孙 实 
验 却 似乎 又 证 明 它 被 地 球 所 带动 , 其 他 准确 到 (2)】 的 实验 亦 未 观察 到 地 球 相对 以 
太 的 运动 . 这 些 新 的 实验 事实 , 要 求人 们 能 抛弃 菜 些 旧 的 观念 以 建立 新 的 理论 . 特 
殊 相对 论 就 是 于 1905 年 , 由 爱 因 斯 坦 在 这 些 新 的 事实 基础 上 提出 来 的 . 


6.2 ”特殊 相对 论 的 基本 原理 ” 洛 伦 兹 变换 公式 


1. 在 对 上 述 实验 进行 深入 分 析 后 , 爱 因 斯 坦 在 “特殊 相对 论 ”中 提出 了 新 的 理 

论 观点 . 下 面 我 们 就 来 逐步 地 说 明 . 首先 , 该 理论 提出 : 所 有 实验 都 未 观测 到 地 球 
相对 于 以 太 运 动 的 效应 , 不 应 看 作 是 一 个 偶然 的 现象 , 不 能 认为 是 恰好 与 其 他 因素 
相抵 消 的 结果 , 而 应 看 作 是 电磁 现象 完全 符合 相对 性 原理 的 有 力 证 明 . 这 是 对 以 太 
假设 的 一 个 根本 性 否定 ， 这 个 否定 还 意味 着 人 类 对 电磁 场 认识 发 生 了 一 个 质 的 飞 
跃 , 即 电磁 场 本 身 就 是 物质 的 一 种 存在 形式 , 而 不 是 某 种 介质 的 运动 形态 . 与 此 同 
时 , 人 类 对 波动 的 了 解 也 突破 了 机 械 论 的 限制 , 即 波动 不 仅 是 机 械 振 动 的 传播 方式 ， 
它 还 可 能 是 物质 本 身 在 空间 中 运动 的 方式 ， 这 一 认识 对 以 后 揭示 微观 粒子 的 运动 
规律 也 有 着 重要 意义 . 

当然, 仅仅 否定 以 太 还 不 足以 使 得 麦克 斯 韦 - 洛 伦 兹 电磁 理论 与 相对 性 原理 一 

致 . 例如 电磁 波 的 传播 问题 ,根据 麦克 斯 书 方程 组 , 电磁 波 (如 一 个 波 包 ) 在 真空 中 伟 
播 的 速度 恒 为 <, 与 辐射 源 的 速度 无 关 . 显然 , 这 个 结果 如 果 对 某 一 惯性 参考 系 5 成 立 ， 
则 直接 由 速度 变换 公式 , 对 其 他 惯性 参考 系 $ 就 不 可 能 成 立 . 例如 设 5 对 5 以 束 
度 , 运动 , 速度 方向 为 共同 的 z 轴 方 向 , 则 电磁 波 波 包 在 5 参考 系 中 沿 z 轴 正 向 
和 反 向 的 速度 就 为 - v 和 c+v. 这 是 速度 变换 公式 的 直接 结论 , 即使 否定 了 以 太 
理论 也 是 如 此 . 

又 如 两 个 相对 于 5o 系 以 等 速 vo 运动 的 电荷 , 当 其 连 
线 与 运动 方向 间 有 一 倾斜 角 时 , 根据 麦克 斯 韦 方程 组 和 
洛 伦 效 力 公式 , 将 出 现 一 力 偶 矩 (上 述 特 劳顿 - 诺 布 耳 实 验 
的 原理 就 是 如 此 ). 这 样 , 对 于 “ 随 着 电荷 运动 ”的 惯性 系 
5, 静止 电荷 间 的 作用 力 将 不 遵从 库 仓 定律 . 因为 根据 力 
的 变换 关系 , 当 由 一 个 惯性 系 变换 到 另 一 个 惯性 系 时 , 力 
是 保持 不 变 的 . 这 再 一 次 说 明 , 麦克 斯 韦 - 洛 伦 效 理论 不 可 
能 在 So 和 8 同时 成 立 , 即使 是 在 否定 了 以 太 理 论 以 后 也 图 621 
仍然 如 此 ， 以 上 讨论 表明 , 单 只 否定 以 太 理论 , 新 实验 所 
揭示 出 来 的 矛盾 一 个 也 还 没有 解决 . 
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在 肯定 电磁 现象 是 完全 符合 于 相对 性 原理 的 前 提 下 , 出 路 就 只 有 两 条 , 或 者 是 
麦克 斯 韦 - 洛 伦 兹 理论 需要 修改 , 或 者 是 速度 和 力 的 变换 公式 这 一 类 基本 关系 式 有 
问题 . 速度 和 力 的 变换 公式 都 与 我 们 的 时 空 概念 有 着 密切 的 联系 , 特别 是 速度 变换 
公式 , 可 以 说 是 完全 建筑 在 时 空 概念 的 基础 上 , 如 果 不 对 时 空 概念 进行 根本 性 的 修 
改 , 要 修改 速度 变换 公式 是 不 可 能 的 . 经 过 一 定 的 分 析 以 后 , 爱 因 斯 坦 的 “特殊 相对 
论 ” 选 择 了 第 二 条 道路 , 即 认为 旧 的 时 空 概念 和 变换 公式 只 能 看 作 是 低速 小 范围 
情况 下 的 近似 结果 , 不 能 推广 到 高 速 或 较 大 范围 的 情况 . 如 果 不 把 “同时 性 ”、“ 长 
度 ”、“ 时 间 间 隔 ” 等 概念 加 以 绝对 化 , 那么 修改 速度 变换 公式 是 可 能 的 . 根据 新 的 
实验 结论 修改 后 的 时 空 理论 可 以 使 所 有 了 矛盾 都 获得 解决 . 

新 的 时 空 理论 在 观点 和 基本 概念 上 是 一 次 革命 性 的 变革 , 但 它 也 把 旧 的 时 空 理 
论 作 为 一 定 条 件 下 的 近似 结果 而 继承 下 来 . 到 现在 , 从 特殊 相对 论 得 出 来 的 结果 已 
得 到 大 量 实验 的 证 实 . 而 当时 还 提出 的 一 些 修 改 麦 克 斯 韦 -党 伦 兹 理论 的 试探 (如 
假定 真空 中 电磁 波 速度 只 是 相对 于 辐射 源 的 速度 为 c)， 皆 为 双星 的 观测 和 以 日 光 
作 光 源 的 迈克 尔 孙 实验 所 和 否定 . 

总 结 起 来 ,“ 特 殊 相 对 论 ” 分 析 实 验 以 后 的 基本 结论 是 : @ 相对 性 原理 有 着 相 
当 广 泛 而 准确 可 靠 的 实验 基础 , 应 当 作为 物理 学 中 的 一 个 基本 原理 , 适用 于 物理 学 
的 各 个 领域 . 相应 地 , 以 太 理论 应 当 抛 弃 , 电磁 场 应 该 认识 为 物质 存在 的 一 种 形态 . 
@ 根据 近 克 尔 孙 实验 的 结果 , 应 当 认 为 光 在 真空 中 的 速度 对 于 任何 惯性 参考 系 都 
是 c, 与 光源 的 速度 无 关 . 这 本 是 麦克 斯 书 方程 组 的 结果 . 特殊 相对 论 认为 : 至 少 这 
一 结果 应 该 肯定 , 如 果 不 是 全 部 麦克 斯 韦 - 洛 伦 兹 理论 都 应 肯定 的 话 ， 而 上 述 两 个 
结论 与 速度 变换 公式 之 间 的 矛盾 , 则 应 当 通 过 修改 时 空 理 论 来 解决 . 

总 8 2. 如 上 段 所 言 , 原来 的 时 空 概 念 必 须 进 行 修 改 ， 

以 与 “真空 光速 恒 为 c 与 光源 运动 状态 无 关 的 结 

P M PP 论 ” 相 适应 . 例如 上 述 关 于 光速 的 结论 要 求 同 时 性 

只 具有 相对 的 意义 , 即 对 于 一 个 惯性 系 同时 发 生 的 

事件 , 对 另 一 个 惯性 系 将 不 一 定 是 同时 发 生 的 . 这 

可 以 从 下 述 分 析 看 出 : 设 图 6.2.2 中 忆 点 和 已 点 

图 6.2.2 相对 于 惯性 系 5o 为 静止 , 它们 的 中 点 为 M, 则 对 

So 系 来 说 , 自 M 点 发 出 的 光 将 同时 到 达 已 和 饭 . 

而 对 另 一 个 相对 So 沿 已 已 方向 运动 的 惯性 系 5, 按照 上 述 结 论 , 光 的 速度 亦 将 为 

c. 但 是 , 对 5 系 来 说 , PL 和 甩 是 运动 的 , 因此 光 到 达 己 和 忆 的 时 间 不 可 能 相同 ， 

这 就 证 实 了 前 面 关 于 同时 性 只 具有 相对 意义 的 论断 ， 进 一 步 的 分 析 还 可 发 现 “长 
度 ” 和 “ 久 暂 ”也 只 有 相对 的 意义 . 这 样 原来 的 时 空 理 论 就 需要 进行 彻底 的 变革 . 

3. 下 面 我 们 就 将 根据 上 述 基本 结论 的 要 求 , 先 推出 两 个 惯性 参考 系 之 间 的 时 
室 变 换 关 系 . 有 了 变换 关系 以 后 就 可 以 得 出 新 时 空 理论 的 全 部 特点 . 


6.2 ”特殊 相对 论 的 基本 原理 ” 洛 伦 效 变换 公式 .257 . 


在 特殊 相对 论 之 前 , 两 惯性 系 5 与 9' 之 间 的 时 空 变换 关系 为 伽利略 变换 . 当 
取 两 参考 系 中 的 坐标 轴 彼 此 平行 、 其 中 zx 轴 沿 相互 运动 方向 、 而 且 将 坐标 原点 重 
合 的 时 刻 取 为 零 时 , 伽利略 变换 即 为 
2 一 2 一 人 
y=Y, 
2 一 2 
t=t. 


从 上 述 伽利略 变换 立即 可 以 推出 原来 的 速度 变换 公式 . 如 前 所 述 , 这 个 速度 变换 公 
式 是 与 光速 恒 为 e 的 结论 相 矛 盾 的 , 因而 伽利略 变换 必须 用 新 的 变换 来 代替 . 新 的 
变换 关系 可 以 从 下 述 要 求 推导 出 来 . 

(1) 变换 是 线性 的 . 这 是 因为 时 空 具有 均匀 性 的 缘故 . 也 只 有 这 样 , 才能 使 凡 相 
对 于 5 做 等 速 运动 的 物体 相对 于 参考 系 5' 也 是 等 速 的 , 从 而 使 得 对 第 三 个 参考 系 
是 否 为 惯性 系 , 9 和 39' 有 一 个 共同 的 判断 标准 . 

(2) (Az)2+T(A)2+(Azj2 -cz(Ab)2 为 不 变量 . 这 就 是 为 了 满足 光速 恒 为 c 的 要 
求 而 设 的 . 证 明 如 下 : 设 光 在 5S 系 中 速度 为 c, 则 在 (zo,yo, zo) 点 to 时 发 出 的 光 , 在 t 
时 刻 波 前 为 一 球面 , 球面 满足 的 方程 为 (x 一 x0)?++(y 一 yo0)? 十 (z 一 20)? 一 c2(t 一 t0)? = 0. 
当 变 换 到 惯性 系 5' 系 时 , (zo, yo, zo, to0) 一 (zZ0 多 2 克 ), (ZT),2 相 一 (2 2) 约 ， 
在 (Azx)? + (Ay)2 + (Az)2 一 cz(Ab)2 为 不 变量 的 条 件 下 , 即 得 (zy 2, 切 亦 满 足 
球面 方程 (z' 一 x0)? + (y 一 约 ? 十 (z' 一 60)? 一 (一 茹 ?= 0. 于 是 对 5' 系 来 说 光 
速 亦 各 向 相同 , 并 亦 等 于 c. 

在 通常 的 取 法 中 , 令 两 惯性 系 原点 重合 的 事件 的 时 刻 为 t= t = 0. 这 时 不 变量 
即 化 为 z2 十 十 22 一 2. 

从 上 述 两 个 要 求 就 可 以 定 出 两 惯性 参考 系 之 间 变 换 关 系 . 取 运 动 方 向 为 两 者 z 
轴 方 向 (y 轴 和 z 轴 彼 此 平行 ), 坐标 原点 重合 的 时 刻 为 零 . 这 时 变换 关系 即 为 


2 = QT + Qo12t, 


(6.2.1) 


, (6.2.2) 
t = Qo17 十 Qot. 
另外 二 个 空间 坐标 彼此 相等 . 式 (6.2.2) 也 可 从 更 普遍 的 线性 变换 形式 根据 对 称 性 
的 考虑 推出 . 
从 式 (6.2.2) 以 及 不 变性 的 要 求 , 有 


2/2 一 c2t/2 一 (al17 十 a12t)? 一 c2 (as212 十 Qu22t)? 


一 22 一 c2t2. 


上 式 对 于 任意 (zx,t) 都 成 立 的 必要 和 充足 条 件 为 : 上 式 中 相应 的 系数 必须 逐一 相等 . 
亦 即 
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2 2 2 
ad1 一 Ca21 一 |， 


Q11012 一 C2Q21022 = 0， (6.2.3) 
oa? — C02 = 一 c2. 
再 引入 参考 系 5S' 对 参考 系 5 的 速度 v, 由 式 (6.2.2) 不 难得 出 
一 人 2， (6.2.4) 


Cl11 


这 样 ll alz, a21, aaa 即 可 从 式 (6.2.3) 和 (6.2.4) 解 得 , 结果 为 


加 1 也 
Q11 一 3 » Q12 三 一 1 ， 
1 一 也 1 一 也 
° ° (6.2.5) 
—v/c? 1 
Q21 = 于 ， Q22 一 于 
v 也 
1 万 1 一 瑟 
代 回 式 (6.2.2), 变换 关系 就 可 写成 
.1 Tt 
x’ 一 杞 ， 
VY 
UL (6.2.6) 


标的 变换 关系 ( 设 事 件 是 “ 定 域 瞬息 性 ”的 , 发 生 于 某 一 时 刻 和 空间 的 某 一 点 . 它 
可 以 是 一 个 大 物体 中 某 一 点 的 瞬 态 , 例如 物体 的 前 端 到 达 某 点 P)， 在 这 里 , 就 已 
初步 显示 出 新 理论 与 过 去 理论 的 差别 : 它 所 讨论 的 对 象 不 是 一 个 抽象 的 空间 点 或 
时 间 点 而 是 一 个 物理 事件 . 一 个 事件 不 能 只 有 空间 坐标 或 时 间 坐 标 , 而 必须 同时 具 
有 两 者 ， 这 样 时 空 坐标 就 合 在 了 一 起 . 在 应 用 洛 伦 兹 变换 处 理 问题 时 , 特别 要 注 


@@ 学 生 在 做 习题 或 考试 时 ， 常 会 发 生 这 样 的 错误 ， 必 须 特 别 注意 . 


6.3 ”相对 论 的 时 空 理论 .259. 


静止 原子 的 半径 来 规定 ， 下面 我 们 把 作为 基准 用 的 过 程 或 物体 分 别称 为 时 计 和 尺 . 
尺 都 相对 于 该 参考 系 为 静止 . 这 样 , 各 个 参考 系 时 空 度量 结果 的 差别 , 实际 上 是 时 
计 和 尺 运动 状态 的 差别 的 反映 , 而 不 是 像 某 些 唯心 论 者 所 言 是 由 于 观察 者 不 同 的 缘 
故 . 

关于 洛 伦 兹 变换 的 物理 内 容 , 我 们 将 在 以 下 两 节 中 讨论 . 


6.3 ”相对 论 的 时 空 理论 


在 6.2 节 中 , 已 根据 相对 论 的 基本 原理 建立 了 新 的 时 空 坐标 变换 关系 . 现在 , 我 
们 就 对 它 的 物理 内 容 进 行 讨 论 : 分 析 它 的 特点 以 及 实验 检验 等 问题 . 首先 , 我 们 看 
见 , 当 速 度 比较 小 而 且 涉及 的 空间 范围 又 不 大 时 , 洛 伦 兹 变换 即 还 原 为 伽利略 变换 


X=2— ut, 


ch 


/= 二 (6.3.1) 


这 就 表明 , 新 的 时 空 理论 将 不 与 “过 去 在 低速 和 较 小 范围 条 件 下 的 ”实践 结果 相 予 
盾 , 它 的 特点 只 在 高 速 或 较 大 范围 的 情况 才 显示 出 来 . 

从 洛 伦 兹 变换 可 以 得 出 四 个 主要 结论 , 它们 标志 着 新 时 空 理论 区 别 于 旧时 空 理 
论 的 特点 . 

(1) 同时 的 相对 性 . 设 5 和 8' 为 两 个 惯性 系 , 其 时 空 坐标 变换 关系 如 式 (6.2.2) 
和 (6.2.5) 所 规定 . 设 事 件 1 在 两 惯性 系 中 的 时 空 坐标 分 别 为 (zi, ) 和 (z4, 女 ). 事 
在 两 个 惯性 参考 系 中 的 时 空 坐 标 是 由 洛 伦 效 变换 所 联系 的 , 于 是 有 


1 ZT1— Vt 
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将 第 四 式 与 第 二 式 相 减 , 得 出 


vy 
(ts —t1) 一 二 (zz 一 21) 
如. (6.3.2) 


从 上 式 我 们 看 到 , 两 个 相对 于 8 系 为 同时 发 生 的 事件 , 相对 于 5 系 并 不 一 定 同时 ， 
除非 它们 的 z 坐标 相等 . 因 若 ta = 妇 , 即 在 S 系 中 两 者 为 同时 , 则 从 式 (6.3.2) 就 
得 出 


1 
一 #1 二 一 3 三 (72 一 21). (6.3.3) 


人 
Vi-& 


于 是 , 对 于 3' 系 来 说 , 当 w > 0 而 且 za > zl 时 , 事件 2 将 发 生 在 事件 1 之 前 , 在 
za < zZ1 时, 事件 2 将 发 生 在 事件 1 之 后 . 这 样 , 上 述 两 个 事件 在 3' 中 的 先后 次 序 
将 与 它们 间 的 距离 和 两 个 参考 系 间 的 运动 状态 有 关 . 

在 旧 的 时 空 理论 中 , 时 间 次 序 是 绝对 的 , 在 惯性 系 的 变换 中 t 是 不 变 的 , 这 从 
伽利略 变换 可 以 清楚 地 看 出 . 也 就 是 说 , 在 旧 的 时 空 理论 中 , 在 一 个 惯性 系 中 同时 
发 生 的 事件 , 在 另 一 惯性 系 中 也 是 同时 发 生 的 . 即 同时 性 具有 不 依赖 空间 坐标 与 参 
考 系 运动 状态 的 绝对 意义 . 而 新 的 时 空 理论 与 旧 的 时 空 理论 在 这 点 上 有 着 原则 性 的 
差别 . 

关于 “同时 ”的 相对 性 , 我 们 在 6.2 节 中 已 经 从 “光速 恒 为 “ 与 光源 运动 状 
态 无 关 ” 的 结论 直接 看 出 . 在 这 里 , 从 洛 伦 效 变换 更 进一步 给 出 了 时 间 差 的 定量 结 
果 . 值得 注意 的 是 , 相对 于 一 个 参考 系 为 同时 同 地 发 生 的 事件 , 在 其 他 参考 系 中 都 
将 是 同时 间 地 发 生 的 , 不 会 有 任何 改变 . 

从 上 面 的 讨论 还 可 以 看 出 , 在 新 的 时 空 理论 中 , 时 间 先 后 的 次 序 有 可 能 颠倒 过 
来 . 例如 , 上 述 两 个 事件 在 v > 0 和 wv < 0 的 两 个 参考 系 中 的 次 序 就 是 相反 的 . 我 们 
知道 , 先后 发 生 的 事件 之 间 是 可 能 有 因果 联系 的 , 特殊 相对 论 是 否 会 同 这 种 因果 关 
系 相 矛 盾 昵 ? 怎样 才能 避免 这 种 矛盾 呢 ? 关于 这 个 问题 我 们 将 留 到 下 一 节 中 讨论 . 

(2) 洛 伦 兹 - 斐 效 杰 惹 缩短 .下 面 我 们 先 来 讨论 物体 运动 时 的 长 度 是 否 与 它 静 
止 时 长 度 相 同 的 问题 (实际 上 也 就 是 相互 做 惯性 运动 的 物体 的 长 度 比 较 问题 ). 设 
在 参考 系 So 中 有 一 静止 的 棍 , 其 长 度 为 io, 现 使 其 沿 其 长 度 方向 做 等 速 运动 , 速度 
为 v, 我 们 要 求 运动 时 的 长 度 . 需要 注意 的 是 , 不 能 令 度量 的 尺 也 具有 速度 v, 亦 即 
使 得 尺 与 棍 相 对 静止 然后 用 重合 的 方法 去 比较 . 这 是 因为 , 如 果 物 体 运动 时 长 度 会 
变化 , 则 尺 在 运动 时 长 度 也 同样 会 变化 . 我 们 所 要 推 求 的 是 : 运动 的 棍 用 静止 的 尺 
所 度量 的 值 . 相应 的 测量 方法 应 是 同时 去 测量 运动 的 棍 两 端的 坐标 , 再 用 静止 的 尺 
来 确定 它 的 长 度 . 


6.3 ”相对 论 的 时 空 理论 . 261. 


取 棍 的 方向 为 > 轴 方 向 , 也 就 是 参考 系 8' 相对 参考 系 5 的 运动 方向 . 对 两 端 
坐标 进行 测量 为 两 个 事件 . 由 于 测量 在 5 参考 系 中 是 同时 进行 的 , 故 两 事件 的 时 空 
坐标 可 设 为 (z1,t) 和 (x2,t) 中 . 该 运动 棍 的 长 度 1 即 为 za 一 zl. 

为 求 出 ! 与 静止 长 度 之 间 的 关系 , 我 们 引进 与 棍 相 对 静止 的 另 一 个 惯性 系 
S'. 设 上 述 两 测量 事件 在 8' 中 的 时 空 坐标 为 (x1, 共 ) 和 (x4, 匣 ), 则 x4 一 z4 应 代表 
棍 在 5' 中 的 长 度 (注意 , 由 于 棍 对 5' 为 静止 , 其 端点 坐标 不 随时 间 变 化 , 故 妇 不 
等 于 世 并 不 影响 结果 ). 而 两 惯性 系 中 长 度 的 标准 是 一 致 的 人 @, 故 棍 的 静止 长 度 对 
于 两 惯性 系 具有 相同 的 值 , 于 是 有 


2 一 对 一 加 
由 洛 伦 兹 变换 公式 ， 
/7 rz2— Ut 
Y2 二 》 
v2 
1 
, ri—vut 
Zl ? 
1 
oe 
即 得 出 
/ / 2 一 了 1 
Z2 一 Xl1 二 寺 ， 
/1- 区 
C2 
于 是 有 


v2 
1 = JoVI- 瑟 : (6.3.4) 


上 式 表明 棍 沿 其 长 度 方向 运动 时 , 其 长 度 即 缩短 为 静止 值 的 VI 一 5 倍 . 如 果 是 任 
意 形状 的 物体 , 那么 就 是 沿 运 动 方向 的 长 度 有 上 述 的 缩短 . 这 种 效应 称 为 洛 伦 效 - 斐 
兹 杰 惹 缩短 . 

由 于 “运动 物体 长 度 的 缩短 ”也 一 定 是 符合 于 相对 性 原理 的 , 即 对 任 一 惯性 系 
都 有 类 同 的 结论 , 这 就 使 得 “长 短 比较 ”具有 一 定 的 相对 性 . 比方 有 两 根 棍 , 静止 时 
长 度 相同 , 现 令 一 根 ( 棍 1) 沿 其 长 度 方向 运动 , 另 一 根 ( 棍 2) 仍 静止 (都 对 9 系 而 
言 ), 方向 与 棍 1 平行 , 则 如 上 所 说 , 棍 1 的 长 度 ( 仍 是 对 5 系 而 言 ) 将 有 一 缩短 , 因 
而 4 < ?2. 但 对 另 一 个 相对 于 棍 1 为 静止 的 惯性 系 9' 来 说 , 棍 2 是 运动 的 , 棍 1 是 
静止 的 , 于 是 有 总 < 4 (加 撤 的 意思 是 指 在 S' 参考 系 中 的 长 度 ). 由 此 可 见 : 两 棍 哪 


在 这 里 以 及 下 文中 , 脚 标 1 和 2 代表 两 个 事件 . 与 式 (6.3.2) 中 的 相同 . 
@ 参见 6.2 节 的 最 后 部 分 的 说 明 . 
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一 个 较 长 是 相对 的 , 要 看 是 哪个 惯性 系 中 度量 的 长 度 . 当然 , 若 两 根 相 对 静止 而 且 
方向 平行 , 那么 “ 哪 一 个 较 长 ”是 有 绝对 意义 的 , 即 对 任何 惯性 系 结论 都 相同 . 

最 后 , 我 们 要 说 明 : 式 (6.3.4) 虽然 仍 称 为 洛 伦 效 - 斐 效 杰 车 缩短 , 但 “相对 论 ” 
对 它 的 理解 与 洛 伦 效 和 斐 效 杰 若 当初 的 理解 有 着 重要 的 区 别 . 第 一 , 洛 伦 兹 和 斐 效 
杰 燕 把 这 种 缩短 仅仅 作为 是 一 种 具体 物质 的 性 质 , 是 由 于 原子 之 间 的 电磁 作用 力 在 
运动 时 改变 , 而 引致 原子 之 间距 离 改变 的 结果 . 而 在 相对 论 理论 中 , 就 不 局 限于 这 
样 意义 而 认为 是 更 普遍 的 时 空 必 性 . 例如 在 原子 核 中 , 核子 间 的 作用 力主 要 为 核 力 ， 
但 原子 核 亦 应 具有 同样 的 缩短 效应 . 

第 二 , 在 洛 伦 效 和 斐 兹 杰 若 理论 中 , jo 是 棍 对 以 太 静 止 时 的 长 度 , ! 是 对 以 太 运 
动 时 的 长 度 , v 为 相对 于 以 太 的 运动 速度 , 因而 缩短 是 绝对 的 :“ 两 根 互相 等 速 运 动 
的 根 哪 一 个 较 长 ”在 所 有 惯性 参考 系 中 有 着 相同 的 结论 . 而 在 相对 论 中 , 如 前 所 述 ， 
缩短 是 相对 的 : 两 根 互相 等 速 运动 的 棍 , 哪 一 个 缩短 了 , 对 不 同 的 惯性 参考 系 结论 
是 不 同 的 . 

(3) 爱 因 斯 坦 延 缓 . 考虑 一 个 物理 过 程 , 例如 晶体 的 弹性 振动 . 假设 晶体 静止 时 
振动 周期 为 m, 我 们 要 考察 晶体 运动 时 振动 周期 是 否 改变 . 令 晶 体 以 等 速 v 相对 惯 
性 系 5 运动 , 而 相对 8' 系 为 静止 . 设 “ 振 动 的 晶体 相 邻 两 次 达到 振幅 极 大 值 ” 的 事 
件 在 S 参考 系 中 的 时 空 坐标 为 (z1,t1) 和 (x2,t2), 在 5S' 系 中 的 时 空 坐标 为 (zx1, 妇 ) 
和 (zw4, 如 ), 其 中 x5 = x1( 因 为 相对 5 系 为 静止 ). 由 党 伦 兹 变换 得 


注意 到 晶体 在 5' 系 中 静止 , 故 龙 一 攻 = m, 于 是 得 晶体 运动 时 其 振动 周期 为 
0 
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我 们 看 到 晶体 运动 时 的 振动 周期 比 它 静 止 时 的 值 长 了 , 亦 即 振动 进行 得 较 缓慢 , 这 
种 效应 称 为 爱 因 斯 坦 延 缓 . 
爱 因 斯 坦 延 缓 为 一 切 “ 发 生 在 运动 物体 上 ”的 物理 过 程 所 具有 , 它 也 是 一 种 基 
本 的 时 空 属性 , 与 过 程 的 具体 机 制 无 关 . 同治 伦 效 缩短 是 一 样 ， 爱 因 斯 坦 延 缓 也 是 
相对 的 中 . 
爱 因 斯 坦 延 缓 在 基本 粒子 物理 中 得 到 了 大 量 实验 的 证 明 , 基本 粒子 的 寿命 在 
它 自身 的 质心 系 中 是 确定 的 , 但 在 实验 室 中 可 以 产生 各 种 不 同 速度 的 基本 粒子 , 这 
些 不 同 速度 粒子 的 寿命 的 确 符合 式 (6.3.5). 有 些 基本 粒子 寿命 在 其 质心 系 中 只 有 
人 @ 在 此 处 授课 教员 可 以 补充 关于 “时 计 伴 请 ”的 说 明 ， 所谓“ 时 计 伴 订 ” 是 指 一 个 相对 惯性 系 5 做 等 


速 运动 的 时 计 , 在 运动 一 定 距 离 后 再 折 回 运动 到 起 始点 ,并 与 “静止 在 起 始点 ”的 另 一 时 计 相 比较 时 所 出 现 
的 问题 (在 随 着 时 计 运 动 的 参考 系 中 对 出 现 的 结果 如 何 解 释 ?). 


T= 二 如一 要 二 (6.3.5) 
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10-10 秒 如 果 没有 延缓 效应 即使 它 的 速度 达到 光速 , 也 只 能 走 3cm 远 , 实际 上 , 速 
度 接近 光速 的 基本 粒子 在 实验 室 中 走 的 距离 要 比 此 值 大 得 多 . 

从 以 上 三 点 的 讨论 我 们 得 知 , 如 果 从 5 系 的 标准 来 衡量 上 述 5' 系 的 时 计 和 尺 ， 
即将 得 到 这 样 的 结果 : @ 8' 中 的 尺 有 缩短 ; @ 5' 中 的 时 计 有 延缓 (因为 时 计 也 是 
利用 某 种 物理 过 程 来 作 度量 的 ); @ 5' 中 各 处 的 时 计 彼 此 未 对 准 (同时 的 相对 性 ) 
当然 反 过 来 从 8' 系 来 衡量 9 系 , 结论 也 一 样 . 

(4) 任何 物体 的 速度 不 能 超过 真空 中 的 光速 < 洛 伦 兹 变换 是 两 个 惯性 系 中 时 - 
空 众 标 之 间 的 关系 式 . “坐标 必须 是 实数 ” 这 一 要 求 , 决定 了 有 惯性 系 之 间 的 相对 
速度 不 能 超过 c 否则 4/1 - 5 将 变 为 虚数 . 既然 任何 一 个 物质 实体 都 可 作为 参考 
系 , 因此 任何 一 个 物体 运动 的 速度 也 不 能 超过 < 

在 下 一 节 中 , 我 们 还 要 进一步 讨论 物体 运动 的 速度 极限 的 问题, 在 那里 将 说 明 ， 
不 论 用 运动 学 (例如 通过 两 惯性 参考 系 中 的 速度 变换 ) 还 是 用 动力 学 (施加 恒 力 ) 的 
办 法 , 都 不 能 使 物体 速度 超过 c 

以 上 的 讨论 还 表明 , 在 相对 论 中 , 参考 系 必须 是 某 种 现实 可 能 的 运动 物体 的 代 
表 , 而 不 能 是 一 个 纯 属 庶 设 的 标 架 , 因而 参考 系 之 间 的 相互 运动 速度 不 能 超过 现实 
物体 可 能 速度 的 范围 

从 本 节 的 讨论 看 出 , 经 典 时 空 理论 事实 上 是 把 低速 运动 和 比较 小 范围 内 总 结 出 
来 的 结果 加 以 绝对 化 ， 从 而 “先后 ”、“ 和 久 暂 ”和 “长 度 ” 等 都 具有 不 依赖 于 运动 物 
质 的 绝对 意义 . 经 典 时 空 理论 承认 时 间 和 空间 的 客观 实在 性 , 但 同时 又 认为 空间 和 
时 间 是 与 物质 分 离 的 , 它 是 脱离 物质 的 独立 的 存在 , 而 且 时 空 彼 此 也 是 相互 不 关联 
的 : 空间 好 比 一 个 三 维 的 大 容器 , 物质 是 容 放 在 空间 之 中 , 物体 的 体积 和 线 度 , 就 是 
它 所 占据 的 空间 的 容积 和 线 度 , 其 值 是 绝对 的 , 与 参考 系 无 关 ; 时 间 是 一 维 的 , 并 且 
单 向 均匀 地 流逝 着 , 所 有 的 物质 过 程 , 都 窜 现 在 这 个 时 间 的 长 流 之 中 . 事件 的 先后 
次 序 也 就 由 它们 在 这 时 间 长 流 中 的 “位 置 ” 来 决定 , 过 程 的 久 暂 由 其 始终 点 在 这 长 
流 中 的 “距离 ”来 决定 , 因而 也 都 是 绝对 的 . 时 间 与 空间 彼此 也 没有 任何 联系 . 

由 此 看 来 , 经 典 时 空 理论 在 观点 上 带 有 某 种 形而上学 的 局 限 性 , 而 且 将 时 空 与 
物质 割裂 了 开 来 . 

特殊 相对 论 的 结论 说 明了 时 间 和 空间 与 物质 运动 有 着 不 可 分 割 的 联系 , 这 与 上 
述 形 而 上 学 的 观点 完全 不 相 容 , 它 证 实 了 辩证 唯物 论 的 时 空 观 的 正确 性 . 按照 辩证 
唯物 论 的 观点 , 时 间 和 空间 都 是 运动 物质 存在 的 形式 , 两 者 ( 指 时 间 和 空间 ) 因而 可 
能 互相 紧密 联系 . 时 空 属性 乃 是 物质 运动 基本 属性 的 反映 . 特殊 相对 论 的 结果 正 具 
体 体现 了 这 种 时 空 与 物质 之 间 的 不 可 分 割 的 联系 . 

马赫 主义 者 和 蛋 曲 特殊 相对 论 的 结果 , 把 时 空 关 系 的 相对 性 归结 为 不 同 惯性 系 中 
观测 者 的 主观 知觉 的 不 同 . 在 马 府 主义 者 看 来 ,时空 不 是 运动 物质 存在 的 形式 而 是 
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人 类 知觉 和 思维 的 形式 、 时 间 和 空间 不 能 与 观测 者 相 分 离 , 并 以 此 来 否定 时 空 的 客 
观 性 ， 这 显然 是 荡 课 的 , 早 在 人 类 以 及 动物 出 现 以 前 , 自然 界 就 存在 于 时 空中 ,， 这 
时 并 没有 什么 观测 者 . 实际 上 , 时 空 关系 的 相对 性 乃 是 物体 间 运 动 状 态 相对 性 的 反 
映 . 这 种 相对 性 是 客观 的 , 与 观测 者 是 否 存在 以 及 在 哪里 观测 没有 关系 . 


6.4 对 时 间 次 序 问题 的 进一步 讨论 


从 6.3 节 的 讨论 , 已 经 了 解 到 , 若 两 件 事 4 和 B 对 于 某 一 惯性 系 是 同时 (但 在 
不 同 地 点 ) 发 生 的 , 则 对 另外 的 惯性 系 一 般 就 不 是 同时 发 生 的 . 对 一 部 分 惯性 系 可 
能 是 4 先 于 B, 另 一 部 分 却 是 B 先 于 4. 这 样 说 来 , 是 否 事件 的 先后 次 序 完全 没 
有 客观 意义 呢 ? 显然 不 是 . 如果 两 事件 有 “连续 ”关系 ( 即 一 事件 是 另 一 事件 的 继 
续 ), 或 有 因果 关系 以 及 依赖 关系 , 则 它们 的 先后 次 序 应 当 是 绝对 的 , 不 容 颠 倒 . 例 
如 火 第 到 达 的 时 间 不 能 先 于 火箭 发 射 的 时 间 , 高 速 旅行 者 死亡 的 时 间 不 能 先 于 出 生 
的 时 间 等 . 我 们 把 “具有 上 述 关系 ”的 事件 统称 为 关联 事件 , 于 是 结论 即 为 : 关联 
事件 的 先后 次 序 有 着 绝对 意义 . 这 是 “时 间 先 后 ”这 一 概念 所 必须 反映 的 客观 内 容 . 
下 面 我 们 就 来 考察 相对 论 理论 是 否 与 此 相 了 矛盾 , 以 及 在 什么 条 件 下 才 不 会 有 了 矛盾 . 

在 考察 时 , 我 们 可 以 从 具体 的 事件 中 抽象 出 来 , 而 来 讨论 不 同事 件 所 对 应 的 “时 
空 点 ”( 即 它们 发 生 的 时 刻 和 地 点 ) 之 间 的 关系 . 设 (zi, 姜 ) 和 (x2,to) 为 5 中 两 个 
“时 空 点 ”, to > 石 , 并 设 变换 到 5S' 中 后 分 别 为 (z1, 妇 ) 和 (x4, 奴 ), 则 由 公式 (6.3.2)， 
有 

， (2 一 妇 ) 一 二 (za 一 zl) 
太一 半 = 一 一 一 一 和 一 一 一 


v2 


1 一 一 
c2 

从 上 式 不 难看 出 , ( 克 一 女 ) 取 负 值 即 与 (tz 一 所 ) 反 号 ( 即 两 事件 时 序 的 颠倒 ) 的 条 
件 是 

妇 一 页 < 盛 (za 一 21)， 
也 就 是 

2 一 多 
ve > C2. 

由 此 可 见 , 如 果 所 有 的 物质 、 作 用 或 影响 等 的 传送 速度 都 不 大 于 。 的 话 , 那么 能 够 
用 关联 事件 对 应 起 来 的 两 个 “时 空 点 ”, 其 先后 次 序 就 不 会 颠倒 , 因为 这 时 


(6.4.1) 


lvl < e (6.4.2) 
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所 以 式 (6.4.1) 不 可 能 满足 . 至 于 不 可 能 用 关联 事件 对 应 起 来 的 两 “时 空 点 ” 则 因 
722 二 1| > ec 故 总 可 以 选择 适当 的 v 使 式 (6.4.1) 成 立 , 也 就 是 说 , 总 可 以 找到 参 
1 


t2 

考 系 5' 使 它们 在 5' 中 的 先后 次 序 与 S 中 的 相反 . 

上 述 讨论 表明 : 在 限定 了 最 大 可 能 的 传送 速度 为 ec 以 43 3 a 
后 ,就 不 会 发 生 “ 关 联 事件 ”先后 次 序 颠 倒 的 情况 出 现 4 
( 注 :“ 相 速度 ”大 于 ec 是 可 以 允许 的 , 因为 相 速 度 不 过 是 
空间 各 点 振动 相位 的 一 个 变化 关系 , 并 不 是 实物 的 运动 束 
度 ). 如 果 在 某 种 新 条 件 下 , 实验 上 发 现 了 有 超 c 的 传送 速 
度 , 那么 相对 论 的 时 空 理论 就 必须 要 作 修改 . 

到 这 里 自然 会 提出 问题 , 利用 速度 合成 是 否 可 以 得 到 大 于 c 的 速度 ? 比方 说 物 
体 4 在 5 系 中 的 速度 为 u,5 系 在 5' 系 中 的 速度 为 v, 方向 都 在 z 方向 , 那么 当 
和 w 都 大 于 3 时 , 是 否 即 得 出 在 8' 中 的 速度 w 大 于 c 呢 ? 不 是 的 , 因为 u 是 用 
“5 系 的 标准 ”度量 的 值 , 是 用 “S’ 系 的 标准 ”度量 的 值 , 两 者 不 能 直接 相 加 , 而 
需 通 过 变换 关系 来 计算 . 计算 的 结果 是 ( 留 给 读者 作为 习题 ) 


2 


6.4.1 


二 E77 (6.4.3) 


此 即 为 相对 论 中 的 速度 变换 公式 . 如 果 不在 z 方向 (z 方向 即 两 坐标 系 的 相对 运 
动 方向 ), 则 速度 变换 公式 为 


]_ 
LA 2az 十 也 1 Wy C2 
z 一 U2) Vy 二 VLU ! 
C2 ! C2 
(6.4.4) 
v2 
wz4/l1— poy 
1 C 
U4 一 rr 
1 十 


从 式 (6.4.3) 或 (6.4.4) 不 难 证 明 : 如 果 |w| < c,|v| <c 则 亦 将 得 出 |w| < c, 车 入 与 
v 之 中 有 一 个 等 于 c 或 两 个 都 等 于 c, 则 w' 就 等 于 ce. 因此 通过 速度 变换 也 不 可 能 
某 些 性 质 : 在 过 去 任意 两 个 有 限 速度 合成 后 都 小 于 无 穷 大 速度 , 若 其 中 有 一 个 是 或 
二 个 都 是 无 穷 大 速度 , 合成 后 仍 为 无 穷 大 速度 . 这 个 性 质 乃 是 极限 速度 的 特点 . 

在 用 速度 合成 的 方法 即 运动 学 的 方法 不 行 以 后 , 还 可 以 问 : 能 否 用 动力 学 的 方 
法 使 速度 超过 c 呢 ? 例如 对 物体 施加 一 恒 力 , 它 的 速度 是 否 会 增加 到 比 c 大 ? 在 下 
文 讨论 相对 论 力 学 中 , 我 们 将 看 到 , 物体 的 质量 将 随 着 速度 增加 而 增加 , 若 速度 达 
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到 c, 质量 将 为 无 穷 , 这 时 , 物体 的 动能 亦 将 为 无 穷 , 这 是 现实 所 达 不 到 的 . 因此 企 
图 用 动力 学 的 方法 来 得 到 大 于 c 的 速度 也 是 不 可 能 的 . 从 这 里 也 可 看 出 , 相对 论 理 
论 的 成 立 还 要 求 对 力学 规律 进行 必要 的 修改 . 

到 现在 , 相对 论 关于 速度 不 可 能 超过 光速 c 的 结论 在 基本 粒子 的 运动 中 已 经 
得 到 证 实 . 例如 高 能 加 速 器 中 的 粒子 , 随 着 能 量 的 大 幅度 地 增加 , 它 的 速度 亦 只 越 
来 愈 接近 于 c, 从 没有 超越 <. 

以 上 的 结果 , 可 以 用 “ 光 锥 ”更 清楚 地 表示 出 来 . 我 们 
来 考察 时 空 点 (zo,to) 与 所 有 其 他 时 空 点 (zt) 间 的 先后 
次 序 关 系 . 为 此 , 作 交 叉 直线 (z 一 20)? 一 (一 如 )? = 0, 如 
图 6.4.2 所 示 . 两 直线 所 夹 的 阴影 部 分 内 的 点 同 (zo, to0) 之 
间 的 先后 次 序 有 着 绝对 意义 , 因为 阴影 中 每 一 点 与 (zo, to) 

: 都 可 用 关联 事件 联系 起 来 . 于 是 区 域 I 中 的 点 应 绝对 地 比 

图 6.4.2 通过 (zo,to) 点 (zo,to) 早 , 因 它们 所 对 应 的 事件 , 可 以 对 (zo, to) 点 所 对 应 

的 光 锥 的 示意 图 。 ”的 事件 产生 影响 ; 同样 区 域 II 中 的 点 应 绝对 地 比 (zo, 如 ) 

晚 . 因 它们 所 对 应 的 事件 , 可 以 受到 (zo, to) 所 对 应 事件 

的 影响 . 至 于 无 阴影 部 分 的 时 空 点 与 (zo,to) 之 间 的 时 间 次 序 , 只 有 相对 的 意义 . 在 

变换 到 别 的 惯性 参考 系 时 可 能 颠倒 过 来 . (z - zo)? - c2(t 一 to)? = 0 的 曲线 即 称 为 
通过 (zo, to) 的 光 锥 , 在 三 维 情况 , 通过 (zo,to) 的 光 锥 的 方程 式 即 为 


(z— xo) +(y— yo) + (2-20) — c(t— to) =0. 


6.5 ”电磁 规律 的 相对 论 不 变性 


1. 在 前 三 节 中 , 我 们 讨论 了 相对 论 的 时 空 理论 , 并 解决 了 真空 中 光速 恒 为 c 与 
伽利略 变换 下 的 相对 性 原理 之 间 的 矛盾 问题 . 在 这 一 节 和 下 一 节 中 , 我 们 将 作 进 一 
步 的 讨论 , 考察 电磁 规律 和 力学 规律 是 否 能 与 洛 伦 兹 变换 下 的 相对 性 原理 一 致 , 并 
阐明 由 此 考察 而 得 出 的 新 的 结论 . 

2. 由 于 不 同 惯性 参考 系 的 时 空 坐 标 之 间 是 洛 伦 兹 变换 的 关系 , 所 以 要 求 电 磁 
规律 符合 于 相对 性 原理 也 就 是 要 求 它们 在 洛 伦 兹 变换 下 保持 不 变 . 我 们 知道 洛 伦 兹 
时 空 变换 的 不 变量 是 z2 + 只 十 好 一 cz 如 引进 zi = ziza = Y,Y3 = z,24 = ict 
则 不 变量 即 为 xz? + x3 + x3 + xz2. 因此 洛 伦 效 时 空 变换 可 看 作 “ 复 ( 数 ) 四 维 时 
室 ”(zl;za;za;z4) 中 的 “转动 变换 ”, 它 使 得 “ 复 四 维 矢量 ”的 “长 度 ”(z? 十 23 十 
好 十 23) 在 变换 中 保持 不 变 . 使 得 “长 度 ” 为 不 变量 的 变换 通常 称 为 正 交 变换 , 于 是 
洛 伦 效 时 空 变换 也 就 是 复 四 维 时 空 (zi, zz, xs, z4) 中 的 正 交 变 换 . 

为 了 对 正 交 变换 的 性 质 有 进一步 了 解 , 我 们 先 考 察 一 下 三 维 空间 中 的 正 交 变 
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换 , 也 就 是 三 维 直 角 坐 标 系 的 转动 变换 . 我 们 将 看 到 , 不 同 的 物理 量 在 坐标 系 转动 
中 有 不 同 的 变换 关系 . 根据 变换 关系 可 以 把 物理 量 区 分 为 标量 、 矢 量 、 张 量 .……… 
当 三 维 空间 的 直角 坐标 系 有 一 转动 时 , 任 一 点 坐标 的 变换 关系 可 以 表 为 
Zs 二 2 Qij Fj. (6.5.1) 

J 


指标 , 除 特殊 声明 以 外 都 意味 着 要 对 它 求 和 . 援 用 这 样 的 惯例 , 式 (6.5.1) 即 写 成 


2 = Qij Tj) (6.5.2) 
由 于 在 转动 变换 中 , 矢量 (zi za, xz3) 的 长 度 wmzi 为 不 变量 , 即 
2414 = Pj, (6.5.3) 


所 以 转动 变换 也 就 是 三 维 空间 (xi, za, zs) 中 的 正 交 变换 . 
根据 zx; 为 不 变量 这 一 特点 , 我 们 可 以 求 出 正 交 变换 的 条 件 , 将 式 (6.5.2) 代 
入 式 (6.5.3), 其 左 方 化 为 


(Qij Ti) (Qip Th) = Oij OkTITEk, 


而 其 右 方 可 化 为 jkzjzh. 由 于 式 (6.5.3) 对 于 任意 (x1, za, za) 都 成 立 , 故 上 式 左 右 
两 方 各 项 的 系数 必须 逐一 相等 , 即 


Qij Qik = Ojk, (6.5.4) 
这 就 是 正 交 变换 所 要 满足 的 条 件 . 如 将 as; 表 成 矩阵 形式 


CQ11， Q12, 0Q13 
QO | a1 Q22, Q23 |， 
Q31, Q32,; 0Q33 


则 式 (6.5.4) 即 可 表 为 (用 & 代表 a 的 转 置 矩 阵 ) 
Qa=1. (6.5.5) 


在 正 交 变换 中 , 不 同 的 物理 量具 有 不 同 的 变换 关系 . 通常 就 是 按照 这 种 变换 关 
系 而 把 物理 量 区 分 为 标量 、 矢量 、( 二 阶 ) 张 量 ……… , 也 就 是 说 , 标量 、 矢 量 和 张 量 
等 实质 上 是 根据 变换 关系 来 定义 的 . 

1) 标量 如 果 一 个 物理 量 , 它 在 (三 维 ) 坐标 转动 后 数值 不 变 , 则 称 此 物理 量 
为 一 标量 . 如 物体 的 密度 p, 标量 势 p 等 就 是 , 因 它们 的 变换 关系 为 


p=p, 
y=9. 


(6.5.6) 
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2) 矢量 ”如果 一 个 物理 量 , 是 由 三 个 数 表示 的 , 而 且 在 (三 维 ) 坐标 轴 转 动 时 ， 
如 同 坐 标 值 一样 的 变换 即 


0 一 QijVj) (6.5.7) 


那么 我 们 称 此 物理 量 为 一 (三 维 ) 矢量 , 例如 速度 、 力 、 电 场 、 矢 势 4 等 都 是 . 起 
可 称 为 矢量 算 符 , 因为 它 也 按 式 (6.5.7) 的 关系 变换 : 
0 0 
Br 一 V3 Bry 
不 难看 出 , 由 两 个 矢量 a; 和 b; 可 作成 一 个 标量 aib;, 这 个 步骤 称 为 矢量 的 内 乘 . 
3) 张 量 (二 阶 )@ ”如 果 一 个 物理 量 是 由 9 个 数 表 示 , 而 且 变 换 关 系 为 


Ty 一 Qik QT kL, (6.5.8) 


则 称 此 物理 量 为 (二 阶 ) 张 量 . 易 知 由 两 个 矢量 wm 和 b; 可 以 作成 一 个 (二 阶 ) 张 量 
aib;, 这 个 步骤 称 为 矢量 的 外 乘 . 由 一 个 (二 阶 ) 张 量 Ti; 和 一 个 矢量 ai 可 作成 另 
一 个 矢量 6; = Tijaj, 此 步骤 称 为 该 张 量 与 和 撩 量 的 内 乘 . 由 一 个 张 量 还 可 以 作成 一 
个 标量 Zi;( 重 复 指标 要 求 和 ), 此 步骤 称 为 张 量 的 缩 阶 . 

4) 高 阶 张 量 以 上 的 讨论 可 以 推广 , 如 果 一 个 由 3” 个 数 表 示 的 物理 量 , 它 满 
足下 述 变 换 关系 


了 一 QirQjsQkt 了 7st…) (6.5.9) 


则 它 称 为 n 阶 张 量 . 这 样 , 标量 和 矢量 可 作为 零 阶 和 一 阶 张 量 与 高 阶 张 量 统一 地 讨 
论 . 不 难 将 外 乘 内 乘 和 缩 阶 等 运算 步骤 推广 到 高 阶 的 情形 . 例如 一 个 “mn 阶 张 量 ” 
与 一 个 “m 阶 张 量 ” 外 乘 , 即 得 出 m +n 阶 的 张 量 , 一 个 ” 阶 张 量 (n > 1) 的 缩 阶 
(对 其 中 任 二 指标 求 和 ) 即 得 到 一 系列 n 一 2 阶 的 张 量 等 . 

下 面 我 们 回 到 洛 伦 兹 变换 . 如 前 所 说 , 洛 伦 兹 变换 为 复 四 维 时 空中 的 正 交 变 换 ， 
它 的 不 变量 可 写 为 zj,zj( 在 本 章 中 我 们 用 拉丁 字母 脚 标 表 示 从 1 到 3, 希腊 字母 脚 
标 表 示 从 1 到 汉 . 仿 式 (6.5.2) 将 洛 伦 兹 变换 关系 表 作 


Th = pw Ty, (6.5.10) 


则 由 zzi, = zvzv 同样 可 求 得 
QpvQpA 一 OuA， (6.5.11) 


与 式 (6.5.4) 相仿 (只 是 那里 是 三 维 空间 , 现在 是 复 四 维 空间 ). 
@ 它 也 称 为 并 矢 . 
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在 两 惯性 参考 系 的 坐标 轴 取 得 彼此 平行 而 且 相互 运动 在 z1 的 方向 . 并 将 原点 
重合 事件 取 作 时 间 原 点 的 情况 , 由 6.2 节 中 的 结果 , oa 表 成 矩阵 形式 时 即 为 


了 


1 
0， 0， 
-8 0， 
Ti 页 


其 中 , 6 三 2 
c 


iB 


Vi—[B 


0 


0 
1 


， (6.5.12) 


vi 页 


在 复 四 维 时 空 变换 中 , 标量 、 矢 量 、 张 量 和 高 阶 张 量 的 定义 与 前 相似 , 即 标量 


满足 的 变换 关系 为 ! 一 
= ouvavs 不 难 证 明 让 -满足 下 


LH 二 Copv Br 


量 ( 共 16 个 数 , 其 中 Ty 和 Tia 为 上 满足 的 变换 关系 为 


阶 张 量 情况 相仿 . 


4. 矢量 人 4 个 数 ， 其 第 4 个 为 虚数 ) 满足 的 变换 关系 为 


, 因而 它 亦 称 为 矢量 算 符 . 二 阶 张 


二 QjpAQvr Thr. 高 


3. 有 了 以 上 的 准备 知识 以 后 ， 我 们 就 可 以 着 手 研究 电磁 规律 的 不 变性 问 是 在 


洛 伦 兹 规范 中 , p 和 4 满足 的 方程 为 


0B 


(6.5.13) 


wp 和 和 A、j 和 p 并 分 别 满足 附加 条 件 ( 指 式 (6.5.14)) 和 电荷 守恒 定律 [ 指 式 (6.5.15)]: 


1D5 
V 4+ 名 = 


Vy- 722 -0 


ot 


0， (6.5.14) 


(6.5.15) 


引进 四 维 矢 量 4 = (4,ip) 和 ; = (j,icp), 则 式 (6.5.13)~(6.5.15) 可 表 为 下 述 的 形 


式 


其 中 , 口 = 68,6, = Y? 


2 
- 方 庆 - 由 此 可 见 , p 和 4 的 方程 、 


(6.5.16) 


(6.5.17) 
(6.5.18) 


附加 条 件 以 及 电荷 守 
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恒 律 在 洛 伦 兹 变换 下 都 是 可 以 保持 不 改变 的 , 条 件 是 4A,, 和 入 构成 四 维 矢量 : 因 
当 4, 和 为 四 维 矢量 时 就 能 使 式 (6.5.16)~(6.5.18) 在 所 有 惯性 参考 系 同时 成 立 . 
我 们 看 到 , 在 四 维 变换 中 p 和 yp 不 再 是 标量 , 而 是 同 7 和 4 合 在 一 起 构成 四 维 矢 
量 . 另外 , 从 电荷 守恒 定律 , 带电 体 运动 时 其 总 电 蓓 与 静止 时 的 值 相同 , 因而 由 相对 
性 原理 (一 个 带电 体 在 各 个 惯性 系 中 的 静止 总 电荷 具有 相同 的 值 ) 即 得 总 电荷 9 为 
一 四 维 标量 , 也 就 是 

9 = 4. (6.5.19) 


这 样 一 来 , 从 p 不 是 标量 ( 因 p = j4/ic) 就 要 求 带 电 体 的 体积 不 是 标量 . 这 个 要 求 
同 洛 伦 兹 收缩 是 一 致 的 . 由 速度 变换 公式 还 可 以 定量 地 推导 出 pu 和 ipe 果然 按照 
矢量 关系 变换 , 从 而 进一步 地 表明 电荷 守恒 定律 与 相对 论 时 空 理论 完全 一 致 . 

下 面 再 来 考察 场 强 EE 和 B 所 满足 的 方程 , 由 


104 
P= Va 


B=VYVxAh, 
(名 - 强 )， 及 - 弧 - 狐 
i\ar ar4 1 Ora Ors’ 
OAs 04» D41 043 

Ea=i(— = 
2 一 (党 2 ) Bo Orz3 Ozx1’ 
多 Bs 2 942 4 


Oxs Ora Dzl Ox2 


当 Aj 构成 四 维 矢量 时 , dv 和 de “ 都 构成 四 维 张 量 ， 因而 


_ 84, 64， 
Pw = Ory Oxv’ 


也 是 四 维 张 量 . 具体 表示 出 来 是 


0， Bas, —B2, —ib 
—B. 9 0， B —ikb 

= 3 7 |. (6.5.20) 
B2, —Bi, 0, —iEs 


iB1, iB2, iEs, 0 
式 (6.5.20) 表明 , 电场 和 磁场 已 不 再 各 自 构 成 一 个 矢量 , 而 是 按 上 述 方式 合成 为 一 


个 反对 称 的 张 量 .此 即 为 电磁 场 张 量 .这 个 结果 说 明 电 磁场 之 间 有 着 更 本 质 的 联 
系 , 它们 是 同一 个 四 维 反 对 称 张 量 的 组 成 部 分 . 


1 hy 
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麦克 斯 书 方程 组 亦 可 作 相 应 的 改写 , 其 中 第 一 式 和 第 四 式 即 


可 以 合 起 来 表 为 


即 电磁 场 张 量 的 四 维 散 度 等 于 四 维 电流 密度 的 一 倍 . 麦克 斯 书 方程 组 第 二 式 和 


第 三 式 可 合 写 为 
OFw , OFy , OF 


Oz、 Ox Oxy 

上 式 对 于 y,v, 和 完全 反对 称 , 故 实际 上 只 有 四 个 独立 方程 , 相应 于 (jy,v, 和) 取 (2, 3, 4)， 
(3, 4, 1), (4, 1, 2), (1, 2, 3). 

由 于 式 (6.5.21) 中 的 两 项 都 是 四 维 矢量 ,具有 相同 的 变换 关系 , 因而 车 在 某 
一 惯性 系 两 者 相等 , 则 变换 到 其 他 惯性 系 时 两 者 仍 相等 ， 同 样式 (6.5.22) 中 三 项 
都 是 三 级 张 量 , 故 若 在 某 一 惯性 系 成 立 则 在 其 他 惯性 系 亦 成 立 ， 这 就 表明 在 4, 
和 j, 构成 四 维 矢量 条 件 下 , 麦克 斯 书 方 程 组 是 “ 洛 伦 兹 不 变 的 ”， 通 常 并 把 式 
(6.5.16)~(6.5.18), (6.5.21) 和 (6.5.22) 等 用 四 维 标量 、 四 维 矢 量 和 四 维 张 量 表示 的 
形式 称 为 其 协 变形 式 . 

利用 电磁 规律 的 洛 伦 兹 不 变性 和 电磁 物理 量 的 变换 公式 , 往往 可 使 问题 的 处 理 
简化 . 下 面 就 以 等 速 运动 带电 粒子 的 电磁 场 为 例 来 说 明 . 设 粒子 的 速度 为 w, 取 一 
新 惯性 参考 系 相对 于 粒子 为 静止 , v 的 方向 取 为 两 参考 系 中 的 共同 z 轴 方 向 . 在 新 
参考 系 中 , 电磁 势 和 电磁 场 强 显然 为 


=0. (6.5.22) 


利用 变换 公式 即 得 
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上 式 中 的 RR 代表 新 参考 系 中 所 度量 的 距离 , 我 们 需要 用 原 参考 系 中 的 距离 及 来 表 


R? 
v2 + 有， 
(1-) 
QU 
VU 
i 一 乞 
4 


R’ 
4 = 一 -一 
名 一 


由 此 即 可 得 出 


2 了 
cl 本 + 玉 ( 人 1- 到) 


R?+R? 1 
I 十 c2 


这 就 是 4.1 节 中 所 得 的 结果 . 同样 也 可 以 从 变换 公式 直接 求 出 该 粒子 在 原 参 考 系 中 
的 电磁 场 的 场 强 . 
4. 最 后 我 们 再 来 看 洛 伦 效力 公式 以 及 能 量 动 量 守恒 定律 的 表达 式 . 洛 伦 兹 力 
密度 公开 
f=pE+ 2 xB 


和 功率 密度 公式 

w=JI:E 
可 以 合 起 来 写成 

fr = : vjv, (6.5.23) 
其 中 f 的 四 个 值 即 为 《f,i 字 ) . 由 此 可 见 , 洛 伦 兹 力 公式 及 功率 公式 具有 洛 伦 兹 
不 变性 的 条 件 是 该 f, 为 一 四 维 矢量 . 在 下 节 我 们 将 看 到 , 此 要 求 是 同 牛顿 方程 相 
矛盾 的 , 这 再 一 次 表明 牛顿 方程 在 新 的 理论 中 需要 修改 . 

在 麦克 斯 韦 方程 组 和 洛 伦 效 力 公式 已 经 对 于 所 有 惯性 系 都 成 立 的 情况 下 , 能 

量 、 动量 守恒 定律 当然 也 就 随 之 在 所 有 惯性 系 都 成 立 , 不 需要 再 去 证 明 . 下 面 要 作 
的 只 是 将 它们 表 成 协 变形 式 . 不 难得 出 : 
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入 
可 以 合 写成 BT 


= ff， 6.5.24 
Bz, 了 (6.5.24) 


其 中 (注意 对 相同 指标 要 求 和 ) 
1 
Tw 一 4N 
为 一 四 维 张 量 , 此 张 量 称 为 电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 , 具体 写 出 来 , 即 为 
Pu, $12; 中 3， 一 -85 


- i 
P21, 中 >2， 中 23， 一 -22 


1 
(Fa, 十 FFB ) 


二 i 
qa1; a2; 中 33， 一 333 
一 icgl， 一 icg2， 一 icga， % 


它 说 明 电 磁场 的 动量 和 能 量 密度 是 作为 四 维 张 量 的 分 量 来 变换 的 . 

5. 到 此 , 电磁 规律 已 能 完全 符合 相对 性 原理 . 因此 6.1 节 中 提出 的 所 有 实验 矛 
盾 都 已 解决 . 至 于 斐 索 实验 , 利用 新 的 速度 变换 公式 , 亦 能 自然 地 解释 . 通过 本 节 
的 讨论 , 我 们 还 求 出 电磁 物理 量 在 不 同 惯性 系 中 的 变换 关系 , 并 对 电场 与 磁场 之 间 
的 关系 有 更 进一步 的 认识 . 我 们 还 看 到 , 利用 变换 关系 可 以 选择 适当 的 参考 系 使 问 
题 的 处 理 简 化 . 这 在 近代 理论 物理 中 是 一 个 常用 的 方法 . 


6.6 洛 伦 兹 不 变 的 力学 方程 ” 质 能 关系 式 


1. 在 6.4 节 中 , 已 经 指出 , 牛顿 方程 同 新 的 时 空 理论 有 矛盾. 因 根 据 牛 顿 方程 ， 
物体 的 加 速度 正比 于 外 力 , 于 是 在 一 恒 力 的 作用 下 , 物体 的 速度 直线 地 增加 , 结果 
必然 会 超出 光速 c. 在 6.5 节 中 , 我 们 更 进一步 看 到 , 为 使 麦克 斯 韦 方 程 组 和 洛 伦 兹 
力 公式 符合 于 相对 性 原理 , 要 求 力 密度 了 和 功率 w 组 成 四 维 矢量 , 这 样 牛 顿 方程 


就 不 可 能 具有 洛 伦 效 不 变性 . 

不 难 想到 , 牛顿 方程 可 能 只 是 速度 小 时 的 近似 结果 , 就 好 像 伽 利 略 变换 是 洛 伦 
兹 变换 在 速度 小 时 的 结果 一 样 . 我 们 应 该 找 出 一 个 新 的 力学 方程 , 它 是 “ 洛 伦 兹 不 
变 ” 的, 并且 在 物体 速度 v 与 光速 c 的 比值 趋 于 零 时 化 为 牛顿 方程 . 

在 考虑 新 方程 之 前 , 我 们 需要 先 来 考察 速度 、 加 速度 等 比较 基本 的 物理 量 在 洛 
伦 兹 变换 下 的 性 质 . 由 


7 一 一 
Th 一 OpwvTy, 
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即 得 
dzu = Qpydzy. (6.6.1) 


上 式 说 明 质 点 的 四 维 位 移 dz,, 是 一 四 维 矢量 , 但 时 间 增 量 dt 不 是 四 维 标量 , 故 ee 
并 不 构成 四 维 矢 量 . 从 式 (6.6.1) 可 得 
dt2 (4 一 所 】 一 -dedzy 


为 一 个 四 维 标量 . 在 |ul < e 的 条 件 下 , 其 平方 根 


2 
dr=dty1- 喜 (6.6.2) 


_ dz 
4 dr 


为 一 四 维 矢 量 . 此 矢量 具体 写 出 来 即 为 


Y= | 也 ic 
一 EW 2 | 
/1 一 V1- 豆 
在 很 小 时 , 它 的 前 三 个 分 量 趋 近 于 普通 速度 w, 因此 我 们 称 多 , 为 四 维 速度 . 式 
(6.6.3) 分 母 dr 的 意义 为 一 个 瞬时 相对 于 质点 为 静止 的 时 计 或 者 说 随 着 质点 运动 
的 时 计 所 指示 的 时 间 , 通常 称 为 “ 自 有 时 间 ”. 这 样 四 维 速度 就 是 四 维 位 移 dz, 与 
“ 自 有 了 时间” 间隔 dr 的 比值 . 同样 , 四 维 速度 的 增 量 dal, 与 自 有 时 间 间 隔 dr 的 比 
值 


亦 为 一 个 四 维 标量 , 于 是 
(6.6.3) 


(6.6.4) 


dW, 
= 
亦 为 一 个 四 维 矢量 , 称 为 四 维 加 速度 . 
下 面 我 们 再 来 寻求 四 维 力 的 表达 式 . 由 6.5 节 , 力 密度 f, 为 一 四 维 矢量 , 但 体 
积 元 dv 不 是 四 维 标量 , 故 
=] 


不 是 四 维 矢量 . 从 洛 伦 兹 变换 可 知 
dzwo 三 


(6.6.5) 


为 一 四 维 标量 , dvo 意 即 该 物体 的 静止 体积 元 . 于 是 
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ce 


1 一 未 


为 一 四 维 矢 量 , 并 称 为 四 维 力 . 在 质点 的 情况 即 化 得 (下 式 中 的 瑟 , = | | fudv) 


(6.6.6) 


有 了 以 上 的 结果 就 不 难得 出 一 个 洛 伦 兹 不 变 的 , 并 在 < -0 时 还 原 成 牛顿 方 


dh _ 
mo = Ky,. (6.6.7) 


它 的 意义 为 : 四 维 加 速度 将 与 四 维 力 成 正比 ,比例 常数 mo 为 一 个 四 维 标量 . 将 上 
式 化 成 普通 较 熟 悉 的 形式 即 为 


= Ww. (6.6.8) 


如 果 称 


为 质点 运动 时 的 质量 (相应 地 , mo 即 为 它 的 静止 质量 ), 称 
p= mu 


为 质点 的 动量 , 则 按 式 (6.6.8) 第 一 式 , 仍 有 : 动量 的 增加 率 等 于 质点 所 受 的 力 . 当 
力 满足 反作用 定律 时 , 封闭 系统 的 动量 仍 为 一 守恒 量 . 这 些 都 与 牛顿 力学 相同 . 而 
区 别 就 只 在 于 动量 与 速度 不 是 成 正比 , 亦 即 质量 m 不 是 常数 而 是 速度 的 函数 . 当 
质点 的 速度 趋 于 光速 c 时 其 动量 趋 于 无 穷 大 , 这 就 保证 了 质点 的 速度 不 可 能 超过 光 
速 c. 

同样 , 如 果 称 
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为 质点 的 动能 , 则 由 式 (6.6.8) 第 二 式 , 动能 的 增加 就 等 于 外 力 所 作 的 功 . 从 以 上 的 
结果 我 们 看 见 , 质量 的 增加 相应 于 能 量 的 增加 , 两 者 的 比例 常数 为 2. 于 是 , 很 自然 
地 会 提出 这 样 的 问题 : 原 有 的 静止 质量 mo 是 否 也 相应 一 定 的 能 量 moe?? 也 就 是 
说 质点 的 总 能 量 是 否 即 为 UV = me?? 

本 来 在 能 量 中 可 有 一 任意 常数 , 这 样 , 说 U 等 于 mc2 并 没有 什么 实际 意义 . 但 
在 基本 粒子 物理 中 , 发 现 某 种 粒子 有 可 能 被 其 他 种 粒子 吸收 掉 或 产生 出 来 的 现象 
后 , 情况 就 不 同 了 . 比方 说 , 有 一 个 中 性 x 介子 ( 即 ro) 与 一 个 原子 核 作 用 , 结果 被 
该 原子 核 中 的 中 子 或 质子 吸收 了 ， 由 于 中 子 在 吸收 x? 介子 后 仍然 为 中 子 (质子 也 
是 如 此 ). 因此 原子 核 在 过 程 前 后 的 能 量 改变 AU 是 一 个 完全 有 物理 意义 的 量 , 其 
中 不 包括 任意 常数 . 如 果 我 们 说 ro 介子 的 能 量 为 mxe?, 那么 就 应 有 


AU = mre?. 


这 个 结果 是 可 以 通过 实验 来 判定 的 . 由 此 可 见 : 在 此 情况 下 , 说 UV = me2 并 不 是 无 
所 谓 的 事 . 又 如 在 基本 粒子 物理 中 发 现 正 负电 子 对 可 以 淹没 而 转化 为 一 对 光子 ( 电 
磁场 ) 的 现象 . 如 果 正 负电 子 的 能 量 分 别 为 m_c? 和 mice? 则 转化 出 的 光子 对 的 总 
能 量 将 为 (m- + m+)c?, 这 也 是 可 以 通过 实验 来 测定 的 . 今天 , 这 些 结果 都 已 为 实 
验 所 肯定 . 表明 了 7 = me? 的 确 是 正确 的 . 并 具有 实际 意义 . 这 个 结果 也 可 作为 相 
对 论 正确 性 的 一 种 检验 . 

类 似 地 , 当 一 组 粒子 构成 一 个 复合 系统 (如 质子 和 中 子 构成 原子 核 ) 时 , 若 各 粒 
子 对 于 质心 参考 系 的 速度 很 小 , 使 各 个 粒子 的 “ 自 有 时 间 ” 可 看 作 等 于 质心 参考 系 
的 时 间 , 则 该 复合 系统 的 静止 质量 即 为 

Uo 


Mo = 万， 


其 中 的 Uo 为 复合 系统 作为 整体 是 静止 时 的 能 量 , 也 就 是 系统 在 质心 参考 系 中 的 能 
量 (可 称 为 内 部 能 量 ), 包括 各 个 粒子 的 静止 能 量 在 内 , 即 


Uo 一 Dmioe? 十 ST +V. (6.6.9) 


上 式 右 方 的 五 为 第 i 个 粒子 的 动能 ; Y 为 所 有 粒子 之 间 的 势能 . 这 样 我 们 就 得 到 
了 最 一 般 的 质 能 关系 式 
U= Me. (6.6.10) 


上 式 左 方 的 U 代表 一 个 粒子 (无 论 是 简单 的 还 是 复合 的 ) 的 总 能 量 , 包括 该 粒子 的 
动能 和 其 内 部 能 量 . 

以 上 结果 在 原子 能 的 利用 中 有 着 重要 的 作用 , 它 可 以 告诉 我 们 什么 样 的 核反应 
可 以 释放 能 量 , 以 及 释放 的 能 量 有 多 大 . 以 原子 堆 中 U235 的 裂变 为 例 , 设 裂变 后 的 
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原子 核 为 Bal4l 和 Kr92 加 三 个 中 子 (实际 上 有 多 种 可 能 , 这 只 是 其 中 之 一 ), 即 我 
们 考虑 的 反应 是 
n+ U5 ,Bat + Kr 十 3n. 


上 式 右 方 的 n 代表 中 子 . 由 于 n 与 U235 静止 质量 之 和 为 236.133( 原 子 量 , 下 同 )， 
而 Bal41, Kar92 与 3n 的 静止 质量 为 235.918. 两 者 相差 0.215. 这 就 是 说 n 与 U 所 
包含 的 内 部 能 量 比 Bal41, Kr92 与 3n 所 包含 的 内 部 能 量 要 大 0.215 个 单位 . 因而 由 
能 量 守 恒定 律 , 反应 后 的 Bal41, Kr9 和 3n 将 获得 动能 , 一 克 原 子 ( 即 235 克 ) 的 
U235 反应 后 释放 的 能 量 为 0.215 x (3 x 1010)2 尔格 = 5 x 1012 卡 . 这 是 一 个 很 大 的 
值 . 再 以 聚变 反应 为 例 , 考察 气 与 氛 聚 变 为 所 的 反应 


H2 十 H3 一，He4 ni 


反应 前 静止 质量 总 和 为 5.0317, 反应 后 静止 质量 之 和 为 5.0129, 两 者 相差 为 0.0188， 
因而 一 克 原 子 的 气 (2.0147 克 ) 与 一 克 原 子 的 气 (3.0170 克 ) 反应 后 释放 出 的 能 量 
即 为 0.0188x(3 x 1010)? 尔格 心 4 x 101 卡 . 

这 里 要 强调 一 下 : 质 能 关系 式 的 内 容 , 是 说 明 “ 作 为 物质 惯性 的 度量 ”的 质量 
与 “作为 物质 运动 的 度量 ”的 能 量 之 间 存 在 一 个 普遍 关系 . 以 正 负 电子 对 转化 为 光 
子 的 过 程 为 例 , 质 能 关系 式 所 表明 的 是 : 正 负 电子 都 具有 静止 质量 mo 意味 着 它们 
都 具有 内 部 能 量 moc?, 当 正 负电 子 对 转化 为 光子 时 , 这 些 能 量 也 就 转化 为 光子 的 能 
量 . 由 此 可 见 , 在 表 观 静止 的 粒子 中 实际 蕴藏 着 巨大 的 内 部 能 量 . 

2. 下 面 , 我 们 来 阐明 粒子 的 (三 维 ) 动量 p 与 能 量 U 间 的 关系 , 以 及 动量 和 能 


量 的 变换 性 质 . 不 难看 出 p 与 一 合成 四 维 矢量 pw, 因 车 令 


p=( 卫 )， (6.6.11) 


则 由 式 (6.6.4) 可 得 出 
p= moeY, (6.6.12) 


果然 为 一 四 维 矢量 . 通常 称 为 粒子 的 四 维 动量 . 由 此 可 见 作为 粒子 运动 度量 的 动量 


和 能 量 有 着 更 进一步 的 联系 , 它们 是 一 个 四 维 矢量 的 不 同 分 量 , 根据 一 个 矢量 的 平 
方 为 一 标量 , 即 得 在 两 个 惯性 参考 系 中 的 四 维 动量 有 下 述 关 系 : 


Pupn = pupy. 
当 5S’ 取得 使 与 粒子 相对 静止 时 , 有 


AI _ 2 .2 
PuPy 一 一 ?20C ， 
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于 是 即 得 在 任意 惯性 参考 系 中 ， 
Pupr = 一 mac: (6.6.13) 

或 

: U? — p2c2 = m2c4. (6.6.14) 
这 就 是 相对 论 中 能 量 与 (三 维 ) 动量 的 关系 式 . 在 基本 粒子 物理 中 , 由 于 一 般 都 是 
高 能 粒子 , 必须 用 相对 论 的 公式 处 理 , 同时 基本 粒子 过 程 又 涉及 粒子 间 的 转化 , 因 
此 本 节 的 内 容 在 那里 是 十 分 重要 的 . 

例 ” 设 一 个 w+ 介子 , 在 静止 下 来 后 , 癌变 成 为 ht 轻 子 和 中 微 子 v, 求 ht 轻 
子 和 中 微 子 的 动能 . 

解 ” 根 据 动 量 和 能 量 守恒 定律 有 


Pw = 一 P(w， 
Ut + Uw = mre?. (6.6.15) 
上 式 中 脚 码 (h) 和 (v) 分 别 代表 该 量 为 ht+ 轻 子 和 中 微 子 的 物理 量 . 注意 到 中 微 子 
的 静 质 量 为 零 , 于 是 由 式 (6.6.14) 得 
Vo = pe, 
U8 = + me 


将 上 式 与 式 (6.6.15) 联 立 , 即 解 出 


故 动能 分 别 为 
(ma — my )2c? 


TW = UW -me = a 


? 


(ma — mp)e? 


TY = UY = gm 


这 就 是 所 要 的 结果 . 另外 , 两 者 之 比 等 于 


Tw _ mr 一 mu _ 273~ 206 、014 
Ty mit+m 273+206 


此 值 是 一 个 小 量 . 故 动能 主要 由 中 徽 子 所 携带 . 


3. 最 后 , 我 们 指出 , 在 动能 和 势能 很 小 的 情况 下 , 相对 论 力学 的 结果 都 与 古典 
力学 相同 , 这 正 是 理论 所 要 求 的 . 当 动 能 和 势能 很 大 时 , 相对 论 力学 与 古典 力学 有 
着 显著 区 别 , 而 所 有 的 实验 都 证 实 了 相对 论 力学 结果 的 正确 性 . 这 种 证 实 也 可 看 作 
是 对 相对 论 的 时 空 理 论 的 支持 , 因为 相对 论 力学 方程 是 根据 洛 伦 兹 不 变性 得 到 的 . 

相对 论 力学 方程 的 实际 意义 , 主要 是 在 动能 和 势能 很 大 的 情况 , 如 原子 能 的 利 
用 、 高 能 加 速 器 的 设计 、 高 速 粒 子 实 验 分 析 和 测量 、 以 及 原子 核 物 理 和 基本 粒子 物 
理 等 方面 . 在 一 般 低速 力学 中 , 牛顿 力学 已 是 一 个 很 好 的 近似 , 应 用 相对 论 力学 是 
没有 必要 的 . 


6.7 电子 加 速 器 的 简单 理论 


1. 电子 加 速 器 是 利用 磁场 变化 时 产生 的 感应 电动 势 来 加 速 电子 , 它 能 把 电子 
加 速 到 很 高 的 能 量 . 由 于 这 时 电子 的 速度 已 接近 光速 c, 需要 用 相对 论 力学 来 处 理 ， 
故 本 书 将 它 作为 相对 论 力 学 的 应 用 实例 来 介绍 , 图 6.7.1 即 为 电子 加 速 器 的 截面 图 


电磁 铁 


电子 注入 器 

子 

PA 
图 6.7.1 电子 加 速 器 的 截面 图 


取 电 子 运动 的 轨道 为 z = 0 平面 . 在 电子 加 速 器 中 磁场 具有 轴 对 称 性 , 磁场 的 
方向 与 电子 轨道 垂直 , 同时 以 一 定 的 频率 w 变化 , 即 


B. = Be = 0, 


B= B, = Bol(r)sinwt. (6.7.1) 
在 上 述 情 况 下 , 电场 的 方向 将 在 9 方向 , 而 且 亦 具有 轴 对 称 性 . 于 是 由 


—r OO rw 


= 区 京 了 = 一 元 Bo coswt. (6.7.2) 
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其 中 的 互 和 万 。 分 别 为 半径 为 的 圆 面积 内 磁场 和 其 振幅 的 平均 值 , 即 


Bo 一 3 | Bodo. 

设 在 t=0 时 由 电子 枪 注入 电子 . 当 电 子 受 电场 的 作用 而 速度 增加 时 , 由 于 磁 
场 也 在 增加 , 故 有 可 能 使 电子 保持 在 一 个 = ro 的 圆周 轨道 上 做 回旋 运动 (我 们 
知道 , 电子 的 回转 半径 与 其 速度 是 “ 正 变 关 系 ”, 与 磁场 强度 是 “ 反 变 关系 ”), 在 经 
历 了 2 周期 ( 指 交 变 电 磁 场 的 周期 , 一 般 情况 在 此 时 间 内 电子 已 回旋 多 次 ), 电子 
速度 达 最 大 值 时 , 即 通过 轨道 膨胀 器 将 电子 引出 , 下 面 我 们 来 研究 电子 能 够 维持 在 
”= ro 圆周 轨道 上 运动 的 条 件 . 

设 辐射 能 量 损失 比 加 速 电场 对 电子 作 的 功 小 得 多 , 亦 即 辐射 阻尼 力 比 起 电场 的 
作用 力 很 小 , 这 时 , 电子 的 运动 方程 即 为 


d mov e 
误 | 本 =—eE— 0X B. (6.7.3) 


如 果 电 子 能 维持 在 x = ro 圆周 轨道 上 运动 , 则 将 上 式 分 解 成 法 向 和 切 向 的 分 量 形 
式 后 , 得 出 的 结果 为 


= zuB(ro)， (6.7.4) 


[六 | = eE(ro). (6.7.5) 
t 
1— 
c 


式 (6.7.4) 为 电子 在 磁场 中 的 回转 半径 公式 的 相对 论 推 广 , 式 (6.7.5) 为 速率 增加 公 
式 的 相对 论 推广 . 由 式 (6.7.5) 和 (6.7.4) 即 得 


eE(ro) = 到 (2 ) . 


消去 两 边 的 e, 并 同 式 (6.7.2) 比较 , 得 出 的 结果 为 


二 [ao - 这 =0. 


6.7 ”电子 加 速 器 的 简单 理论 . 281 . 


再 从 t=0 时 B(ro) = 瑟 =0, 即 得 电子 能 维持 > = ro 圆周 轨道 的 必要 条 件 为 : 在 
任何 时 刻 

Btro) = 3B. (6.7.6) 
不 难看 出 , 当 式 (6.7.6) 满足 时 , 根据 式 (6.7.4) 解 出 v, 然后 取 


?一 ?70)， 


t 
0 = | vdt, (6.7.7) 
则 上 述 + 和 6 满足 电子 的 方程 式 和 初 值 条 件 . 因此 , 它 确 实 是 正确 的 解答 . 这 说 明 
式 (6.7.6) 也 是 电子 能 维持 +r = ro 圆周 轨道 的 充足 条 件 . 

2. 我 们 估计 一 下 电子 在 这 种 加 速 器 中 所 获得 的 能 量 . 由 于 单位 时 间 电 场 对 电 


子 作 的 功 为 eBo, 故 在 二 周期 即 At = 区 内 电子 获得 的 能 量 为 
U= 厂 eBvdt. (6.7.8) 
0 
实际 上 除了 最 初 一 小 段 时 间 外 , 电子 速度 已 很 接近 于 光速 , 故 上 式 可 近似 地 化 为 
eroBo be 
| 


B 
w eoswtdt = S00 


U= ec) 五 dt = = eroBo(r0). (6.7.9) 
0 


由 此 可 见 , 上 述 UV 与 磁场 的 频率 无 关 . 当 ro = 83.3cm, Bo(70) = 4000G 时 , 电 
子 能 量 可 达 100MeV, 这 时 = As 0.99995. 如 果 频 率 为 60Hz, 则 电子 在 2 周期 内 回 
转 的 次 数 等 于 区 到 Ai 2.5 x 105. 

本 节 的 结论 是 在 略 去 辐射 阻尼 力 、 即 在 辐射 能 量 比 起 电场 对 电子 作 的 功 小 得 
多 的 条 件 下 推 得 的 . 因而 当 电 子 能 量 高 到 一 定 程度 以 后 , 上 面 所 得 的 结论 将 不 再 成 


立 , 电子 轨道 的 半径 将 发 生变 化 . 我 们 可 以 根据 辐射 损失 公式 来 求 出 以 上 结论 的 适 
用 的 限度 . 由 式 (5.4.10), 适用 的 条 件 可 表 为 


2e2c 
一 rojc 
2 一 | 二 
3r3 LE (1 


再 应 用 式 (6.7.2), (6.7.6) 和 (6.7.4), 上 式 即 化 为 


或 者 表示 成 
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UU, 
1/3 
Uc 一 moc? (se) 。 
式 (6.7.10) 说 明了 本 节 结 果 应 用 的 限度 . 上 式 中 的 U。 实 即 为 在 一 定 的 ro 和 w 条 
件 下 电子 能 达到 的 最 高 能 量 , 因为 在 达到 此 能 量 时 , 辐射 损失 已 等 于 电场 对 电子 所 
作 的 功 , 故 电子 能 量 不 可 能 超越 上 述 UU. 式 (6.7.10) 表明 , U6 随 w 和 ro 的 增加 而 
变 大 , 在 ro = 83cm, w = 60Hz 的 情况 , 7 = 400MeV， 
3. 最 后 让 我 们 简单 地 介绍 一 下 公式 (6.7.4) 在 其 他 类 型 的 加 速 器 (如 同步 回旋 
加 速 器 和 同步 加 速 器 ) 中 的 应 用 . 在 同步 回旋 加 速 器 中 , 磁场 B 基本 上 是 均匀 的 ， 
因而 根据 式 (6.7.4) 可 以 求 出 粒子 的 回转 频率 f 与 能 量 的 关系 : 


UN\2 
_ v9 1- (=) _ eBe 


2rr 2rrmoc 2nU 


(6.7.10) 


(6.7.11) 
eBce eB 


onmetT) ~ /7 TN 
Tfrnoc2 十 了 ) 2mmoc (1+) 
其 中 的 了 为 加 速 器 中 粒子 的 动能 . 由 此 可 见 , 当 动 能 了 增加 时 , 回转 频率 f 减 小 . 
于 是 加 速 场 的 频率 也 应 该 随 之 调整 . 在 全 交 moc? 时 


此 时 了 与 动能 工 成 反比 而 且 与 粒子 的 质量 mo 无 关 . 
在 同步 加 速 器 中 , 粒子 是 在 一 个 固定 的 轨道 上 运动 (通过 磁场 的 调整 来 保持 粒 
子 轨道 半径 不 变 ), 这 时 回转 频率 与 能 量 的 关系 为 


2 2 
A A A LA 
f= 2rr 2nr (z) or 1 (a 5 : (6.7.12) 


当 动能 了 比 moc? 大 得 多 时 , 例如 对 电子 来 说 当 能 量 超过 几 个 兆 电子 伏特 时 , 回转 
频率 f 就 将 近似 为 一 常数 


它 与 能 量 无 关 , 也 与 粒子 的 质量 无 关 . 这 时 的 情况 就 变 得 很 简单 : 加 速 场 的 频率 不 
必 调 整 , 粒子 的 轨道 也 保持 为 恒定 的 , 只 是 磁场 随 着 粒子 能 量 增 加 而 增加 . 目前 最 
高 能 量 的 加 速 器 都 是 属于 这 一 类 型 . 
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6.8 在 电磁 场 中 运动 的 带电 粒子 的 拉 格 朗 日 方程 
和 哈密 顿 方 程 


1. 在 理论 力学 中 , 曾经 把 “在 ‘与 速度 无 关 的 ' 势 场 中 运动 ”的 粒子 的 运动 方 
程 表 成 更 普遍 的 分 析 力 学 方程 的 形式 , 以 及 把 牛顿 定律 表 成 更 普遍 的 变 分 原理 的 形 
式 . 这 样 做 不 仅 便于 作 系 统 地 讨论 以 及 在 某 些 情 况 下 便于 解决 具体 的 问题 , 更 重要 
的 是 : @ 这 种 形式 与 坐标 系 的 具体 选择 无 关 , 因而 能 够 更 好 地 反映 出 不 同 坐 标 系 中 
运动 的 共同 特点 和 运动 的 一 些 普遍 性 质 ; @ 运动 规律 的 这 种 形式 具有 更 广泛 的 意 
义 , 即 不 限于 力学 运动 形态 的 范围 . 力学 运动 规律 只 是 作为 它 的 一 种 特殊 情况 . 它 
有 可 能 以 统一 的 形式 反映 不 同 运 动 形态 的 规律 , 事实 上 也 正 是 这 样 ， 下 面 将 证 明 : 
运用 变 分 原理 和 分 析 力 学 方程 , 不 仅 可 以 统一 地 表示 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 方 
程 和 相对 论 不 变 的 力学 方程 , 还 能 够 表示 电磁 场 的 运动 方程 (麦克 斯 书 方程 组 ). 甚 
至 还 能 用 来 表示 其 他 基本 粒子 的 运动 方程 . 除 此 而 外 , 它 还 适宜 于 过 渡 到 量子 力学 
和 量子 场 论 中 去 . 
2. 我 们 先 来 讨论 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 的 方程 , 并 从 非 相对 论 情况 开始 . 我 
们 知道 , 带电 粒子 所 受 的 力 是 与 速度 有 关 的 ( 洛 伦 兹 力 ), 因而 现在 的 问题 是 如 何 将 
拉 格 朗 日 方程 、 哈密 顿 方程 和 变 分 原理 推广 到 力 与 速度 有 关 的 情况 . 
在 理论 力学 中 曾经 得 出 , 牛顿 方程 
dp 
译 =F (6.8.1) 
用 广义 坐标 (q1, ga, gs) 表示 时 即 为 
d /oT eT 
式 中 的 了 代表 动能 ; Q; 为 广义 力 的 分 量 , 其 定义 为 
Qi=F.oo. (6.8.3) 
不 难看 出 , 只 要 Q; 可 以 用 某 个 函数 U(g,g,t) 表示 为 


7 dd /evU 
;i = -Bar 十 En (办) ， (6.8.4) 


式 (6.8.2) 即 可 化 为 拉 格 朗 日 方程 的 形式 


d /arN OL 
二 ( 匣 ) -gi -0 (6.8.5) 
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其 中 
L=T-U. (6.8.6) 


称 为 拉 格 朗 日 函数 . 由 此 可 见 , 8; 并 不 限于 与 速度 无 关 的 广义 力 , 它 还 可 以 是 与 时 
闻 有 关 的 , 只 要 它 能 表 成 式 (6.8.4) 的 形式 即 可 . 
对 于 在 给 定 的 外 电磁 场 (zx,y,z,t) 和 B(z,y,z,) 中 运动 的 粒子 由， 


F=g (z 十 zu x Dj . (6.8.7) 


利用 标 势 p(x, y, 2 t) 和 矢 势 A(z, 2 2 t), Fs 可 以 改写 为 


瓦 =- 元 (2- io:4) -2 (站 (4: 吕 9)|， (6.8.8) 
其 他 分 量 类 似 . 在 改写 中 我 们 利用 了 在 理论 力学 中 所 学 过 的 公式 
Se 一 2 十 (~ 过 vy 和 二 十 wz 吉 = ) . (6.8.9) 
于 是 , 若 取 拉 格 朗 日 函数 为 
L=T-U, (6.8.10) 
0=4(o-io.4), (6.8.11) 


即 可 得 出 带电 粒子 在 外 电磁 场 中 运动 的 拉 格 朗 日 方程 , 其 形式 如 式 (6.8.5) 所 示 . 
有 了 拉 格 朗 日 方程 以 后 , 就 可 以 如 同 理论 力学 一 样 地 得 出 哈密 顿 方程 . 定义 广 
义 正则 动量 
_ OL(g,4,t) 
Pi Oc 
由 此 解 出 G; 用 “p; 及 g” 的 表达 式 后 , 即 可 定 出 体系 的 哈密 顿 量 ( 它 将 表示 为 p,q,t 
的 函数 ): 


(6.8.12) 


而 正则 运动 方程 即 为 
a oH 
Opi 
ol (6.8.14) 
了 三 一 ar 


@@ 带电 粒子 自己 产生 的 电磁 场 对 于 粒子 亦 有 一 定 的 作用 ， 如 第 五 章 所 述 , 这 种 作用 一 部 分 作为 电磁 质 
量 已 并 入 总 质量 中 , 另 一 部 分 为 辐射 阻尼 力 , 它 一 般 不 大 , 在 这 里 假定 可 以 路 去 . 
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对 于 我 们 所 讨论 的 情况 , 相应 于 直角 坐标 的 正则 动量 是 


2 = ?mo 十 £4. (6.8.15) 


值得 注意 的 是 , 正则 动量 并 不 与 机 械 动 量 mw 相等 , 而 还 有 附加 项 £4, 其 中 4 为 
粒子 所 在 位 置 的 值 . 代入 式 (6.8.13) 后 , 得 出 哈密 顿 量 为 


H= Tr +a 


= 二 ( 一 2 4) 十 gp， (6.8.16) 
这 是 一 个 经 常用 到 的 公式 , 值得 注意 . 

同样 带电 粒子 的 运动 规律 可 表达 为 变 分 原理 的 形式 , 并 与 理论 力学 中 的 结果 完 
全 一 样 . 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 的 特点 只 是 反映 在 拉 格 朗 日 函数 大 的 具体 形式 
上 面 , 因此 , 这 里 不 必 再 重复 地 讨论 . 

3. 以 上 是 非 相 对 论 的 情况 , 下 面 我 们 再 来 讨论 相对 论 力学 方程 . 先 看 粒子 在 与 
速度 无 关 的 势 场 Y 中 运动 的 情况 , 这 时 


(6.8.17) 


注意 到 在 相对 论 情 况 , 力学 方程 不 能 化 成 式 (6.8.2) 的 形式 , 即使 了 是 用 相对 论 的 
表达 式 

T= /pc + mect (6.8.18) 
也 不 行 . 因而 , 工 不 再 等 于 荆 一 V. 我 们 必须 寻找 另外 一 个 函数 W, 要 求 它 只 是 速 
度 的 函数 , 并 满足 


Bo = -天 = pi, (6.8.19) 
ee 
这 样 , 相对 论 力学 方程 就 可 化 为 下 述 形 式 : 
d /aeW\ OW 
4 (到 ) -天 = 局 (6.8.20) 
再 令 拉 格 朗 日 函数 为 
L=W-V, (6.8.21) 
即 可 得 出 所 需要 的 拉 格 朗 日 方程 . | 
不 难 证 明 


W = moc? (: -V1- 豆 (6.8.22) 
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就 具有 上 述 的 性 质 . 因而 在 相对 论 情况 , 拉 格 朗 日 函数 即 为 


2 
L= moc (: 一 人/ 一 5 —V. (6.8.23) 


有 了 拉 格 朗 日 函数 以 后 , 通过 引入 正则 动量 p( 它 的 三 个 分 量 为 一 一 于 二)， 
1 


哈密 顿 量 就 可 定 出 : 
H=Yp:v—L= Vp +mect+V, (6.8.24) 
它 仍然 等 于 粒子 的 总 能 量 . 
当 粒 子 在 电磁 场 中 运动 时 , 根据 式 (6.8.8) 和 (6.8.20), 拉 格 朗 日 函数 为 
L=W-U, (6.8.25) 
U=g ( 一 io - 4 
而 相应 的 哈密 顿 量 等 于 
gq 2 
H=3p:v—-L= (p 一 24) c2 + mact + gp, (6.8.26) 


其 中 的 p 代表 正则 动量 , 它 等 于 机 械 动 量 mw 与 A 之 和 , 亦 即 


十 人 4. (6.8.27) 


将 式 (6.8.26) 和 (6.8.24) 比较 , 可 以 看 出 , 从 普通 的 势 场 过 渡 到 电磁 场 时 , 只 需 将 哈 
密 顿 量 中 的 p 和 V( 势 场 ) 作 下 述 代 换 即 可 


p -一 了 一 人 4， (6.8.28) 
V 一 00. 


这 个 关系 在 其 他 的 课 中 将 常会 用 到 |. 

4， 以 上 的 结果 , 证 实 了 本 节 初 所 作 的 论断 : 即 带 电 粒子 在 给 定 电磁 场 中 的 运 
动 , 不 论 是 相对 论 的 还 是 非 相对 论 的 , 都 可 以 用 拉 格 朗 日 方程 、 哈 密 顿 方程 和 变 分 
原理 来 统一 的 表示 . 它们 与 理论 力学 中 在 势 场 运动 粒子 的 区 别 , 只 是 反映 在 具体 工 
和 五 的 形式 上 面 , 而 方程 的 形式 则 是 一 样 的 . 另外 , 本 节 的 结果 对 于 从 经 典 理论 过 
渡 到 量子 理论 有 着 重要 意义 , 在 量子 力学 课程 中 将 会 用 到 这 些 结果 . 
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1. 如 同 6.8 节 第 一 段 所 述 , 不 仅 带 电 粒 子 的 运动 规律 可 以 用 拉 格 朗 日 和 哈密 
顿 方程 以 及 变 分 原理 来 表示 , 电磁 场 的 运动 规律 也 可 以 用 它们 来 表示 . 在 本 节 中 我 
们 即 来 讨论 后 一 问题 . 首先 应 当 曾 明 的 是 , 电磁 场 应 当 作为 自由 度 为 无 穷 多 的 体系 ， 
而 不 像 一 个 粒子 只 是 三 个 自由 度 的 体系 . 在 连续 体力 学 中 , 我 们 曾经 磁 到 无 穷 多 自 
由 度 的 情况 , 让 我 们 简单 地 对 它 作 一 些 回忆 . 考虑 一 个 弹性 体 的 振动 , 设 将 弹性 体 
分 成 NN 个 小 区 域 , 设 mn 表示 该 小 区 域 偏离 平衡 状态 的 距离 , 这 样 当 某 瞬时 的 和 
计 (i 二 1,2,.… ,入 ) 给 定时 , 整个 弹性 体 在 该 眠 时 的 运动 状态 就 近似 地 被 决定 (“ 近 
似 ” 在 于 将 连续 体 分 成 为 个 区 域 ). 运动 方程 即 描述 这 NN 个 
m 如 何 随 时 间 而 变化 ， 这 样 , 弹性 体 近似 地 相应 于 3N 个 自由 
度 , 7 即 为 它 的 广义 坐标 . N 取得 愈 大 , 近似 程度 就 愈 好 , 当 NN 
趋 于 无 穷 时 , 上 述 描写 就 是 精确 的 . 这 表明 弹性 体 相 当 于 一 个 具 
有 无 穷 多 自由 度 的 体系 (这 里 把 弹性 体 看 作 连 续 体 , 即 略 去 它 的 
微观 结构 ), 相应 的 广义 坐标 即 为 n(x,y,z). 注意 , 现在 (zx,y, 2 [ri 
代表 弹性 体 的 “广义 坐标 mw 的 指标 (以 代替 通常 的 指标 让 此 图 691 分 成 为 N 
指标 是 指 该 小 体积 在 平衡 时 的 位 置 , 它 并 在 弹性 体 的 存在 区 域 个 小 区 域 的 弹性 体 
内 连续 地 取 值 (代替 上 面 说 的 i= 1,2,…… ,NN). 

对 于 电磁 场 , 当 用 w 和 A( 洛 伦 北 规范 中 的 信 ) 来 描述 时 , 情况 与 上 述 弹性 体 
十 分 相似 . 电磁 场 的 瞬时 运动 状态 由 p(x,y,z), A(zx,y,2),P(z,y,z) 和 A(zx,y,z) 来 
确定 , 它们 满足 含 二 次 时 间 微 商 的 运动 方程 : 


Ba 

3 V2p = 4rp， 
D24 
4= 


p 和 了 代表 作用 源 . 事实 上 , 由 于 yp 和 4 还 满足 洛 伦 北条 件 
VV.A+ zp =0, (6.9.2) 


故 只 需 w, A 和 及 就 可 次 定 该 瞬时 的 电磁 场 状 态 , 也 就 是 说 , 电磁 场 在 该 时 刻 的 一 
切 性 质 都 可 由 它们 定 出 . 由 此 可 见 , p 和 4 相当 于 电磁 场 的 “广义 坐标 ”, 而 (z,y,z) 
为 其 指标 (如 同 @ 中 的 让 . 于 是 电磁 场 像 弹性 体 一 样 为 无 限 自 由 度 的 体系 . 但 要 注 
意 的 是 , 由 于 电磁 场 的 规范 不 变性 , 所 有 满足 
A'’=A+vVy, 
10v (6.9.3) 
Ta 


(6.9.1) 
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的 w, 4 和 A' 都 与 p, A 和 A 描述 同一 个 状态 (2 已 由 4 决定 , 见 式 (6.9.2)). 

2. 为 了 从 有 限 自 由 度 的 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 方程 过 渡 到 无 限 自 由 度 的 方程 , 我 
们 先 来 考虑 由 弹簧 连接 的 无 穷 个 质点 的 长 链 . 设 质 点 都 是 相同 的 , 质量 为 m. 它们 
可 以 沿 着 链 的 方向 做 纵 振动 . 此 体系 的 总 动能 为 


= 二 这 


NN 

图 6.9.2 ”由 弹簧 连接 的 无 穷 个 质点 的 长 链 
m 为 第 i 个 质点 偏离 平衡 位 置 的 距离 . 体系 的 总 位 能 等 于 

V= SEk(ner — 7)2, 
上 式 中 的 为 弹簧 的 恢复 系数 ; (mi+i 一 7m) 等 于 第 i 个 弹 签 的 伸 长 量 , 于 是 , 体系 的 
拉 格 朗 日 函数 即 为 1 
L= 22m + k(m+1 — m)2]. 

设 弹 得 的 平衡 长 度 为 Ax, 则 工 可 改写 为 


L= YLiAz, 
mm Mtl MN ? M+t1— 7 2 
LL.= 2 WH Mm) 2 Umm mt 
AT +kaz( Arz ) Mh +r( Az ) ， 


其 中 
= 之 
H Ar 
了 一 KKAz， 


A 代表 的 是 单位 长 度 链 的 质量 , Y 代表 的 是 杨 氏 系数 . 当 令 Az 趋 于 零 并 将 六 表 
作 nm(zi) 时 (zi 表 第 i 个 质点 的 平衡 位 置 ), 即 有 


L = | ra 


d 
了 = /JW +Y (gu) ， 


其 中 的 9 即 为 qz 三 称 为 该 长 链 的 拉 格 明日 函数 密度 在 上 例子 中 , 它 是 和 
(3 于) 的 函数 , 故 工 可 记 为 5 (% 于)， 在 更 普遍 的 情况 下 , 它 还 可 能 明显 地 含 


和 7, 即 需 表 为 工 (mh 里, 


(6.9.4) 
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当 了 7 用 来 代表 三 度 空 间 的 场 时 , 相应 的 拉 格 朗 日 函数 即 为 


L= 昨 Ldr7, 
Bn On On On (6.9.5) 
L=L 人 他 , 久 ,!， : 
为 了 对 称 起 见 , 我 们 把 5 写作 多 
3. 在 理论 力学 中 , 我 们 知道 , 可 以 将 变 分 原理 代替 牛顿 方程 作为 整个 力学 的 基 
础 , 要 求 由 它 可 以 推出 牛顿 方程 或 相应 的 拉 格 朗 日 方程 . 对 于 无 穷 多 自由 度 的 体系 ， 


5= jat = 用 Ld4z (6.9.6) 


取 极 值 . 更 具体 地 说 是 这 样 : 给 出 任意 一 个 函数 m(z,y,z, 引 ( 它 不 一 定 代表 体系 的 一 
个 实际 运动 状态 , 即 不 一 定 满足 运动 方程 ), 就 可 以 计算 出 一 个 8 的 值 (如 果 我 们 只 
考虑 某 个 空间 区 域 V 和 时 间 间 隔 了 , 则 式 (6.9.6) 的 四 维 积分 即 在 此 范围 内 ), 而 所 
有 代表 实际 运动 状态 的 mn(z,y, zt), 都 将 使 5 取 极 值 , 即 对 于 四 维 积分 限 的 边界 上 
满足 条 件 


量 


Sn(z,y,z,t) =0 (6.9.7) 
85=58 是 工 d4z = 0. (6.9.8) 
当 7 有 一 增 量 87 时 , 工 相应 的 增 量 为 


3 
5L = Lan+— (多 )+ 地 5( 记 ) 


的 任意 小 变化 87, 都 有 


ot 


(6.9.9) 


3 8L 
3 ( 史 ) 到 (am) +2, 3 ( 晶 ) Bz (om 
在 上 式 中 我 们 已 用 了 (zi oz za) 来 代替 (z,y, 妨 . 于 是 


5=|||| 3rass 


- 呆 区 所 on: 袜 全 二 oo 
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利用 分 部 积分 和 6m 所 满足 的 边 值 条 件 , 可 将 上 式 化 为 


85 = 川 一 凶 es) 一 > 所 E 加 ] Snd4z. (6.9.10) 


变 分 原理 要 求 : 对 于 任意 满足 边 值 条 件 式 (6.9.7) 的 5m, 上述 85 应 等 于 零 . 因此 ， 
式 (6.9.10) 右 方 的 被 积 函 数 必须 处 处 为 零 , 即 


Br 8 aL 3 0 aL 
二 -~ 现 bel _ > i Ge =0. (6.9.11) 
ot Oz: 


以 上 的 讨论 表明 ,从 变 分 原理 可 以 导出 方程 (6.9.11).， 不 难得 出 , 反 过 来 ， 从 方程 
(6.9.11) 也 可 以 导出 原来 的 变 分 原理 , 因而 两 者 是 等 当 的 . 如 果 工 能 选取 得 使 方程 
(6.9.11) 与 体系 的 运动 方程 一 致 , 那么 变 分 原理 的 表 叙 方式 就 与 运动 方程 的 表 叙 方 
式 完全 相当 . 而 由 该 了 导出 的 方程 (6.9.11) 就 是 无 限 自由 度 体系 的 拉 格 朗 日 方程 . 

4. 在 自由 电磁 场 的 情况 下 , 与 上 述 ” 相当 的 量 即 为 py 和 4, 因而 不 只 是 一 个 
函数 而 是 四 个 函数 (4 有 三 个 分 量 , 相应 于 三 个 函数 ). 为 了 更 明显 的 表示 出 理论 的 
相对 论 不 变性 , 我 们 令 4 = (4,ip) 并 用 4 代表 它 的 四 个 分 量 . 这 时 , 式 (6.9.11) 
就 化 为 


aL 9 OL 3 9 aL 
LI |_yV | |=,o, = 1,2,3,4), (6.9.12 
BA, ot [eg 2 5 [oj (4 ), (6.9.12) 


ot 


它 也 可 写作 


04, 
Orv 


到 一 于 es j = 0， (为 求 和 指标 , y 取 值 为 1,2,3,4)， (6.9.13) 


这 里 的 拉 格 朗 日 函数 密度 工 应 该 取得 使 式 (6.9.13) 与 电磁 势 的 运动 方程 (6.9.1) 
相 一 致 . 通过 直接 的 微分 , 不 难 证 实 , 当 取 
_ 184,04, .1 


~ 8x Oxy Ory c 


Apjp (6.9.14) 
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时 , 式 (6.9.13) 即 化 为 式 (6.9.1), 因而 工 的 这 一 取 法 是 正确 的 (当然 还 可 以 有 其 他 
的 取 法 ). 这 时 的 式 (6.9.13) 即 为 ( 洛 伦 兹 规范 下 的 ) 电磁 场 的 拉 格 朗 日 方程 . 
由 于 我 们 所 取 的 是 洛 伦 兹 规范 ， 故 在 变 分 原理 和 拉 格 朗 日 方程 之 外 , 还 须 有 附 


加 条 件 ( 洛 伦 兹 条 件 ) 
Oh, 


Oxy 

处 理 问 题 时 应 将 它 与 变 分 原理 或 上 述 拉 格 朗 日 方程 (6.1.4) 联合 起 来 考虑 . 
5. 有 了 拉 格 朗 日 函数 和 拉 格 朗 日 方程 以 后 , 不 难得 出 相应 的 哈密 顿 量 和 哈密 
顿 方 程 . 为 此 , 定义 与 4,, 相对 应 的 共 斩 量 x 为 
oL | oL 
Rh 一 月 一 54 。 
(这 
它 相似 理论 力学 中 的 正则 动量 , 然后 定义 哈密 顿 量 密度 为 (注意 下 式 要 对 1/ 求 和 ) 


H=mhy-L=n, (党 ) 一 工 . (6.9.17) 


= 0. (6.9.15) 


(6.9.16) 


当 将 五 看 作 是 A 


ft(i=1 2,3) 和 zt 的 函数 时 , 就 有 
| ji 04， BL Bh, 

On ~ "Or 0A, Or,’ 
oH AA, BL BL A, 


54 "6A, dA 8d, dd 
(注意 , 4 应 表示 为 ,4A 和 5 的 函数 ) 利用 式 (6.9.16) 可 将 上 两 式 化 为 


Onp = ] 
人 (6.9.18) 
5 31 


再 对 第 二 式 应 用 拉 格 朗 日 方程 式 (6.9.13), 可 以 得 出 


| orL ] -人 和]| ee 
OA, ”bm OA4\| 如 84 人 | bz 04, 
Az (这 5 (Re) 
= -i | | 
Or (和 i 
日 | 一 上 
Drzi 
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在 化 出 最 后 一 个 等 式 时 , 利用 了 


8 64  _ 9L 
OAs\ “164 OA 
2 (给 ) a ( Ori 9 Oxi 
ar 64, aL 


-5 07 oY 
? (3%) (有 
式 (6.9.18) 第 一 式 和 式 (6.9.19) 即 构成 洛 伦 兹 规范 下 电磁 场 的 哈密 顿 方程 : 


_8H 
~ On 


6.9.20 

98 ,8 | on on 

oh om | so /0MY)) 
Drzi 


如 


它 与 方程 (6.9.1) 完全 相当 . 
最 后 , 我 们 再 次 指出 , 在 电子 与 电磁 场 的 总 哈密 顿 量 


一 aay 1 2 上 B? 
H=Y(P-24) t+moct+ 寺 | 四 + B?)dr 


中 , 已 经 包括 了 电子 与 电磁 场 的 作用 能 . 因为 
1 
8r 
其 中 Br 和 i 分 别 代表 电场 中 横 场 和 纵 场 的 部 分 ， 上 式 右 方 第 一 项 代表 的 是 电磁 场 的 能 量 ， 
上 式 右 方 中 第 二 项 可 化 为 


1 1 1 
一 斌 | EL:Vydr = 一 机 | VY. (BLp)dr+ 贾 | - El}wpdr. 


1 


2 p21 2 2 1 
| +B )dt= 玖 | +B )dqr 十 i 


| E?dr. 
oo 


右 方 前 项 在 化 成 ce 远 处 的 面积 分 后 即 显 示 其 值 为 零 , 后 项 则 等 于 3 | wear 显示 为 电子 与 电 
磁场 的 作用 能 . 

6. 本 节 的 讨论 说 明了 , 电磁 场 的 运动 规律 可 以 和 质点 的 运动 规律 用 统一 的 形 
式 来 表示 , 所 差别 的 只 是 自由 度 不 同 , 描写 状态 的 具体 变量 不 同 , 以 及 拉 格 朗 日 函 
数 的 具体 形式 不 同 . 电磁 场 运动 规律 的 这 种 普遍 形式 对 于 过 渡 到 量子 电动 力学 具有 
重要 的 意义 . 不 仅 如 此 , 根据 现在 的 量子 理论 , 所 有 的 粒子 (不 论 是 电子 、 核 子 、 介 
子 和 超 子 ) 的 运动 状态 都 应 当 用 一 定 的 波 函 数 来 描写 , 或 者 说 与 一 定 的 场 相对 应 ， 
它们 的 运动 规律 和 相互 作用 也 应 当 可 以 通过 相应 的 拉 格 朗 日 函数 和 变 分 原理 来 表 
示 . 在 这 样 的 理论 中 , 寻找 新 的 基本 粒子 运动 和 相互 作用 的 规律 就 归结 为 寻找 波 函 
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数 和 拉 格 朗 日 函数 的 具体 形式 . 而 根据 相对 论 不 变性 的 要 求 , 拉 格 朗 日 函数 密度 应 
为 一 相对 论 不 变量 [ 即 四 维 标量 , 如 式 (6.9.14) 就 是 如 此 ], 另外 , 动量 -能 量 守恒 、 角 
动量 守恒 等 原理 也 对 拉 格 朗 日 函数 密度 提出 了 相应 的 要 求 . 这 样 需要 试探 的 范围 
就 大 大 缩小 , 使 得 寻找 新 的 规律 性 的 工作 得 到 比较 大 的 简化 . 由 此 可 见 场 的 变 分 原 
理 和 哈密 顿 方程 有 着 重要 的 实际 意义 . 
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矢量 分 析 处 理 的 对 象 是 矢量 场 . 这 里 所 谓 的 场 只 具有 数学 上 的 意义 , 意思 是 指 
空间 的 函数 , 矢量 场 就 是 指 矢 量 的 空间 函数 f(z,y, z). 在 矢量 分 析 中 也 常 牵涉 到 标 
量 场 , 标量 场 的 意思 是 指标 量 的 空间 函数 yp(z,y, z). 


A.1 矢量 场 的 散 度 和 旋 度 以 及 有 关 的 定理 


在 讨论 散 度 和 旋 度 之 前 , 我 们 先 列举 出 矢量 分 析 中 基本 的 定义 和 公式 . 
定义 


/of: 0， /Ofs op /ofy 0 
vxf= (名 六 )i+( 疼 az /一 az Oy 和 
op en . O28 


Ves a By + G2 ， 


其 中 的 V .为 一 标量 场 ,V x 了 和 Vy 为 矢量 场 (因为 Y 为 矢量 算 符 ), 可 以 证 明 
下 述 基 本 公式 ( 设 公式 中 的 函数 都 是 足够 好 的 连续 函数 ) 
(a) 高 斯 定理 ”对 于 空间 任意 区 域 , 有 


(rao = -rar (A.1) 


上 式 中 左 方 的 积分 面 为 右 方 “积分 区 域 ”的 表面 , do 的 方向 是 自 (区 域 ) 内 向 外 (这 
一 点 是 对 于 封闭 曲面 的 面积 分 的 普遍 规定 ). 
(b) 斯 托 克 斯 定理 ”对 于 空间 任意 曲面 , 有 


$s-a= Ys.ao, (A.2) 


上 式 左 方 的 积分 线 为 右 方 积 分 面 的 边线 . 线 积分 的 回转 方向 与 面积 的 正方 向 合乎 
右手 螺旋 关系 (这 也 是 普遍 性 的 规定 , 凡是 等 式 的 两 边 分 别 出 现 线 积 分 和 面积 分 时 
都 应 作 此 了 解 ). 

(c) 格林 公式 ” 设 p 和 沙 为 两 个 标量 场 , 定义 V2p = Y.Vep, 则 有 


Pvve ‘do = wwe + Vp: Vw)d7, (A.3) 
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及 
(vve -v0 .ao = ve ~ wvrpar (A.4) 

要 掌握 一 个 矢量 场 的 特点 , 就 是 要 知道 它 的 散 度 和 旋 度 . 下 面 我 们 以 流体 力学 
为 例 来 说 明 散 度 和 旋 度 的 概念 

先 讨论 散 度 . 设 流体 的 密度 为 p, 速度 为 v, 由 于 p 和 v 都 是 空间 函数 ， 故 
f= pu 为 一 矢量 场 , 此 矢量 场 称 为 流量 场 , 了 称 为 流 矢量 .了 . do 代表 单位 时 间 内 
流 过 do 的 流体 的 质量 ( 指 由 do 后 方 流向 前 方 ). 

要 描写 某 点 (z,y 习 附 近 流体 流散 的 情况 , 我 们 可 围绕 该 点 作 一 小 封闭 曲面 , 并 
求 通过 该 对 闭 曲面 的 总 流量 作 7 .ac. 显然 , 求 出 的 数 信 与 所 了 封闭 曲面 内 体积 的 


大 小 及 形状 有 关 ， 当 曲面 足够 小 时 ,从 高 斯 定理 ， 全 f .do 与 曲面 内 体积 Ar 成 正 


比 , 并 与 曲面 形状 无 关 . 由 .do 与 Ar 的 比例 常量 即 为 Y .了 因此 我 们 可 用 每 
一 点 的 Y .了 来 标志 该 点 处 流体 流散 的 程度 , 并 称 它 为 的 散 度 . 它 代 表单 位 体积 
内 的 流体 在 单位 时 间 内 流出 来 的 质量 . 这 样 , 高 斯 定理 就 可 理解 为 : 在 体积 不 是 很 
小 , 因而 各 处 的 散 度 值 的 差别 必须 考虑 时 , 流 过 表面 的 总 流量 就 等 于 该 体积 内 散 度 
的 积分 . 一 般 将 散 度 不 为 零 的 场 叫 做 有 源 场 , Y . 7 也 用 来 作为 “ 源 强 ” 的 量度 . 

其 次 来 讨论 旋 度 , 看 流体 力学 中 的 速度 场 v, 要 描写 某 点 (z,y,z) 附近 环流 情 
况 , 我 们 可 通过 该 点 引入 一 小 平面 , 并 沿 平 面 的 边线 作 速 度 环 量 $v . dtl， 显然 求 出 
的 数值 与 小 平面 的 大 小 、 形 状 和 方向 有 关 , 但 由 斯 托 克 斯 定理 , 当面 积 足 够 小 时 , 积 
分 数值 与 面积 大 小 成 正比 与 形状 无 关 , 与 方向 的 关系 也 很 简单 , 以 和 最 大 的 方 
向 为 准 , 其 他 方向 就 只 多 一 个 因子 cos9, 并 可 表 为 
| bod=vVxv A I x vleos0Ao. (A.5) 
由 此 可 见 车 已 知 该 点 的 Y x w 则 沿 该 点 附近 的 “任何 方向 任何 形状 小 面积 ”的 边 
线 所 作 的 速度 环 量 都 可 定 出 : V x v 的 方向 即 为 gv. dl 最 大 的 方向 , |V x wv| 的 数 


值 , 即 为 在 此 方向 单位 面积 的 边线 上 速度 环 量 值 , 因此 我 们 可 用 每 一 点 的 Vxwv 作 
为 该 点 附近 环流 情况 的 度量 , 并 称 之 为 旋 度 . 这 样 , 斯 托 克 斯 定理 可 表述 为 , 对 于 任 
意 的 曲面 , 沿 其 边线 的 环流 积分 就 等 于 旋 度 的 面积 分 . 


vxf-ao-| Vxf:do=0. 
S51 Sa 
车 将 52 的 面积 方向 反 过 来 即 得 
人 xf:do=0. (A.6) 
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再 由 高 斯 定理 就 得 出 


CC 由 -wxpar=o 

由 于 式 (A.6) 对 于 任意 封闭 曲面 都 成 立 , 故 上 式 对 于 任何 

体积 都 成 立 , 由 此 即 得 被 积 函数 必须 处 处 为 零 , 即 
D2 
图 A.1 具有 同样 边线 的 VvV-.(Yxf)=0. 
两 个 曲面 通过 直接 的 微分 运算 亦 可 证 明 上 式 的 正确 性 . 

下 面 我 们 讨论 一 下 标量 场 的 梯度 , 这 在 矢量 分 析 中 也 常用 到 . 设 有 一 个 标量 场 
p(T, Y, z). 为 了 解 某 一 点 附近 yp 的 变化 情况 , 我 们 看 位 置 改变 dr 时 o 的 增 量 dy. 
显然 de 同 dr 的 大 小 和 方向 有 关 , 由 偏 微分 关系 式 


(A.7) 


dp 一 Sedz 十 Ry 十 Feds = Vp: dr = |Vyldr cos®, (A.8) 


即 dy 与 dr 成 正比 , 与 方向 的 关系 表现 在 cosb 因子 上 , 其 中 6 为 dr 与 Vy 之 间 
的 夹 角 . 由 式 (A.8) 可 见 , 若 Vy 已 知 则 该 点 附近 的 变化 情况 就 完全 清楚 . Vyp 称 为 
函数 p 的 梯度 . 它 的 方向 即 为 函数 yp 增加 率 最 大 的 方向 , 数值 即 为 沿 此 方向 单位 
长 度 上 的 增加 量 . 如 果 画 出 yp 的 等 值 面 , 则 由 式 (A.8) 可 知 每 点 的 Vp 都 同 通 过 该 
点 的 “等 值 面 ”垂直 . 因而 若 在 空间 每 点 作 一 小 矢量 使 其 方向 与 该 点 梯度 平行 , 并 
把 这 些小 矢量 连 成 线 , 则 这 种 线 处 处 与 p 的 等 值 面 正 交 , 如 图 A.2 所 示 . 


2 


a 
P= Pps 
P= Pp2 
P= 1 


图 A.2 9 的 等 值 面 与 Vy 的 方向 ”图 A.3 点 1 与 点 2 之 闻 的 任意 两 条 曲线 
标量 场 中 任意 两 点 1 和 2 之 间 y 的 差 , 可 通过 线 积分 求 得 


%2 一 %21 二 [vo-a 
积分 路 线 为 从 点 1 到 点 2 的 曲线 . 如 取 两 条 不 同 的 路 径 , 并 相 减 即 有 


| ve-a—| Vp:dl=0. 
ll lz 
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将 bz 的 积分 路 径 反 向 , 上 式 就 化 为 


foe .dl=0. (A.9) 


根据 斯 托 克 斯 定理 , 上 式 可 转换 为 


| VxvVp.do=0. 
Ss 


5 为 以 2 和 1 为 边线 的 曲面 , 因为 式 (A.9) 对 于 任意 封闭 曲线 都 对 ,所 以 上 式 对 
于 任意 一 个 以 hi 和 15 为 边线 的 曲面 都 对 . 由 此 即 得 


Vx Vyp=0. (A.10) 


式 (A.10) 也 可 通过 直接 把 微分 算 符 Y 乘 开 来 证 明 . 

在 这 一 部 分 的 最 后 , 我 们 录 出 矢量 分 析 中 几 个 很 重要 的 结果 , 它们 在 本 课 中 都 
将 用 到 . 

(a) 非 旋 场 和 无 源 场 的 表示 

如 果 一 个 矢量 场 的 旋 度 处 处 为 零 , 即 Yx f = 0 则 该 矢量 场 称 为 非 旋 场 . 非 旋 
场 总 可 表示 为 某 标 量 场 的 梯度 , 即 


f=Vy, (A.11) 


而 且 2 除 一 可 加 常数 外 完全 由 了 确定. 证明 很 简单 , 作 函 数 
p(x,Yy, 2) = e+| .dl， (A.12) 
(zo,yo;zo) 
上 式 中 的 (zo,yo,zo) 为 任意 取 定 的 一 个 固定 点 ,wo 为 任意 取 定 的 一 个 常数 .由 于 
Vx f= 0( 按 式 (A.11)), 故 式 (A.12) 右 方 积分 值 与 路 径 无 关 , 因而 式 (A.12) 将 规 
， 定 出 一 个 (z,y,z) 的 函数 . 不 难 证 明 式 (A.12) 满足 式 (A.11), 而 且 任 何其 他 满足 式 
(A.11) 的 函数 与 式 (A.12) 所 规定 的 函数 只 差 一 个 常数 , 也 就 是 说 , 只 相当 于 wo 或 
(x0, yo zo) 的 取 值 不 同 . 
如 果 一 个 矢量 场 , 其 散 度 处 处 为 零 , 即 Y .了 = 0, 则 称 为 无 源 场 . 无 源 场 总 可 
表示 为 另 一 矢量 的 旋 度 , 即 
f=VxA, (A.13) 


而 且 4 不 是 唯一 确定 的 ,4 中 可 加 上 任意 标量 场 多 的 梯度 V%, 因由 式 (A.10)， 
VYxVvbp=0. 式 (A.13) 的 证 明 从 略 . 

(b) 一 个 矢量 场 被 它 的 散 度 、 旋 度 和 边 值 条 件 (该 矢量 场 在 边界 上 的 法 线 分 量 
或 切线 分 量 ) 唯一 确定 . 
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设 两 个 场 f， 和 户 在 体积 V 内 散 度 和 旋 度 处 处 相同 , 而 且 在 边界 面 $ 上 法 
线 或 切线 方向 相同 , 我 们 将 证 明 户 全 等 于 fo. 令 了 = fi 一 了 2, 则 由 于 Vxf= 
Vx 丰 -Vxjfo=0, 故 可 表 为 卫 = Vo. 利用 格林 公式 (A.3), 并 取 其 中 的 多 = vy. 
则 有 
PD vvo)nao = | lov2p + (volar. (A.14) 
Ss V 
由 于 V2p V+:Vp= 了 :f=V.fi 一 Vfs=0, 故 式 (A.14) 右 方 第 一 项 为 零 . 再 
来 看 上 式 左 方 , 如 果 边 值 条 件 是 万。 = 户 。 则 (Vp)n = fin 一 户 。= 0; 如 果 边 值 条 
件 是 fi; = fzi, 则 (Vp) = 0, 从 而 5 面 为 p 的 等 值 面 , 于 是 y 可 提 到 积分 号 外 面 
来 , 从 而 给 出 


= 0 一 2opdr = 0. 
四 2(Vep)jnda = 9 $ va | V“wpdr=0 
以 上 讨论 表明 , 无 论 哪 一 个 边 值 条 件 , 式 (A.14) 左 方 都 为 零 , 故 得 出 
fj (Vp)?dr =0. 
V 


再 因为 (Vp)? > 0, 故 上 式 成 立 必须 Vp 处 处 为 零 , 即 六 了 2. 证 明 完 毕 . (另外 ， 
如 果 Y 为 整个 空间 , 那么 边 值 条 件 应 换 为 “矢量 场 以 ~ 三 三 或 更 快 的 豪 碱 度 趋 于 
零 ”). 

(c) 任意 矢量 场 7 可 分 解 为 非 旋 场 和 无 源 场 两 部 分 之 和 , 即 

f=fi+f,, (A.15) 

其 中 万 和 f; 分 别 满足 Vx f1 = 0, .fs = 0. 证 明 此 处 忽略 . 
A.2 Vv 算 符 及 运算 公式 

我 们 可 以 引进 这 样 一 个 矢量 算 符 吕 


OO 0., 0. 
它 可 以 作用 到 一 个 标量 场 p 上 , 定义 是 
9 0 0 Op. Op Op 
Vp = (Bit 六 + 总 p= Bt Byi + gz (A.17) 


它 作用 到 一 个 矢量 场 上 有 两 种 形式 , 分 别 定义 为 
6 


PE .0 0 
@ 它 实际 上 是 isz + 73s + hk. 
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四 0 0 0 


OO， 89. 90 , 。 
一 (Bi+ By’ 十 总 (Fi 十 万 了 + fok) 
_0fs ,Of ,Of 
-Bt By Bz 
(b) 
0O. 0, 0 。 。 
太一 (施主 辣 1+ 部 k) x (joi 二 fj + 所 


a8. ga,\. /9 6 /8 8 
一 (Ff 一 友 ) 2 十 (六 一 总 记 ) 十 (总 总 记 ) k. 


V 也 可 以 自己 平方 后 再 作用 到 一 个 标量 场 或 矢量 场 上 , 定义 是 


0 0 0 0 @ 0 

2 一 。 一 一 一 了 一 一 .| 一 一 一 一 了 一 一 
V2p=(V.V)p [人 By7 + Br) 人 页 ? 十 元 *) p 
O02 02 862 
- ( 训 + 部 + 部 


a, 0, 9 0, 0. 9 
V2f= (VY.:V)f = 【人 。 人 + 


02 0? D? 
- (后 + 训 + 如 )f 


) yp，( 此 处 也 给 出 V2p 就 等 于 了. (Vp)) ， 
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(A.18) 


(A.19) 


(A.20) 


(A.21) 


V 还 可 以 在 前 面 点 乘 一 个 矢量 场 而 后 作用 到 一 个 标量 场 和 一 个 矢量 场 上 , 定义 是 : 


0 0 0 
(了 .V)p= 位 th 十 六 品 ) 


0 0 0 2 
= 可 + 有 + 全 可， (因而 也 等 于 了 (vy) 


.Voc {tO Lio reo 0 ro ro 
(f vig = (所 部 + 及 名 + 总)9= 所 如 + 名 + 所 名 


(A.22) 


(A.23) 


还 有 一 些 其 他 类 似 的 定义 . 在 这 些 定义 中 , 我 们 看 见 Y 好 像 一 个 普通 矢量 一 样 . 但 
在 次 序 方面 必须 注意 , 例如 (f.V)g 关 (V .了 )g, 亦 即 V 和 了 的 位 置 不 能 变换 . 
下 面 我 们 看 Y 与 “两 个 场 乘积 ”的 运算 . 例如 (py), 根据 前 面 的 定义 应 为 


Vet) = it SI + Sk 


_ /22,, gp， op 0, , OV, OY 
-i+ b+ 


= (V9) + pVYy. 
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又 如 V. (pf), 按照 前 面 的 定义 应 为 


O(pfz 
vp = GE + GN + tele) 


Op Op Op Ofs Ofy , Ofs 
=(Vo) .了 +T2OV :地 

我 们 不 再 一 一 证 明 , 而 把 结果 分 类 列举 如 下 (包括 上 面 两 个 结果 ): 

(a) 两 个 标量 场 乘积 的 运算 


VCeoy) = (VOY + pVY. (A.24) 

(b) 一 个 标量 场 与 一 个 矢量 场 乘积 的 运算 
V'(ej)=(Yo) 7 了 7+ToOV :1, (A.25) 
Vx(pf)=(Vp) x f+pY xf. (A.26) 

(c) 两 个 矢量 场 乘积 的 运算 

V(fg)=Fx(Vxg+ Vig+gx(Vx 有 站 + VF, (A.27) 
V:(fxg)=(Vxf):.g-f:(Vx9), (A.28) 
Vx(fxg)=(g9:V)f-(V:f)g9—(f:V)g+(V :9)f. (A.29) 


从 上 面 的 结果 中 , 我 们 可 以 归纳 出 下 述 的 结论 , 即 V 应 看 作 一 个 “具有 矢量 和 
微分 运算 双重 性 质 ” 的 量 , 它 一 方面 适合 矢量 运算 的 法 则 , 一 方面 适合 微分 运算 的 
法 则 . 拿 式 (A.24) 来 说 ; V 作为 一 个 矢量 , 它 与 标量 (wy%) 相 乘 即 V(py%) 应 是 一 个 
矢量 , 另 一 方面 Y 作为 微分 运算 , 它 要 分 别 作 用 到 和 多 上 , 当 作 用 到 一 个 场 上 
时 , 另 一 个 场 保持 不 动 . 当 V 作用 在 pg 上 而 y 不 动 时 , 得 出 的 结果 即 为 (Vyp)w, 当 
V 作用 到 多 上 而 y 不 动 时 即 得 出 pvw. 再 看 式 (A.25), V 作为 一 个 矢量 , 它 同 矢 
量 (pf) 点 乘 应 得 一 标量 , V 作为 微分 运算 应 分 别 作 用 到 p 和 了 上 , 但 无 论 是 作 
用 到 p 或 f, 点 乘 都 应 置 于 V 与 了 之 间 , 这 样 即 有 式 (A.25). 式 (A.26) 情况 与 式 
(A.24) 相仿 , 要 注意 的 是 : 由 于 左 方 Y 在 了 之 前 , 故 右 方 第 一 项 Vy 应 在 f 之 前 ， 
在 这 里 , 次 序 不 能 颠倒 . 式 (A.24) ~ (A.26) 这 三 个 公式 用 得 较 多 , 也 比较 容易 记忆 ， 
希望 读者 能 够 记 住 . 

下 面 再 来 看 式 (A.27). 根据 V 的 微分 性 质 , 它 应 分 别 作 用 到 了 和 g 上 , 因而 
可 先 写作 

V(f.9g)=Voe(.9g) 二 VHF.9). (A.30) 
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由 矢量 代数 中 的 公式 
ax (bxce)=b(a:c)— cl(a.:b), 


Vs 作为 一 个 矢量 即 有 
Vo(f.g)= 了 x(Vxg)+gFV9)， 


再 注意 到 Vs 是 对 9 运算 的 微分 算 符 , 故 第 二 项 中 的 g 应 移 到 V。 之 后 , 即 应 改写 
为 (f .Vs)g. 同样 道理 , 式 (A.30) 右 方 第 二 项 可 化 为 


Vi(f :9)=Vi(g:f)=gx(Vixf)+(g: Vf, 
于 是 即 得 
VvV(f:g)=fx(Voxg)+(f .Vogt+gx (Vi x f+(g: Vf. 


这 时 可 省 去 已 经 不 必要 的 脚 标 , 从 而 得 出 式 (A.27). 
式 (A.28) 可 以 这 样 来 看 , 首先 


V-(f xg)= Vi:(f xg)+Vg:(f x 9). (A.31) 


再 由 矢量 代数 公式 
a:(bxc)=(axb).o, 


因而 Vy 作为 一 个 矢量 并 且 运 算 到 六 上 , 即 有 
Vi:(f xg)= (Vr x f).g. 


式 (A.31) 右 方 第 二 项 V, . (f x 9) 不 能 写作 (Vo x 月 .9g, 因 Vs 是 作用 到 g 上 的 
微分 算 符 . 它 应 化 为 


Vo:(f xg)= -Vo:(gxf)=-(Vg x 9):F, 


在 省 去 已 不 必要 的 脚 码 后 , 即 得 出 式 (A.28). 
最 后 看 式 (A.29). 首先 , V x (fx g) 可 以 表 成 : 


Vx(fxg)=V;x(fxg)+Vyx (fxg). 


应 用 矢量 公式 
ax (bxce)=b(a.:c)—c(a.:b), 


并 将 Vy 作为 一 个 矢量 即 有 


Vr x(f xg)= f(V1:9)— g(Vs:f), 
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再 注意 到 Vp 是 一 个 只 作用 到 4 上 的 微分 算 符 , 因而 上 式 右 方 第 一 项 应 改写 为 


Vo Xx(f xg)=—Vyx (gxf)=-(f:Vo)g + fl(Vo :9). 


省 掉 已 经 不 必要 的 脚 码 , 即 得 式 (A.29). 
关于 一 个 场 被 Y 两 次 运算 的 结果 有 下 述 三 个 公式 ， 
(a)YVx Vp=0 (A.32a) 
这 在 前 已 证 明 过 , 也 可 以 这 样 看 : Y x Vp = (V x V)w， 而 由 矢量 运算 法 则 
VxY = 0, 于 是 即 得 式 (A.328). 


(b) VY:.Yxf=0 (A.32b) 
这 也 已 在 前 证 明 过 , 也 可 以 这 样 看 V.Vxf=VxV.f=0. 
(c} Vx(Vxf)=YV:. 有 -vf (A.33) 


先 把 Y 看 作 矢量 , 于 是 由 矢量 代数 公式 
Vx(Vxf)=VV:f) (Vv. vf. 


在 上 式 中 已 考 虑 到 V 为 作用 到 f 上 的 微分 算 符 , 故 7 放 在 它 的 后 面 . 上 式 中 最 后 
一 项 亦 即 为 
-(V.V)f = -V8, 


这 样 就 得 到 式 (A.32). 需要 注意 的 是 V 不 是 普通 的 矢量 , 它们 的 分 量 与 普通 矢量 
的 分 量 不 能 对 易 , 因此 在 应 用 上 述 处 理 方法 时 需要 小 心 , 以 免得 出 错误 的 结论 . 例 
如 不 能 由 (g x 了 ) 与 f 垂直 得 出 结论 说 V x 与 f 垂直 , 从 而 f.V x f = 0( 我 们 
知道 了 .V x f * 0). 原因 在 于 证 明 了 .9 x 了 一 0 时 要 应 用 frgzfy 三 fygzfz 等 关 
系 , 而 在 了 .VY x 了 中 却 不 存在 类 似 的 关系 . 
A.3 关于 积分 变换 分 式 

除 高 斯 定理 和 斯 托 克 斯 定理 外 , 还 有 一 些 其 他 积分 变换 公式 , 其 中 主要 的 将 附 
录 如 下 : 

(a) 关于 体积 分 变换 为 面积 分 的 公式 


Jarv xf= ac x ff, 
rve = faow 


由 此 可 归纳 出 替换 法 则 | | | dry =» 和 do. 高 斯 定理 的 表 叙 也 符合 此 法 则 , 因 高 斯 


(A.34) 
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定理 即 为 jarv :f= ME . 了. 
(b) 关于 由 面积 分 变换 为 线 积 分 的 公式 


[a xVp= av (A.35) 

替换 法 则 为 | | do xV = da. 

A.4 有 关 r 或 的 运算 公式 
Vr = 一， (A.36) 
vz= -二 (A.37) 
_ djr 

Vf(r) = Ar (A.38) 
v2 = 一 Y: 二 = 一 4r8(z,2h 2) (A.39) 
V.P 一 3， (A.40) 
Vxr=0, (A.41) 
Vx 三 =0, (A.42) 


Va:7)=a， (其 中 a 为 常 矢量 )， (A.43) 


A.5 ”曲线 正 交 坐标 系 中 散 度 、 旋 度 和 梯度 的 表示 式 
看 曲线 正 交 坐 标 系 (wi,w2z,us)， 作 “= 常 
数 、vwa= 常数 、us= 常数 " 三 族 曲 面 , 并 分 别称 之 为 
ui 曲面 , wz 曲面 和 ws 曲面 . 这 三 族 曲 面 互 相 正 交 ， 有 
ui 曲面 与 wz 曲面 的 交 线 ( 它 与 us 曲面 正 交 ) 称 为 hdta 
U3 曲线 ， 余 类 推 ， 在 23 曲线 上 U1 和 Uo 为 常数 ， 只 
是 wa 是 变数 . 设 该 曲线 上 ws 到 ws + dus 之 间 弧 
长 为 hsdus、 并 同样 设 wl 曲线 上 wi 到 wi+dui 之 图 A.4 曲线 正 交 坐标 系 中 的 
间 的 弧 长 为 hidu1、w2 曲线 上 wz 到 wz + duz 之 间 体积 元 
的 弧 长 为 hzdu2( 当 然 , hi, ja, hs 是 位 置 的 函数 ). 
这 三 个 小 曲面 围 成 的 空间 体积 元 可 表 为 


dT = hihzhaduiduzdus. (A.44) 
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可 以 证 明 h; 由 下 式 决 定 


Or \? Ov 2 Oz \? 
全 (让 十 全 十 (总 ) (A.45) 
下 面 考虑 散 度 、 旋 度 和 梯度 在 曲线 正 交 坐标 系 中 的 表示 式 . 设 ma, nz, ms 为 该 


坐标 系 的 单位 基 矢 , 了 为 任意 一 个 矢量 场 , 为 任意 一 个 标量 场 , 并 设 了 在 三 个 单 
位 基 矢 上 的 分 量 为 有 、fs 和 fs, 即 


f= fini+ fanz + fans, 


则 可 以 证 明 下 述 公式 
vf= Fh 区 (nahsfi) + E- (hsh fo) + 起 (mhefo)|， (A.46) 
| 
+ me | ?3， (A.47) 
ve= 工 22 1 29 1 26 (A.48) 


Moa mon”! hs Bus" 
ve=- 让 二 (各 冲 ) + 六 ( 壬 问 )+ 直 (总站) 
P= hihzhs Du hi Ou1 Ou2 hz Du2 Ous hs Ous 
(A.49 


最 常用 的 曲线 正 交 坐标 系 是 球 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 , 上 述 公式 在 这 两 个 坐标 系 中 
的 具体 形式 如 下 : 


(a) 球 坐 标 系 
V1 一 7 v2 一 0(0 — 7), v3 = Xx(0 一 27), (A.50) 
N11 一 Nr, n2 = 720， 723 一 Ny 
hi 一 ]， hz = 人 hs = 一 rsin 0， (A.51) 
_190,, 1 1 Ofs 
vf= 72 Dr 人 用 十 FE rsing 66 襄 (in9 及 ) trang rsing Ox ’ (A.52) 
1 0 _0P| 1[ 1 of 8 
vxf= rsin0 攻 (sin 0fs) | 71 十 了 | 起 Ox Or (fa) "2 
0 
[em - 台 m 9 
Op7 +1opm + 1 oo 
Vop= ar™ 1 十 5672 rsing Bx" (A.54) 
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1 8? 
V2p = 二 区 (+ ?学 ) 十 一 9 (ao 党 ) 十 a (A.55) 


Or 7r2sin0 60 72 sin2 0 Ox? 
(b) 柱 坐 标 系 
21 一 7 V2 二 0, U3 一 2 (A.56) 
hi 一 1, hs 一 7 hs 一 1, (A.57) 
加 190f2 ， ofs 
VY:f=-— Lr 7 有 + 前 + (A.58) 
_/1i8fs 9fo of: Ofs 
vxf-(: 和 加 - 独 ) m+ (器 Sr)™ 
10(rfa) 10f 
r Or 7785| 3， (A.59) 
Op TDp dp 
Vp= Br 一 Rl1 十 一 7 7 十 二 一 Bz 723， (A.60) 
»,_ 19 (,92) ,19 , 99 
Vv-7 (> 6r/) tn 007 + 622 (A.61) 
附录 B 张 量 的 运算 2 
B.1 张 量 的 概念 


我 们 从 固体 介质 应 力 的 讨论 来 介绍 张 量 的 概念 . 

为 了 考察 固体 介质 中 某 点 P 附近 应 力 的 情况 , 我 们 可 以 通过 P 点 取 一 小 面积 
元 dc, 而 问 do 前 方 的 介质 通过 此 面积 元 对 后 方 介质 作用 力 为 多 大 . 用 df 表示 上 
述 作 用 力 (如 上 所 述 , 是 指 do 前 方 作用 到 后 方 的 , 下 同 ), 由 于 固体 介质 中 可 以 存 
在 切 应 力 , 故 df 的 方向 一 般 不 与 do 相同 . 当 do 的 方向 改变 时 , df 的 大 小 和 方 
向 也 随 之 改变 . 如 果 我 们 对 于 “通过 P 点 、 任意 方向 的 dc” 所 相应 的 df 都 清楚 
了 , 那么 我 们 对 这 一 点 的 应 力 情况 就 完全 清楚 了 . 

令 dos 表 一 个 通过 已 点 、 方 向 沿 > 轴 的 小 面积 元 , doy 表 方 向 沿 y 轴 的 小 面 
积 元 , do 表 方 向 沿 z 轴 的 小 面积 元 . 即 dos = dczi doy = doyj,dos = dozk, 
i,j,& 分 别 为 沿 x, y,z 轴 的 单位 矢量 . 并 设 这 些小 面积 元 所 相应 的 dF 分 别 为 df 
dj 和 df。. 先 来 看 df。, 由 于 其 大 小 与 do 成 正比 , 故 可 表 为 


df - = dfzzi 十 dfzyj 十 dfszh 
= dozr(Trzi tt Torys + Trzk), (B.1) 


@ 这 里 的 张 量 实际 只 是 指 二 级 张 量 , 而 且 一 般 是 可 约 的 ( 即 其 三 个 对 角 分 量 之 和 并 不 一 定 为 零 ). 另外 . 
它 又 被 称 作 “ 并 矢 ”. 
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同样 
df = dfyoi + dfyyi + dfyak 
一 doy (Tyzi 十 Tyyj 十 Tzk), (B.2) 


df ,= dfzzit dfzy] + dfzzk 
= dos(Tesi + Teyj + Tush). (B3) 


上 式 中 的 Ts 代表 通过 P 点 、 方向 沿 > 轴 的 单位 面积 、 其 前 方 介质 对 后 方 介质 的 


作用 力 的 y 分 量 . 其 他 各 量 的 意义 类 此 . 
下 面 我 们 来 证 明 ， 当 (Ts, Tcy， ,Tzz) 九 个 数 


已 知 时 , 不 仅 上 述 三 个 小 面积 元 (dox, doy,do;) 所 
对 应 的 df 已 知 , 而 且 P 点 其 他 任意 方向 的 do 所 
相应 的 df 也 都 确定 . 

为 了 说 明 这 一 结果 ， 我 们 以 书 为 原点 引入 
z,y,z 三 个 轴 ， 并 取 任 一 微小 的 四 面体 如 图 B.1 
所 示 . 设 其 斜面 为 dog， 另 三 个 面 分 别 为 dc。， 
doy, dgz(do 方向 取得 自体 内 向 体外 . 其 他 三 个 小 
面积 的 方向 分 别 沿 三 个 轴 的 正 向 ), 它们 的 面积 大 小 
分 别 为 


图 B.1 在 原点 附近 的 小 四 面体 


doz =do:i, doy=do:, doz = do.:k. (B.4) 


令 df 及 df,,df, 和 df 分 别 表 示 上 述 四 个 小 面积 元 上 的 作用 力 , 四 面体 内 
介质 所 受 的 合力 即 为 df - df。 一 4f, - df 从 四 面体 处 于 力学 平衡 状态 , 即 得 此 
合力 应 为 零 : 

df -df- — df,—df,=0. 


再 应 用 式 (B.1) ~ (B.4) 即 有 


df =df, + df, +df, = dos(Trzit Treyj + Trzk) 
+doy (Tyzi + Tyyj + Tyzk) + doz (Tori + Toyi + Tezk) 
一 (dc i)(Tozit Toyj + Tozk) + (do :J)(Tyzi + Tyyj 
+Tyzk) + (do : k) (Tesi Teys + Tezk). (B.5) 


果然 , 若 (Tsz, Toy,… ,Tzz) 第 九 个 量 已 知 , 则 对 任意 方向 的 dc 所 相应 的 dy 都 可 
求 出 , 于 是 P 点 处 的 应 力 情况 就 完全 清楚 . 

我 们 知道 , 描写 介质 中 一 点 的 密度 只 需 一 个 量 p, 而 描写 一 点 的 电场 需要 三 个 量 
(i, 杞 ,Bz), 现在 我 们 又 看 见 、 描 写 一 点 的 应 力 需要 九 个 量 (Tss, Tey Tsz,… ,Tys). 
我 们 于 是 说 密度 为 一 标量 , 电场 为 一 矢量 , 应 力 为 一 张 量 (严格 说 来 是 二 阶 张 量 . 另 
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外 , 重要 的 还 不 是 量 的 个 数 , 而 是 这 些 量 在 坐标 变换 中 服从 怎样 的 变换 关系 . 标量 、 
矢量 和 张 量 实际 是 根据 变换 关系 来 定义 的 , 参见 6.5 节 ). 

对 于 矢量 , 例如 电场 , 我 们 通常 将 (Bs, Ey, Es) 称 作 它 的 三 个 分 量 . 同样 , 我 们 
把 (Ts,… ,Tzz) 称 作 应 力 张 量 的 九 个 分 量 , 并 表 作 


T=Trrii t+ Tryij + Trzik 
十 yz 十 了 yyI7 十 TyzIk 


+Tushi + Toyksj + Tskk. (B.6) 
当然 也 可 采用 别 的 表示 形式 , 例如 可 用 和 矩阵 来 表示 张 量 和 矢量 , 参见 下 文 (在 式 


(B.23) 后 ). 

在 物理 学 中 , 有 许多 物理 量 是 用 张 量 来 表示 .为 了 使 含有 这 些 物理 量 的 公式 
( 式 (B.5) 就 是 其 中 一 个 , 它 含有 应 力 张 量 , 不 过 是 通过 它 的 九 个 分 量 表示 出 来 的 ) 
处 理 简化 , 我 们 对 张 量规 定 一 些 运 算 , 例如 为 了 简化 式 (B.5), 我 们 可 以 如 下 地 来 定 
义 一 个 矢量 与 张 量 4 的 点 乘 定义 


首先 , 定义 
f(D=(f :Di fF:(i)= (fF:i)y, 
于 是 
+Tyz(f Dit Tyy(f :3)I + Tyz(f * Ik 
+Tzz(f k)i 十 Tzy(f “ k)j + 人 Tz(f ” k)k. 
类 似 地 , 定义 
GD) F=f), (i) f= 1 
于 是 


T- f 一 Tozzz( ” f) + Toyi(y “ f) + Trzi(k “ f) 
+Tyrj (i “ f) + Tyyj (i “ f) + Tyzj(k “ f) 
+Tzzk(i: f) + Tryk(7 : f) + Tsk(k .Ff). (B.7) 


注意 了 .区 关 工 . 了 , 即 张 量 与 矢量 的 点 乘 次 序 一 般 是 不 可 对 易 的 . 
在 上 述 规 定 下 , 式 (B.5) 可 以 表 为 


df = dc .4. (B.8) 


下 面 我 们 较 系 统 地 来 介绍 张 量 的 一 些 基 本 运算 . 
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B.2” 张 量 的 代数 运算 
(1) 加 法 ”根据 定义 , 两 个 张 量 $ 与 4 的 相 加 , 就 是 将 相应 的 分 量 相 加 , 即 


T+HU= (Toz + Usag)ii + (Toy + Uzy)ij + (B.9) 


由 此 可 见 , 加 法 服从 交换 律 及 结合 律 . 
(2) 张 量 与 标量 的 乘法 根据 定义 , 标量 yp 乘 张 量 人 即 等 于 将 yp 乘 4 的 每 一 
个 分 量 : 
pT 一 pTrriit pTryij + , (B.10) 
Xp 亦 类 似 地 定义 . 于 是 有 
ygT = Typ. (B.11) 
(3) 张 量 与 矢量 的 点 乘 ” 定 义 如 式 (B.7) 所 述 , 根据 定义 可 得 
f(T+D= (fF:T)+(f:, 
(f+9):T=f:T+g:%, 
(十 区 :了 = 和 了 二 全 有， 
3 (7f+g)= 了 +E.9. (B.12) 
注意 , 一 般 说 来 
f:TAT.f. 
(4) 张 量 与 矢量 的 又 乘 ”定义 
fx)=(fxoi, fx(ij)=(fxi)j 1£, 


于 是 
f xT=T(f XitTry(f XDI+Ts(f x ik 
+Tys(f x Dit+Tyy(f XII+Tyz(f x Ik 
+Tzo(f x hk)it Toy(f x hk) + Tos(f x k)k. (B.13) 


了 从 右边 与 人 相 乘 的 定义 仿 此 . 注意 ， 


fxTATxf. (B.14) 


附录 B 张 量 的 运算 . 309 . 


(5) 张 量 与 张 量 的 点 匀 分 一 次 点 乘 和 二 次 点 乘 两 种 . 一 次 点 乘 的 定义 为 


(说 . (12) = i(i di = i 
(1). (17) = i(i)i = 5, 
(17) (i) = i(j :i)i= 0, 
(1) (ij) = i(j :i=0, 


(B.15) 
于 是 
T= Tiit Toyij + .7): (Ugoii + Usyij +...) 
=TroUzs(ii) (ii) + TerUoy(ii) (i) + 
+TryUsy(i) (ii) + TeyUzy(iI) (i7) 十 … 
十 ba 
=TooUsoii + ToaUsyij + (B.16) 


上 式 表明 , 两 张 量 在 作 一 次 点 乘 之 后 仍 为 一 张 量 . 但 要 注意 两 张 量 的 位 置 次 序 . 因 
TU T (B.17) 


二 次 点 乘 的 定义 是 : 先 将 两 个 靠近 的 矢量 点 乘 , 在 它们 化 为 一 标量 并 提出 后 ， 
再 点 乘 剩 下 二 个 . 即 


(2): (说 一 (人 人 人们 一 1 (0:(i)= (i)(ij) =0, 
(i7) : (kj) 一 何人 9)=0， ， 
于 是 
T=(Triit Toyij t+ ): (Uzoii + Uryij +:::) 
=TysUzz (tt) : (1) + Tyr Ury(ii) : (17) + 
+TzyUzz (I) : (ii) + TryUzy(ij) : (1) 十 … 
一 TzzUcc 十 TryUyz 十 TzzLzc 十 Tyz zy 十 TyyUyy 
+TyzUzy + Tz Uzz 十 ToyUyz 十 TzzUzz. (B.18) 


由 此 可 知 两 张 量 两 次 点 乘 以 后 为 一 标量 , 而 且 


他 :以 二 区 :家 (B.19) 


. 310 . . 附 录 


(6) 矢量 的 外 乘 ”定义 两 矢量 的 外 乘 为 
fg = (ai 十 用 了 + fzk)(gzi 十 gg 了 十 gzk) 
= frgzii+ frgyij + fogzik 
+fygrji + fyg9yji + fyg9zIk 
十 户 gcpi 十 fzgykj 十 fzg9zkk, (B.20) 
因此 其 结果 为 一 张 量 , 不 难 推 知 


flg1 +ga) = fgl + fg， 

fgz gf, 

. (B.21) 
(7) 单位 张 量 张 量 $= 说 二 ji 十 kk 有 这 样 一 个 特点 , 它 与 任何 矢量 点 乘 都 

得 到 原来 的 矢量 , 同 任何 张 量 一 次 点 乘 都 得 到 原来 的 张 量 , 即 


中 . 音 一 从 :中 三 中 ， (B.22) 
为 此 我 们 称 $ 为 单位 张 量 . 单位 张 量 与 任意 张 量 $ 作 二 次 点 乘 结 果 为 
:=F: $= Gos Byy + Bez. (B.23) 


即 $ 的 对 角 分 量 和 |. 
fz 
矢量 和 张 量 也 可 以 表 成 矩阵 的 形式 , 矢量 了 可 表 作 | f 或 ( 户 户 万), 张 量 
fz 
了 zz Tyy 了 zz 
到 可 表 作 | 马 。 Th，T。 |, 这 样张 量 与 矢量 的 点 乘 即 按 普通 的 矩阵 乘法 进行 
了 zz 了 zy 了 zz 


了 zc Try 了 rzz f 了 
:fo Ts To Ts fy |， 
Tzz 了 zy Tzz fe 


了 zz 了 zy 了 zz 
下 .到 一 ( 户 户 户 ) Tyz Tyy Tyz ; 
了 zz zy 了 zz 


eS 
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张 量 与 张 量 的 一 次 点 乘 , 亦 可 按 普通 矩阵 乘法 来 进行 : 


了 zcz 了 zy Tzz Gry Pry $7z 
到 :中 一 | Ts Tyy Tyz Bs By 多。 | 
Tzy Tzy 了 zz 2zz Gy $,z 


定义 矩阵 的 迹 为 该 矩阵 对 角 元 的 和 , 并 用 Spur( 或 Trace) 来 表示 求 迹 运算 , 即 
了 Tax Try Toyz 
Spur Tyz Tyy 了 yz 二 /zz 十 Tyy + Tzz. 
Tzz 了 zy 了 zz 


此 外 , 还 可 将 两 张 量 的 两 次 点 习 定 义 为 将 一 次 点 乘 以 后 的 张 量 再 求 迹 , 即 
Toyz 了 zy 了 zz Bry $y Gry 
Tyz Tyy Tyz Bz Byy Bz “ 
Tzz Tzy Tzz $y Boy $y 
单位 张 量 相当 于 和 矩阵 中 的 单位 矩阵, 即 


1 0 0 
GF— .0 10 |]. 
0 .01 


不 难看 出 单位 张 量 与 任意 矢量 点 乘 仍 得 原来 矢量 , 它 与 任意 张 量 一 次 点 乘 仍 得 原来 
张 量 . 至 于 单位 张 量 与 任意 张 量 的 两 次 点 乘 , 根据 式 (B.23), 结果 即 为 该 张 量 的 迹 


:P= Spur 


$y $y $y 

将: 中 一 Spur Bs 有 Bz = By + Byy + Boz. 
Guy $y $y 

B.3 张 量 的 微分 运算 和 积分 变换 公式 


当 张 量 的 各 个 分 量 都 是 z,y,z 的 函数 时 , 我 们 可 以 称 它 为 张 量 场 , 并 对 它 规定 
一 些微 分 运算 . 
定义 9 0 9 
YI- 两 全 习 + 责 人 可 + 刺 起 了 


Ca 
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D ，. .[0,. 0 0 ，， 0 ,. 
.0f .0f of 
Vf=is + 了 5 + kas. (B.24) 


从 上 述 定 义 不 难 证 明 


Vv:(f9)=(V:f)g+(f:V)g, 

Vv:(pg3)= (Vp) :T+yY.?, 

VvV x (fg)= (VY x f)g— (f x V)g, 

Vx (pT)= (Vy) x T+oywY xT, 

VvV(pf) = (Vp)f + ovF. (B.25) 


同 附录 A 中 一 样 , 我 们 可 把 Y 看 作 具 有 矢量 和 微分 运算 双重 性 质 的 量 , 它 一 方面 
遵从 矢量 运算 法 则 , 一 方面 遵从 微分 运算 法 则 , 例如 在 式 (B.25) 第 一 式 中 , V 作为 
一 个 矢量 , 它 与 fg 点 乘 应 得 一 矢量 , 同时 , Y 作为 微分 运算 应 分 别 作用 到 了 和 g 
上 , 但 无 论 是 作用 到 7 或 9 上 , 点 乘 应 置 于 Vv 与 f 之 间 , 这 样 即 有 式 (B.25) 第 一 
式 . 又 如 式 (B.25) 第 三 式 , V 作为 微分 运算 应 分 别 作 用 到 f 和 g 上 , 故 首先 可 写成 


V x (fg)=Vj x (fg)+ Vy x (fg) 
=(Vy x fg + (Vy x f)g, 


再 根据 V 的 矢量 性 质 有 
(Vo x f)g = —(f x Vg)g, 
于 是 最 后 结果 为 
Vx(fg)=(V: x f)g—(f x Vs)g= (Vx fg ~ (f xV)g. 


关于 张 量 的 微分 运算 , 我 们 就 简单 地 介绍 到 这 里 . 下 面 我 们 列举 一 些 有 关 张 量 
的 积分 变换 公式 . 
ar f= (aos ) 


arv:s= aos, 


| drV x 字 一 av x 入 . (B.26) 
上 述 公 式 同样 服从 附录 A 中 所 述 的 法 则 , 即 


由 sa — ar 
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在 代 换 时 需 注意 次 序 不 可 颠倒 , 例如 式 (B.26) 第 三 式 中 不 能 把 dc 置 于 的 后 面 ， 
因原 来 的 V 是 在 S 的 前 面 . 

以 上 我 们 介绍 的 张 量 称 为 二 级 张 量 , 相仿 地 我 们 可 引进 三 级 张 量 8 = Bowiii+ 
Bayiij 十 .… , 它 共 有 27 个 分 量 , 关于 它 的 运算 可 作 相仿 的 规定 ， 更 高 级 的 张 量 亦 
可 类 推 . 


附录 C” 柱 面 电磁 波 的 普遍 解 


在 实际 电磁 波 传播 的 问题 中 , 常常 遇见 介质 是 分 区 均匀 并 且 各 向 同性 的 情况 ， 
这 时 在 每 部 分 的 介质 内 , 电磁 场 和 电流 应 满足 麦克 斯 韦 方程 组 和 介质 方程 (介质 设 
为 导电 介质 , 绝缘 介质 可 作为 e = 0 的 一 种 特例 ). 设 初始 时 介质 内 部 不 带电 荷 , 于 
是 联 立 后 为 


10B 
.EFE= 二 -二 
Vy 0, VxE 2 
_ ke0E 4dnroh 
Vv B=0, VxB= 一 到 + c ， (C.1) 


对 于 介质 的 表面 为 两 同 轴 无 穷 长 圆柱 面 时 (其 模 截 
面 即 图 C.1 中 阴影 部 分 ), 可 以 用 分 离 变 数 法 求 出 其 
一 系列 的 特 解 , 然后 将 普遍 解 表 成 这 些 特 解 的 线性 
县 加 . 

从 式 (C.1) 可 以 推出 电磁 场 满足 下 述 波动 方程 
(参看 4.2 节 ) 


HEE Anuo0E _ 0 
C2 Ot2 C2 Ot 


图 C.1 表面 为 同 轴 两 贺 柱 
VB_LOB dyedB_, (C.2) 。 面 的 介质 柱 模 稚 面 图 
c 


上 式 表明 至 和 B 都 是 矢量 波 , 而 且 原 式 (C.1) 说 明 这 两 个 波 是 互相 联系 的 横 波 . 
在 电磁 场 以 一 定 频率 变化 的 情况 . 即 


E= E(z,y,z)e-it 
B= B(r,y,z)e-i*t, 


式 (C.2) 化 为 交 姆 和 霍 效 方程 


(C.3) 


V2E(z,y, 2) + k2E(z,y,2) = 0, | 
V?B(z,y,z) + RB(z,y, 2) = 0. (C.4) 
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LEEE 了 -一 


上 式 中 的 所 性， 而 e = e+iza .在 介质 为 绝缘 体 时 , e/ 即 等 于 =, 因而 导电 
介质 与 绝缘 介质 区 别 就 在 于 用 e 代 <. 

方程 (C.4) 与 拉 普 拉 斯 方程 很 相似 , 拉 普 拉 斯 方程 实际 上 相当 于 上 述 方程 在 
12 二 0 时 的 特殊 情况 . 我 们 用 柱 坐 标 分 离 变 数 法 求 其 特 解 , 在 柱 坐 标 中 , 方程 化 为 
1 0 ( 动 10F OF 


一 一 一 一 一 Eo —— 2 一 
Fm) ta ttf- (C5) 


上 式 中 的 下 代表 (x,y,z) 和 B(x,y,z) 的 任 一 直角 分 量 . 值得 注意 的 是 , 由 于 > 
和 9 方向 的 单位 矢量 mw 和 ne 并 非 与 位 置 无 关 的 常量 , 故 ,Bi, Be 和 B, 等 分 
量 不 满足 交 姆 替 兹 方程 , 因而 也 就 不 满足 式 (C.5). 

我 们 先 找 式 (C.5) 如 下 形式 的 特 解 


F = f(r,0)g(z). (C.6) 
将 式 (C.6) 代入 式 (C.5) 后 并 在 两 边 除 以 下 即 得 


1f18 / 8f 102f1 1d?g 加 
+ 
上 式 中 第 二 项 只 为 z 的 函数 , 剩 下 的 部 分 只 为 >, 9 的 函数 , 要 求 上 式 对 任意 7,9, z 
都 成 立 就 必须 第 二 项 和 剩 下 部 分 分 别 为 常数 , 即 可 表 为 


1f106/8 1 8? 
3 Be (ro) + 十 弄 | 二 (有 局 - 忆 =0 (C.8) 


由 式 (C.7) 解 出 g 的 两 个 特 解 为 g = etik:*, 因为 fx 本 身 可 取 正 负 值 , 故 上 式 指数 
中 只 须 取 正 号 就 够 了 . 于 是 式 (C.5) 有 如 下 形式 的 特 解 


F = rgb)eikzz， (C.9) 


上 式 中 的 f(r,0) 满足 方程 (C.8). 前 已 说 过 FF 代表 EE(z,y,z) 和 B(z,y,z) 的 任 一 
直角 分 量 , 但 不 能 代表 其 + 和 9 方向 分 量 . 不 过 , 由 于 


E. = Ezy cos0 + Ey, sin®b, 
Ee = — Es sin0 + Ey, cosb, 


(B, 和 Bo 亦 有 类 似 的 公式 ) 故 当 直角 分 量具 有 如 式 (C.9) 的 形式 时 , 它们 亦 具有 
同样 的 形式 , 即 有 
By = ej(r, 0)ei(tes—o), 


B; = by(r, gj)ei(tzz 一 | (C.10) 
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上 式 中 的 脚 标 了 = ”bz. 由 于 巨 和 B 为 互相 联系 的 模 波 , 故 ejy(r,9) 和 bj(7,0) 之 

间 应 当 是 有 关系 的 , 其 关系 可 由 式 (C.1) 决定 . 我 们 将 证 明 : 如 果 ez 和 b, 已 知 , 则 

其 他 四 个 分 量 也 就 随 之 确定 . 也 就 是 说 六 个 分 量 之 中 只 有 两 个 是 独立 的 . 
证 明 如 下 : 利用 矢量 公式 即 有 


1 /OF., OFg 
(xm 人 一 7 一 一 |] ， 
内 0 ) (C.11) 
(VY x F)e = 一 pt 
代入 式 (C.1) 中 第 二 式 和 第 四 式 (只 考虑 + 和 9 分 量 ) 即 得 
1/0E: 8Es\ _10B, 
rr ( 00 -7 co’ 
BE. BOE; _16Be 
Oz Or c Ot’ (GC.12) 


ry 


00 Oz c Ot c 
OB. DB: He OEo dnxuo 
BH eR! cE 

E., Ege, Br 和 Be 都 具有 式 (C.10) 的 形式 ， 故 相 应 的 Er, eg) ez) br, bo, bz 满足 方程 


( 千 "党 ) Le OEr + 4mHe 


or ee (C.13) 


从 式 (C.13) 可 解 出 
iw Ob, ik, De， 


66 一 ck2 Or rk2 00 
,i bs | ihe de: 
”ck2r 800 k2 Or’ 
iks Obs ik?2c Oe; 
?7 Fr 60 wh2 Or’ 
b, he bs ke es 
” 要 8r wk2r O00’ 
其 中 的 尼 等 于 妇 一 民 . 可 以 证 明 当 e。 和 5, 满足 式 (C.8) 时 , 加 上 由 式 (C.14) 给 出 
的 其 他 分 量 的 解 , 就 能 满足 全 部 方程 (C.1). 于 是 剩 下 的 问题 就 是 如 何 根据 式 (C.8) 


来 求解 出 e。 和 b,. 


(C.14) 
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式 (C.8) 可 以 进一步 分 离 变 数 , 即 推 求 ftr,6) 形 如 户 (r) 户 (g) 的 特 解 , 将 了 = 


及 及 代入 后 化 得 | af 1 do 
1 2 
天 rE ( 蔚 ) + 坟 殖 + =0. (C.15) 
上 式 中 第 二 项 只 为 8 的 函数 , 剩 下 的 两 项 只 为 ” 的 函数 , 故 应 有 
。 +p?f2 =0, (C.16) 
ro (时) + (k2r2 — p2)fi = 0, (C.17) 


p 为 某 个 常数 . 式 (C.16) 的 解 为 户 = eize, 在 我 们 现在 所 讨论 的 情况 , fo 在 0 < 
9 < 2r 范围 内 为 单 值 接续 函数 , 故 p 只 取 整 数值 即 p = n(n = 0, 土 1, 土 2,…). 式 
(C.17) 为 贝 塞 尔 方 程 , 当 p = n 时 它 的 解 可 表 为 Jn (krr) 和 Nn(kr7r) 的 登 加 , (J" 和 
N 分 别 为 n 阶 贝 塞 尔 函数 和 ” 阶 诺 依 曼 函 数 ) 亦 可 以 表 为 汉 克 尔 函 数 HY (kr7) 
和 H&'(k.7) 的 全 加 ( 视 具 体 情况 怎样 更 方便 而 定 ). 如 我 们 用 Z(krr) 表 贝 塞 尔 方 
程 的 任 一 特 解 , 即 得 

f = Zn (krr)ei™®, (C.18) 


Ek 的 符号 规定 取得 使 其 虚数 部 分 为 正 . 由 式 (C.18) 和 (C.9) 即 得 FF( 它 代表 召 和 


B 的 任 一 直角 分 量 , 因而 满足 方程 V2F 0 - 他 拓 呈 = 0) 的 一 个 特 解 为 


Fmn = Zn (krr)ei(te* ttn0). (C.19) 


在 上 式 中 , 我 们 用 指标 m 来 统一 表示 nn 和 有 的 取 值 以 及 Zu 不 同 的 取 法 (但 须 为 
相互 独立 的 解 ) 于 是 5 和 B。 可 以 一 般 地 表 为 
E; = Yam Fm, B;, = bm Fm. (C.20) 
由 式 (C.10) 及 (C.14) 即 得 相应 的 为, Bs 和 B,, Bo 的 表示 式 如 下 
， kz OFm | iw bm OFm 
全 -=i2_om 磋 1 
i kz OFm iw bo OFnm, 
72 mm 碳 瑟 -2 丰 本 
_ ick? ~ am OF ks OFm 


"人 


1 12 a OF i kz OFm, 

mm- 半 各 委 和 

式 (C.20) 和 (C.21) 就 是 柱 面 电磁 波 的 普遍 表达 式 . 它 是 讨论 单 圆柱 体 、 同 轴线 及 
圆 波导 管 时 需要 用 到 的 数学 工具 . 我 们 知道 , 在 电磁 波 情 况 , 对 应 于 一 个 平面 标量 


(C21) 
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波 itr-“9, 有 两 个 独立 的 平面 电磁 波 , 现在 从 式 (C.20) 和 (C.21) 又 看 见 : 对 应 于 
一 个 柱 面 标量 波 已 。 也 有 两 个 独立 的 柱 面 电 磁 波 , 一 个 可 取 am = 1,bm = 0; 另 一 
个 取 am 一 0, bu = 1. 前 者 在 z 方向 只 有 电场 没有 磁场 , 通常 称 作 电 型 波 或 横 磁 型 
波 , 并 用 呈 型 波 或 “TM 型 波 ” 表示 . 后 者 在 z 方向 只 有 磁场 没有 电场 , 通常 称 
作 磁 型 波 或 横 电 型 波 , 并 用 “五 型 波 " 或 “TE 型 波 表示 . 圆柱 导体 主 波 解 即 为 具 
有 轴 对 称 ( 即 ”= 0) 的 电 型 波 . 在 ”= 0 时 


Fn = Zo(krr)ei(t:2—%), (C.22) 


在 导体 外 , Zo 以 用 汉 克 尔 函 数 为 方便 , 由 于 k 符号 的 选择 规定 得 使 它 的 虚 部 为 正 ， 
而 汉 克 尔 函 数 在 远 处 的 渐 近 形式 为 (参见 后 文 ) 


| 2 | x 
HO (kr) 必 二 ze 
T 
HO kr) oo 1 /2 ei(krr-§) 
0 ( r7) 一 nk 7 ? 
T 


因而 在 7 一 oo 时 HY (kr) 一 oo. 这 时 , Zo(krr) 应 只 取 HO (kr7), 免 去 了 两 项 番 
加 . 在 导体 内 , Zo 以 采用 贝 塞 尔 函数 和 诺 依 曼 函 数 为 方便 , 因为 在 7 = 0 处 No(kr7) 
趋 于 无 穷 大 , 故 Zo(krr) 只 取 Jo(k7). 

最 后 我 们 摘录 一 些 关于 柱 函 数 的 性 质 , 以 便 查 考 . 

(1) Jn(p) 和 Nn(p) 的 近似 表示 式 

在 原点 附近 (|p| 之 1) 


TDL) m=012..), 


2 2 
Nol(p) ~ 一 元 In xp (C.23) 


mo 二 (2 5 (n= 1,2,3,.…), 
其 中 的 7 为 一 通用 常数 , 其 值 为 1.781.…. 
在 远 处 的 渐 近 式 为 


(C.24) 


(2) 汉 克 和 尔 函 数 与 贝 塞 尔 函 数 及 诺 依 曼 函数 的 关系 以 及 其 近似 表示 式 . 两 组 函 
数 的 关系 为 
HD (p) = Jn(p) + iNn(p), 
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HG)(o) = Jn(p) ~ iNn(p). (C.25) 
在 原点 附近 (jp| 科 1), 以 及 n 冯 0， 
HO (p) ~ iNn (lp), HO (p) ~ —iN, (Pp). (C.26) 


在 远 处 的 渐 近 式 为 
Wp ow ,eile 
了 (p) np 了 
HO ~ 2 ~i(p— 22+tn) 
(p) ‘/ ep 4 "9. 


(3) 儿 个 较 重 要 的 递 推 公式 


(C.27) 


27 
2n -1 十 Znt1 一 万 和 o， 
dZn 1 
= 二 Zn 1 ~ 二 Zn 
Fa 32n- 1~ FLnt!l 
总 zolp )]] = OZ 1 


人 
Se "Za = —p "Zt. 


附录 D 电磁 单位 制 


在 本 附录 中 , 我 们 将 对 电磁 单位 制作 一 些 原则 性 的 说 明 . 在 物理 学 中 , 通常 是 
选择 某 几 个 物理 量 的 单位 作为 基本 单位 . 其 他 物理 量 的 单位 , 是 按 该 物理 量 与 上 述 
几 个 基本 量 之 间 的 关系 式 , 令 其 中 比例 系数 上 等 于 1 来 规定 出 的 . 例如 常用 的 CGS 
制 , 就 是 取 长 度 、 时 间 和 质量 为 基本 量 , 它们 的 单位 各 为 厘米 、 秒 和 克 . 而 其 他 物理 
量 , 如 力 的 单位 , 就 可 根据 了 = kma 的 关系 式 , 取 质 量 的 单位 为 克 , 加 速度 的 单位 
为 厘米 / 秒 ? 并 令 其 中 = 1 规定 出 . 需要 注意 的 是 : 

(1) 如 果 根 据 不 同 的 关系 式 , 则 规定 出 来 的 单位 不 仅 大 小 可 以 不 同 , 连 量 纲 也 
可 不 一 样 , 例如 车 根据 万 有 引力 定律 , 了 = ks, 取 质 量 单位 为 克 、 长 度 单位 为 
厘米 、 并 令 = 1, 则 所 规定 出 力 的 单位 就 与 上 述 方法 规定 的 具有 不 同 的 量 纲 . 

(2) 基本 量 的 数目 和 选择 也 不 是 唯一 的 , 例如 我 们 可 只 取 长 度 和 质量 为 基本 量 、 
厘米 和 克 为 基本 单位 , 而 通过 光速 c = 1 来 确定 时 间 的 单位 , 这 样 时 间 的 单位 亦 将 
为 厘米 , 而 一 厘米 长 的 时 间 就 等 于 1/3 x 10-10 秒 . 

又 如 我 们 可 以 取 四 基本 量 制 , 将 力 本 身 也 作为 一 个 基本 量 , 具有 一 个 新 的 独立 
的 量 纲 . 
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上 面 的 讨论 在 力学 中 实际 意义 不 大 , 因 在 力学 中 通用 的 只 有 一 种 单位 制 . 但 在 
电磁 学 情况 就 不 同 了 , 多 种 单位 制 同时 被 人 应 用 着 . 下 面 , 我 们 即 逐 个 地 作 些 说 明 . 
(1) CGSE 制 单位 (静电 单位 ) 在 CGSE 制 中 基本 单位 有 三 个 , 即 厘米 、 克 
和 秒 , 通过 FF = :2 关系 式 , 令 k = 1 来 定 电荷 的 单位 , 这 样 定 出 的 电荷 的 
单位 叫做 电荷 的 CGSE 制 单位 . 然后 利用 F = gB, p = - | E.dl, P=pR 和 
= 巨 + 4xP 来 定 出 电场 强度 、 电 势 、 极 化 矢量 (P) 和 电位 移 矢 量 (DD) 的 CGSE 
制 单位 . 由 此 可 以 看 出 : 在 CGSE 制 单位 中 , P 和 DD 的 单位 都 同 妃 相同 , 因而 极 
化 率 x 和 介 电 常数 < 都 是 量 纲 为 一 的 . 

在 CGSE 制 中 磁 学 诸 量 的 单位 , 是 利用 磁 方面 的 量 与 电 方面 的 量 相互 联系 的 
关系 式 定 出 来 的 . 了 H 和 B 的 单位 分 别 通过 安培 定律 和 法 拉 第 定律 来 规定 , 即 令 下 
面 两 式 

fu-a =4rk ||je -ao, 
五 .di 一 -|| za 
中 的 大 等 于 1 来 分 别 规 定 有 H 和 B 的 单位 , 这 样 规定 出 来 的 B 和 五 的 单位 将 具 
有 不 同 的 量 纲 , 即使 在 真空 中 五 也 不 等 于 B, 而 是 B = 5H, 其 中 ec= 3x 1010 
厘米 / 秒 . 因此 在 CGSE 制 中 , 磁化 率 和 导 磁 系数 / 是 有 量 纲 的 , 它们 的 量 纲 即 为 
727-2, 在 真空 中 j= 
总 结 以 上 , 可 知 在 CGSE 制 中 考 克 斯 韦 方程 组 为 


VvV.D= 4rpf， (D.1) 
VxE= -号 (D.2) 
y.B=0, (D.3) 
VvVxH= + njs. (D.4) 

至 于 洛 伦 效力 公式 , 在 CGSE 制 中 应 为 
f=pE+pV xB. (D.5) 


库仑 定律 和 安培 作用 力 定律 各 为 (在 真空 中 , 下 同 ). 


| je x edn X 7) 
~ 


. 320. ， 附 录 


(2) CGSM 制 单位 (电磁 单位 ) 在 CGSM 制 中 基本 单位 亦 为 厘米 、 克 和 秒 , 然 
而 它 是 通过 电流 磁 作 用 定律 


Fe a | x Cadm X 7) 


并 令 有 = 1 来 定义 电流 的 单位 的 . 这 样 定 出 的 电流 单位 与 CGSE 制定 出 的 有 不 同 
的 量 纲 . 从 电流 的 单位 可 定 出 电荷 的 单位 , 然后 通过 
F=jdr x 8B, 


H=B- 4nM, 


人 :do = 好 |‖ ear 
fe-a=-— 


来 定义 B, 五 ,D 和 互 的 单位 . 这 样 定 出 的 B 和 五 单 相位 同 , 称 为 高 斯 (或 奥 斯 
特 ). 因此 磁 导 率 / 是 量 纲 为 一 的 . 但 这 样 定 出 的 召 和 DD 的 单位 具有 不 同 的 量 纲 ， 


在 真空 中 D 不 再 等 于 ,而 是 D = 二 E. 这 表明 在 CGSM 制 中 介 电 系数 < 的 量 
纲 为 T?L-?, 真空 的 = = 方 . 在 CGSM 制 中 , 麦克 斯 书 方程 组 和 洛 伦 效 力 公式 与 
CGSE 制 中 相同 , 即 为 式 (D.1) ~ (D.5), 而 库仑 定律 和 安培 作用 力 定律 却 变 成 


F= 


jid71 x (Jj2d72 x 7) x( Sen xr) 
"| 和 汪 人 人 
的 形式 . 


(3) 高 斯 单位 制 ”在 此 单位 制 中 ， 凡是 电 方面 的 量 如 gq、j、 忆 、P、D 等 都 用 
CGSE 制 单位 , 凡是 磁 方 面 的 量 如 B、MM 和 五 都 用 .CGSM 制 单位 , 因此 在 此 单 
位 制 中 , 介 电 系数 e 和 磁 导 率 / 都 是 量 纲 为 一 的 , 而 且 对 于 真空 


2d1927 
C “3 
条 


和 


E 一 二 k=1. 


采用 高 斯 单位 制 时 , 在 同时 含有 电 方面 量 和 磁 方 面 量 的 关系 式 中 会 出 现 常数 c. 
如 麦克 斯 韦 方 程 组 即 为 
V .了 p = 4rpf， (D.6) 
16B 


Vx 忆 = 一 了 友 ， (D.7) 
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VvV.B=0, (D.8) 
VxH-1 + (D.9) 

洛 伦 效力 公式 为 ] 
f=pE+ zo0 x B. (D.10) 


库仑 定律 与 安培 作用 力 定律 与 CGSE 制 中 相同 . 在 本 课 中 就 是 用 的 这 种 单位 制 . 

(4) 洛 伦 兹 - 亥 维 赛 单位 制 ” 这 个 单位 制 基本 上 与 高 斯 单位 制 相同 , 只 是 为 了 消 
去 麦克 斯 韦 方程 组 式 (D.6) ~ (D.9) 中 的 4n 而 略 有 变化 . 在 洛 伦 兹 - 交 维 赛 德 单位 
制 中 , 凡 “ 荷 电 物质 方面 的 量 如 p,j, 已 , M 等 , 其 单位 都 比 高 斯 单位 小 V 阮 倍 
如 pL. = V4rpc, jn = V4rjci; 凡 属 “ 场 ” 方面 的 量 如 名、D、B、H 等 , 单位 
都 比 高 斯 单位 大 V 玩 倍 , 如 及 = 二 Be,Bog = -一 Bo. 在 这 个 单位 制 中 ， 


VA VA 
D= 电 + P,H = B 一 M; 麦克 斯 韦 方 程 组 为 : 
VvV:.D= pf (D.11) 
VxB--l9, (D.12) 
VvV.B=0, (D.13) 
Vx- (入 +)， (D.14) 


洛 伦 兹 力 公 式 与 高 斯 单位 制 中 的 相同 , 而 库仑 定律 和 安培 作用 力 定 律 却 为 


1 91gam 
4x r3 | 


_ 1 上] 和 2 x (JodT2 x 7) 
4xc? r3 


(5) MKSA 单位 制 (实用 单位 制 在 MKSA 制 中 是 取 长 度 、 质量 、 时 间 和 电 
流 为 基本 量 , 因而 共有 四 个 基本 量 , 它们 的 单位 分 别 是 米 、 千克 、 秒 和 安培 . 

1 安培 的 电流 相当 于 CGSM 制 单位 的 电流 . 在 MKSA 制 中 , 力 、 功 和 功率 
的 单位 分 别 是 牛顿 、 焦 耳 和 瓦特 . 电荷 、 电 场 、 电 势 等 单位 分 别 是 通过 下 列 关 系 式 


,二 ~- 王 ， 牛顿 / ”伏特 
规定 的 : 9 一 友 媚 = 二 ,9 -| .dl, 并 分 别称 之 为 库仑、 二 人 (= 人 ) 和 伏特 


电位 移 矢 量 D 的 单位 是 通过 fp .do = | | | prdr 规定 的 , 它 的 量 纲 与 巨 的 量 纲 


F= 


不 同 , 因而 < 为 有 量 纲 的 量 . 在 真空 中 , = .0 


si .m’ 


, 其 中 C 代表 库仑 , m 代表 
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米 , c= 3 x 108m/s. B 和 五 的 量 岗 是 通过 法 拉 第 定律 和 安培 定律 规定 的 , 即 令 


di= -|#- der， 
fa-a= 5ae 


这 样 定 出 的 B 和 互 的 单位 将 具有 不 同 的 量 纲 , 因而 4/ 为 有 量 纲 的 量 . 在 真空 中 ， 
4 = 4r x 10-7 开 - -a(C 为 库仑 ). 


在 MKSA 抽 中 麦克 斯 韦 方程 组 为 

VY:.D= pr, (D.15) 

| DB 
Vx 如 = 一 去 (D.16) 
Y.B=0, (D.17) 
vxH-= 十 方 . (D.18) 

洛 伦 效力 公式 为 

f=pE+pvxB. (D.19) 


库仑 定律 和 安培 作用 力 定律 (在 真空 中 ) 为 


1 91g27 
dneo 73 ， 


rs- 名 2 
47 73 》 


其 中 的 eo 和 jo 分 别 为 真空 中 s 和 的 值 , 如 前 所 述 (下 式 中 了 代表 法 拉 , m 代表 
米 , H 代表 亨利 , C 代表 库仑 ). 


107 C2? 1 oF 
-10 =)， 


keg - 
jo =4nr x10-" ET (= 4r x i107 ， 
C m 


_1 
eo0p0 = 辽 济 
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附录 EE ”静电 场 对 介质 的 质 动力 


1. 在 电场 中 , 介质 的 各 个 体积 元 将 受到 电力 的 作用 . 这 种 作用 到 宏观 介质 上 、 
从 而 能 导致 介质 力学 运动 的 力 , 就 称 为 质 动力 . 静电 场 对 介质 的 质 动力 可 称 为 静电 
质 动 力 . 当 介质 中 不 带 自由 电荷 时 , 质 动力 可 以 利用 偶 极 子 受 力 的 公式 来 计算 ， 
为 介质 中 任 一 小 体积 元 dr 在 极 化 后 都 相当 于 一 个 偶 极 矩 为 Pdr 的 偶 极 子 , 偶 极 
子 受 力 的 公式 前 面 已 经 从 能 量 关系 得 到 , 但 也 可 以 直接 地 从 作用 力 公式 计算 出 来 . 
我 们 知道 , 偶 极 子 是 相距 微小 距离 ! 的 两 个 点 电荷 +g 和 -gq 的 极限 情况 , 因 
此 它 所 受 的 电力 可 表 为 
F=(P.VE, (E.1) 


其 中 的 已 代表 偶 极 子 的 偶 极 矩 . 根据 上 式 . 极 化 后 介质 的 小 体积 元 dr 所 受 的 力 为 
dF = (P.V)Edr, 


因而 介质 单位 体积 所 受 的 静电 质 动力 (也 就 是 静电 质 动力 密度 ) 就 等 于 
—1 E 一 1 
(BVE= Y( 瑟 )， (E.2) 
在 化 出 后 一 等 式 时 利用 了 V x 石 = 0. 这 个 公式 的 导出 很 简单 , 但 如 后 所 见 , 它 具 
有 一 定 近似 性 . 按照 式 (E.2), 介质 所 受 的 电 作用 力 密度 与 电场 强度 平方 的 梯度 
成 正比 , 与 电场 强度 的 方向 无 关 . 因而 它 具有 使 介质 向 “电场 强度 绝对 值 ”大 的 地 
方 移动 的 趋向 . 这 个 结果 的 物理 意义 可 以 这 样 理解 . 即 介质 极 化 的 方向 总 与 电场 一 
致 , 因此 单位 体积 的 偶 极 矩 与 电场 的 相互 作用 能 和 极 化 能 的 总 和 即 为 -3pB. 它 的 
绝对 值 正比 于 B2, 因此 B? 愈 大 , 这 项 能 量 就 愈 低 , 于 是 力 就 向 着 EB? 增长 最 快 的 
方向 . 

在 介质 中 带 有 自由 电荷 时 , 介质 所 受 的 静电 质 动力 密度 应 该 是 


E 一 工 
f=pE+ -gr VB), (E.3) 


即 等 于 作用 到 自由 电荷 上 的 力 与 作用 到 偶 极 矩 上 的 力 之 和 . 

2. 推导 介质 中 静电 质 动力 的 一 个 更 具有 普遍 意义 以 及 更 精确 的 方法 , 就 是 根 
据 介 质 静 电能 量 公式 来 确定 它 ， 由 于 该 方法 是 考虑 整个 介质 的 能 量 而 不 是 某 单一 
偶 极 元 的 能 量 , 因而 能 够 进一步 考虑 介质 元 极 化 的 相互 影响 ， 

设想 介质 的 各 处 都 作 一 个 微小 的 位 移 57( 虚 位 移 )， 5% 一 般 各 处 不 同 , 因而 应 
表示 成 为 空间 的 函数 , 6n(z,Y,y). 在 此 位 移 过 程 中 , 静电 质 动力 所 做 的 功 可 表 为 


8W = | f (09, 2) : nz,y, 2)dr. (E.4) 


€ 


f=(P.V)E= 
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显然 , 5W 应 当 等 于 静电 能 量 的 减少 , 即 


SW = —8U. (E.5) 
下 面 我 们 就 要 根据 这 一 关系 式 来 确定 f 的 表达 式 . 具体 的 步骤 是 , 先 要 证 明 
-SU = | [wz + Ev (BE 区)| . Snd7, (E.6) 


上 式 中 的 c 代表 介质 的 质量 密度 . 然后 将 式 (E.6) 与 (E.4) 代入 式 (E.5) 并 进行 比 
较 再 根据 5m 可 以 取 为 任意 的 连续 函数 , 即 可 定 出 
f=pE+ (2 ") 7) 


下 面 即 来 证 明 式 (E.6). 我 们 知道 , 静电 能 量 表示 式 为 


U= 去- Par 一 ;人 “oar 
利用 上 式 , UV 也 可 以 写作 
ll 
= 外 ptdr 一 去 几 <(VeP) dr. (E.8) 


后 一 表达 式 对 于 证 明 式 (E.6) 最 为 方便 . 
在 介质 各 部 分 发 生 上 述 微小 位 移 后 , 各 处 的 =、2、A 等 都 将 有 微小 的 改变 . 这 
些 改变 同样 是 空间 的 函数 , 于 是 由 式 (E.8) 得 出 U 的 改变 为 


6U = 和 ee 十 8pt)dr 一 声 和 ee ‘V(59) +se(Vo)2dr. 
上 式 中 两 个 积分 中 的 第 一 项 可 以 互相 消去 , 因为 
-去 昨 2cVeo.V(apjar = 二 去 上 | | D.v(8p)dr 


= 云 | V.(D8p)dr — 二 去 中 8pV. Dadr， 


而 右 方 第 一 项 通过 高 斯 定理 化 为 无 穷 远 的 面积 分 后 趋 于 零 ， 右 方 第 二 项 根据 麦克 
斯 韦 方程 组 正好 等 于 
- i pr8pd7, 
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于 是 5U 化 为 
aU = | woerar 一 元 下 msear (E.9) 


下 面 我 们 要 把 5pe 和 8e 用 介质 各 处 的 位 移 8mn 表示 出 来 . pe 的 改变 可 以 仿照 
以 前 求 极 化 电荷 的 方法 来 求 : 考虑 任 一 固定 空间 区 域 V, 当 介 质 各 处 位 移 时 , Y 内 
自由 电荷 的 减少 应 等 于 通过 其 表面 台 移出 的 电荷 . 通过 微分 表面 dc 移出 的 电荷 
为 (pf8m) .dc， 于 是 得 出 


外 Sorfd7 = 一 中 pf87 .d6 = 一 下 VY. (pf37)dr， 
上 式 中 积分 区 域 V 是 任意 取 的 , 故 即 有 
Spr = 一 V. (pf67)， (E.10) 


这 一 等 式 的 物理 意义 是 显然 的 . 
至 于 e, 它 的 改变 是 由 于 介质 的 质量 密度 5 改变 引起 的 , 故 可 表 为 
de 


同样 , 质量 密度 的 改变 为 
8C = —Y. (C8n). (E.12) 
代入 式 (E.11) 后 即 得 
8e = -和 Ev . (C8m). (E.13) 


到 此 已 完成 了 用 5m 来 表示 5pe 和 se 的 工作 . 我们 看 见 这 并 不 困难 , 但 是 若 要 
将 sp 用 6m 表示 出 来 就 不 这 么 简单 了 , 因为 p 的 改变 是 与 全 空间 的 电荷 和 介质 分 
布 的 改变 相 联 系 的 . 这 也 就 是 采用 静电 能 量 的 表达 式 (E.8) 来 处 理 优越 的 地 方 . 将 
以 上 所 得 到 的 gpf 和 ss 代入 式 (E.9), 即 得 


8U = 一 中 pV: (pf87)dr 十 去 中 E? Ev ‘(C8m)dr 
= | | -V.(eptsn)+ptsn.Ve 


1 2dE 1 de 
tarzY. (z cen ) 一 7 ， v(z 吕 | 


上 式 右 方 中 第 一 项 和 第 三 项 通过 转化 为 无 穷 远 的 面积 分 而 趋 于 零 , 于 是 得 出 


SU = -下 [e+ 入 (到 至) d7. 
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这 就 证 明了 式 (E.6). 如 前 所 述 , 由 此 定 出 的 静电 质 动力 密度 即 为 式 (E.7). 它 的 前 
一 项 代表 作用 在 介质 自由 电荷 上 的 力 , 后 一 项 代表 作用 到 介质 本 身上 的 力 . 
在 极 化 率 与 介质 量 密度 成 正比 的 情况 下 , 有 


€—1= 4nx = a6, (E.14) 


其 中 的 《 如 前 所 述 代表 介质 的 质量 密度 ; a 为 某 个 比例 常数 . 将 式 (E.14) 代入 式 
(E.7) 后 即 得 到 式 (BE.3)， 这 表明 式 (E.3) 只 是 式 (E.7) 的 一 个 特殊 情况 ( 即 在 式 
(E.14) 成 立 的 条 件 下 ). 式 (E.14) 的 物理 意义 可 以 这 样 来 理解 : 介质 是 许多 分 子 组 
成 的 “介质 极 化 率 与 质量 密度 成 正比 ”也 就 是 说 每 个 分 子 的 极 化 系数 并 不 随 分 子 间 
的 平均 距离 的 改变 而 变化 , 因此 式 (E.14) 代表 的 是 分 子 间 的 极 化 系数 没有 关联 的 
情况 . 对 于 气体 , 这 个 条 件 一 般 是 满足 的 . 对 于 液体 和 固体 特别 是 s 的 值 与 1 的 差 
较 大 时 , 它 一 般 不 满足 , 因此 不 能 应 用 式 (E.3), 而 式 (E.7) 应 用 的 范围 就 没有 这 个 
限制 . 

3. 介质 ( 实 指 电介质 ) 中 任 一 有 限 部 分 所 受 的 总 作用 力 FF 可 以 表 为 力 密度 f 


的 体积 分 
F= | fdr. 
下 面 将 证 明 它 可 以 通过 某 个 张 量 T 在 该 体积 V 表面 2 上 的 面积 分 来 计算 , 即 
-由 工 .d6. (E.15) 
5 
此 张 量 工 称 为 ( 电 ) 介质 中 的 麦克 斯 韦 张 量 , 它 等 于 @ 


T= 均 4 (em 一 jE ) + 计 + EL (E.16) 
其 中 的 ¢ 为 介质 的 质量 密度 ( 见 式 (E.11) 上 ), § 一 < 为 温度 T 保持 不 变 的 情况 下 对 
¢ 的 微 商 . 
式 (E.15) 和 (E.16) 可 称 为 面积 分 形式 的 静电 质 动 力 公式 . 它 的 证 明 也 很 简单 ， 
首先 , 利用 公式 


Ve -至 vc (E.17) 


将 力 密度 了 分 为 两 部 分 之 和 : 
f=f1i+fo, (BE.18) 


加 对 于 磁 介 质 类 似 地 有 


T= 让 WHH - SuH2D) 十 它 H? ( 呈 ) CI. 
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其 中 
1 2 
fi 一 rE 一 机 三 Ve, 


de 
f2 = 去 v(m $6). (E.19) 
再 由 麦克 斯 韦 方程 组 和 张 量 运 算 公式 ， 
1 
1 1 
上 式 中 的 两 项 可 分 别 化 为 


1 _ € 1 2 
-PVWE= plea VvV)E= Bre ve )， 


去 Y . (DE) = 去 V(ez) = 去 V . (eB21), (BE.20) 
于 是 f] 可 表 成 
fi= 云 Y， (em 一 je5) . (E.21) 
同样 仿照 式 (E.20) 第 二 式 的 形式 , f。 可 表 成 


f=Y- (去 a (E.22) 
于 是 , 通过 张 量 运算 的 高 斯 定理 , 即 得 出 式 (E.15) 和 (E.16). 在 式 (E.14) 成 立 的 情 
况 下 . 麦克 斯 韦 张 量 T 的 表达 式 就 化 为 比较 简单 的 形式 : 


_1 1 
T= (BE - 了 ID) (E.23) 


4. 当 存 在 电场 和 介质 的 突变 面 时 , 在 突变 面 上 式 (E.7) 右 方 第 二 项 趋 于 无 穷 . 
这 时 应 该 引入 力 的 面 密度 来 代替 体 密度 . 力 的 面 密度 值 可 以 这 样 来 求 , 即 先 将 突 
变 面 看 作 是 一 个 厚度 很 小 的 转变 层 , 并 应 用 式 (E.7) 计算 出 转变 层 单位 面积 所 受 的 
力 , 然后 再 取 极 限 . 不 过 应 用 麦克 斯 韦 张 量 T 来 计算 可 以 更 方便 地 得 出 结果 . 
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我 们 平行 于 突变 面 取 一 扁平 小 匣 ( 见 图 E.1). 对 它 应 


do 介质 1 
Er 用 式 (E.15), 即 得 其 内 介质 所 受 的 力 为 


4 dF = Ti:doi+ Ta .dos = (Ti — T2) .ndo, 
图 E.1 位 于 介质 突变 面 
( 亦 即 两 种 介质 ) 交界 面 上 上 式 中 的 n 代表 突变 面 法 线 方向 的 单位 矢量 . 方向 由 介 


的 扁平 小 匠 质 2 到 介质 1. 于 是 即 得 面 力 密度 的 公式 为 
f 一 (Ti1 一 T,) nn 


二 让 (iBinB! 一 Ee2 BE2n EB2) 一 吉 加 @ 一 各 


—E2? @ 一 sa) nN. (E.24) 


在 式 (E.14) 成 立 的 情况 下 , 上 式 化 为 
f= 二 (erBinE — £2 E2n E2) 一 地 (9 — E2)n 


这 就 是 所 要 推 求 的 结果 . 

最 后 , 我 们 指出 , 在 本 节 的 讨论 中 , 不 仅 假定 了 DD 与 的 线性 关系 . 而 且 假定 
了 介质 始终 是 各 向 同性 的 . 实际 上 , 对 于 固体 介质 . 即使 在 没有 形变 时 它 是 各 向 同 
性 的 , 在 发 生 形变 后 亦 将 变 成 各 向 异性 , 这 时 s 将 变 成 一 个 张 量 e. 因此 严格 说 来 ， 
本 节 的 结果 只 适用 于 流体 介质 , 对 于 固体 介质 需要 作 某 些 修改 . 不 过 处 理 的 方法 是 
相似 的 , 这 里 就 不 再 作 仔细 的 讨论 . 

值得 注意 的 是 , 在 静电 质 动力 作用 下 , 介质 中 可 能 出 现 应 力 , 在 液体 介质 中 这 
种 应 力 就 是 压强 , 当 我 们 考虑 液体 中 带电 体 所 受 的 总 力 时 , 还 必须 把 这 种 压强 所 产 
生 的 浮力 考虑 进去 . 


附录 下 地 面 导线 环 的 辐射 电阻 * 


近年 来 , 以 置 于 地 面 的 交 变 电流 环 作为 发 射 源 进行 变频 测 深 , 已 经 应 用 在 地 下 
水 、 石油 、 地 热 和 冻 土 层 的 勘探 实践 中 , 探测 深度 最 大 已 达 2000 米 以 上 . 为 了 得 到 
足够 强 的 场 , 发 射 环 上 的 电流 一 般 都 比较 大 . 因此 在 仪器 设计 中 , 常 希望 知道 环 的 
辐射 电阻 的 大 小 . 1953 年 , 韦 特 (J. R. Wait)I 曾 计算 了 高 地 面 高 度 为 h 的 小 导线 
环 的 辐射 电阻 . 不 过 , 由 于 他 采用 了 磁 偶 极 子 模型 而 且 在 计算 中 作 了 近似 处 理 , 所 


* 本 文 是 作者 应 有 关 勘 探 单位 的 要 求 所 作 的 理论 研究 的 一 部 分 ， 曾 发 表 于 1978 年 1 月份 的 《地 球 物 
理学 报 》. 


得 的 结果 不 是 普遍 的 , 不 能 用 到 置 于 地 面 的 导线 环 (h = 0) 的 情况 . 如 果 在 韦 特 的 
结果 中 , 试 令 h 趋 于 零 , 则 得 出 的 辐射 电阻 将 趋 于 无 穷 大 . 这 显然 是 不 合理 的 在 
本 文中 , 我 们 将 推导 置 于 地 面 的 具有 有 限 半 径 的 电流 环 的 电磁 场 表 达 式 , 并 根据 此 
表达 式 求 出 该 导线 环 的 辐射 电阻 . 文章 最 后 还 给 出 了 数值 计算 的 结果 . 


-一 


在 推导 地 面 电 流 环 的 电磁 场 表 达 式 时 , 我 们 采取 非 齐 次 边 值 关 系 的 处 理 方式 ， 
即 把 场 源 (电流 环 ) 作为 非 齐 次 项 放 在 边 值 关系 中 , 空气 中 和 大 地 中 的 方程 保持 为 
齐 次 的 , 而 不 采用 把 场 源 直 接 产生 的 场 作为 非 齐 次 项 从 总 场 中 分 出 来 的 办 法 . 因此 ， 
下 面 的 互 和 五 缘 代 表 总 的 场 强 值 . 
设 大 地 为 一 均匀 各 向 同性 的 介质 , 其 导电 率 和 介 电 常数 分 别 为 cx 和 el. 空气 
的 介 电 常数 设 为 so, 大 地 与 空气 的 导 磁 系数 假定 都 等 于 /io. so 和 po 分 别 为 真空 中 
介 电 常数 和 导 磁 系数 的 值 中 地 面 设 为 一 无 穷 大 的 平面 , 并 与 z = 0 的 坐标 面相 重 
全 
导线 环 的 半径 用 a 表示 , 它 位 于 地 面 即 z = 0 的 面 上 . 环 心 取 为 坐标 原点 . 我 
们 假设 环 上 电流 是 均匀 的 @ 具有 和 角 频 率 w. 不 难看 出 , 这 种 情况 下 , 电磁 场 具有 轴 
对 称 性 , 并 且 在 柱 坐 标 中 , 电场 只 有 0 分 量 , 磁场 具有 > 和 z 分 量 , 因而 它们 可 以 
表示 为 
E = Egl(r, 2z)e-iinyg, 
H = H,(r,z)e ivin, + Hy(r, 2)e-ivin;, 
其 中 n.、ne 和 ns 代表 柱 坐 标 中 的 基 矢 . 


根据 上 述 电场 的 表达 式 , 从 Maxwell 方程 组 可 以 推出 , 在 空气 和 大 地 中 , Eo(7, z) 
满足 的 方程 名 为 


(F.1) 


D2Fp OE 10FKe 2 1 
B+ tio (m0 (F.2) 


只 是 好 的 取 值 不 同 . 对 于 空气 , k? 取 值 局 , 而 对 于 大 地 , k? 取 值 好 ， 


局 = Hosgw2， 
(F.3) 
Rk2 一 HoE1w2 十 ioclw， 


@ 本 文采 用 了 实用 单位 制 ,这 是 使 用 单位 要 求 的 .因此 真空 的 导 磁 系数 和 介 电 常数 在 此 文中 皆 为 有 量 
网 的 量 . 
@ 在 通常 的 两 极 供电 方式 下 , 这 要 求 环 的 周 长 比 c/w 小 得 多 . 
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场 分 量 瓦 和 态 。 皆 可 通过 Eo 表示 出 来 : 


-i OB 
~ how Oz (F.4) 
i /OEe 1 
H; = -2 十 =E). 
我 们 可 以 用 分 离 变数 法 求 出 (F.2) 式 的 特 解 , 其 形式 为 
Eelr, 2) = J1 (Br)2(8, z), (F.5) 


其 中 6 为 一 实 参 量 , 而 
2Z(B,z) = Ae”* + Be-“z， 


k= VE- (9) 
我 们 规定 , 开 根 时 符号 的 取 法 是 使 e 的 值 在 第 四 象限 . 
相应 的 瓦 和 瓦 为 
H(r,2) = —— (67)Z(0, 2), 
How (F.7) 


H,(r, z) = A Zz). 


式 中 乡 代 表 2 对 z 的 微 商 . 
一 般 的 解 可 表 为 分 离 变 数 解 的 琶 加 . 根据 汉 克 尔 (Hankel) 变换 理论 , 这 种 登 加 
可 表 为 上 述 解 对 6 从 0 到 oo 积分 . 因此 , 空气 中 的 场 分 量 可 表 为 


ES(r,z) = 上 万 (pr)20(B,z)d8， 
Fe(ra -=| JA(Br)jo(B, 2)dp, (F.8) 
0W 


HO(r,z) =— | Jo(Br)Z0(8,2)Bdp, 
[4 0 


其 中 
Zo(B,z2) = Ao(B)e™* + Bo(B)e "°, roVyB2— Re. (F.9) 
同样 , 将 大 地 中 场 分 量 表 作 


BJ(r,z) -| 万 (pr)21(8,z)d8， 
(nD) = 上 万 (8 站 (0, 2)dp, .10) 


lm) -— | Jo(Br)21(B,z]6d6， 
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其 中 
21(B,z) = Ai(B)e™* + Bi(B)e-™, riVB?—k. (F.11) 
我 们 取 z 轴 方 向 指向 下 . 根据 z _，+oe 的 边 条 件 以 及 上 述 关于 kx 符号 取 法 的 
规定 ， 
Bo(6) = 41(6) = 0. (F.12) 
剩 下 的 两 个 系数 4o(6) 和 Bi(6) 可 由 z = 0 面 上 的 边 值 关系 来 确定 . 
为 了 将 场 源 作为 非 齐 次 项 放 在 边 值 关系 中 , 我 们 将 电流 环 用 面 电流 密度 页 的 


形式 表示 出 来 : 
HI= /I(r)e iving, 


(F.13) 
I(r) = 76(r — a). 
对 T(r) 进行 汉 克 尔 变换 , 得 
oA A (EF.14) 
地 面 上 的 边 值 关系 是 
1 —_ FO 人 
Es(7,0) = Eg(r, 0), (E15) 
Hi(r,0) = H?(r,0) + H(r). 
将 (F.8)、(F.10) 和 (F.14) 式 代 入 后 , 得 到 
Bi = Ao, 
(F.16) 
KR1B1 = 一 ko040 十 ipowya (Bo), 
由 此 解 出 oy 
40(8) = Bi(8) = Bh (Ba). (EF.17) 
于 是 地 面 的 电磁 场 为 
BB(r,0) =ipowla | 二 和 二 二 (0o) (Br)dp, 
HO(r,0) = -Ia 上 Co (Ba) (Br)dp, (F.18) 
1 人 
五 0(r， 0) =Ia | pr N11(Ba)Jo(Br)dB. 


如 果 在 (F.18) 式 中 , 令 a 一 0、 了 一 oo, 而 保持 磁 偶 极 矩 


M = Ina? (F.19) 
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为 有 限 ,， 即 化 为 磁 偶 极 子 的 情况 . 当 a 一 0 时 ， 
J1(Ba) 一 5po 
代入 (F.18) 式 后 , 化 得 中 


BP(n,0) = Le | pe Fe (Br)dp, 
M f B2ro 
HP(r,0) =— 去 | (Br)dp, (F.20) 


HPD(n,0) ={ | ”_6 (0r)dp, 


Ko 十 KR1 


角 码 DD 代表 偶 极 子 的 场 . 为 书写 简便 起 见 , 标号 0 已 略 去 。 
(F.20) 式 中 的 BP 和 HD 已 为 许多 作者 解析 地 积 出 来 加, 结果 是 


D __ igowM 1 ikir /9 qi _ 122 
Eg (7, 0) -3 码 均 [e™:” (3 — 3ikir — k1r’) 
—eikor(3— 3ikor —k2r?)l, rr>0, (F.21) 
M 1 ,ikir ， ， 
HP(r, 0) = -而 ky (9 ~ 9ikir 一 4k2r2 十 ik3r3) 
— eikor(9 — gikor — 4k2r2 +ik3r3)], rr>0. 


至 于 HP(r, 0), 戈 登 (Gordon) 曾 在 略 去 空气 中 位 移 电 流 的 情况 下 , 求 出 它 的 解析 表 
达 式 .实际 上 , 不 略 去 空气 中 的 位 移 电流 , 解析 表达 式 也 是 可 以 求 出 来 的 , 我 们 
求 出 的 结果 为 

HP?(r,0) = 2 二 人 二 [a (卫士 和 各 7) 厂 (2 = r)|}, 7r>0. .22) 
其 中 五 (z) 和 (1 (x) 都 是 一 阶 的 柱 函 数 . (F.22) 式 的 推导 参见 数学 附录 . 为 了 读 
者 方便 , 附录 中 亦 给 出 了 (F.21) 式 的 推导 . 

通过 柱 函 数 的 递 推 关 系 ,(E.22) 式 亦 可 化 成 

Ia -是 生 [P(e 革 en(e 5 


@ 在 (20) 式 中 , 被 积 函数 在 8 _，co 时 并 不 趋 于 零 ， 这 样 的 积分 在 通常 的 意义 下 是 不 收敛 的 ，(18) 

式 中 的 后 二 式 也 有 类 似 的 问题 . 但 由 于 这 些 被 积 函数 是 振 鞠 的 ,而且 振幅 的 发 散 不 超过 某 个 8 的 宕 函数 ， 

此 只 要 把 无 穷 积分 的 定义 略为 改变 一 下 ， 即 可 使 这 些 表 达 式 具有 意义 .在 本 文中 ,上述 振 落 函数 /(8) 的 天 

筋 积分 | f(8)dB 代表 通常 意义 下 的 lim se e-<pj(6)d6.， 这 种 定义 在 Fourier 变换 中 也 常 被 采用 .对 

(20) 和 8) 式 之 所 以 能 采用 这 种 定义 ,是 因为 Zo 中 本 有 因子 exo*, 而 地 面 场 实 应 为 (8) 式 在 高 地 面 天 

穷 小 高 度 e 处 (z 二 一 6] 的 值 . 这 时 eroz 就 化 为 e-"oe, 它 对 这 些 积分 的 收 合作 用 ,与 上 述 定义 中 的 因子 
e-Be 相同 . 
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eee) ey 
现在 再 回 到 有 限 半径 的 情况 , 设 r > a. 
对 于 万 o(r,0), 我 们 可 将 环 面 分 成 为 许多 小 面 元 ， 然后 对 每 个 面 元 的 贡献 用 偶 
极 子 公式 来 处 理 . 由 于 它们 产生 的 五, 在 方向 上 是 一 致 的 , 故 简单 加 起 来 即 可 . 从 
图 F.1 可 见 , 距离 在 RR 与 RR+dBR 之 间 的 面积 等 于 2RpdR, 而 


于 是 
HO 0) 一 i "te 1 ikiR ; 2 P2 :43 p3 
2(7,0) = -RE raz (9 — 9ik.R— 4k1R’ +ikiR’) 
. p21.%2 ,2 
ihoR(g _ gikoR — 4k2R? + ikd RS)]arccos dt" —0qR. (F.24) 


2Rr 
至 于 分 量 到 (7,0) 和 HO(r,0), 这 样 简单 的 处 理 是 不 行 的 , 但 我 们 利用 Gegen- 
bauer 公式 向 


(Pa) (Pr) = | pi(ER)S x Se xdx (F.25) 


亦 可 将 它们 表 为 EP(R,0) 或 HP(R,0) 的 又 加 . 式 中 的 RR 与 积分 变量 x 之 间 的 关 
系 为 
R= Vr? 十 a2 一 2ar cosX， (F.26) 


因而 x 所 代表 的 角度 如 图 1 所 示 . 
将 (F.25) 式 代入 (F.18) 第 一 式 后 , 先 对 6 积分 , 即 可 将 EE(7,0) 用 HP(R,0) 
表示 出 来 : 
iuowIa? 
An(k? — ké) 
— eikoR(3 — 3ikoR — ke R2)]sin?xdx, (F.27) 


nT 
EY(r,0) = "| 至 [emR(3 - 3ik1R — KR2) 
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通过 将 积分 变量 化 成 R, 我 们 得 到 更 加 简单 的 形式 : 


iiowy 1 fr+ya 1 ， 。 
-| 本) 
1 0 T—a 


— eoR(3— 3ikoR ~ KBR?)] VAr2a2 — (r3 + 3 — Fa)dR. (F.28) 


分 量 H2(r,0) 可 以 类 似 地 处 理 , 结果 是 


Haln,0) 3: ?| {总 说 襄 (a (2 (3 2 8))]} 


Ey (7, 0) 


x V4r2a2 — (r2 十 a2 — R2)?2dR, (F.29) 
或 者 
ze -后 
-|) 
472a2 — (72 + a2 一 R?)2dR. (F.30) 


利用 递 推 关系 , 还 可 以 将 (F.30) 式 中 的 微 商 化 掉 . 


一 一 


一 一 


为 了 求 地 面 导线 环 的 辐射 电阻 , 我 们 作 一 封闭 曲面 将 导线 环 包 于 其 中 , 并 计算 
通过 该 封闭 曲面 的 总 能 流 ， 这 个 封闭 曲面 可 以 取 成 z = +e 的 两 个 无 穷 平 面 . 当 令 
< 一 0 时 ， 即 得 总 能 流 的 周期 平均 值 为 


W= -Re | Eg(r, O)[Hi(r, 0) — H?(r, 0)}* 2nrdr. (F.31) 
0 
根据 边 值 关系 (F.15) 第 二 式 和 (7) 的 表达 式 (F.13), 上 式 可 化 作 
W = —xalRe Ey(a, 0). (F.32) 


这 个 结果 的 物理 意义 是 很 清楚 的 . 它 表明 W 等 于 环 电流 克服 其 本 身 电场 所 作 的 
有 功 功率 . 将 (F.28) 式 代 入 后 , 并 除 以 37, 就 得 到 地 面 导线 环 的 辐射 电阻 公式 


i ， 。 
五 罩 = 一 AL0w | Re{ Tarr le — 3ikR— k2 R2) 


eikoR(3 — 3ikoR — 局 RPR] } Vda — RidR. (F.33) 
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初 看 起 来 , 在 积分 的 下 限 处 , 被 积 函数 趋 于 无 穷 , 实际 上 并 不 如 此 . 将 被 积 函数 
中 的 指数 函数 作 守 级 数 展 开 , 即 可 证 实 这 一 点 . 利用 下 列 的 展开 式 


eiz(3 一 3iz — 22) = > A 一 3iz + (iz)?] 
n= 二 0 


=3 二 二 一 iz3 > My (iz)™, (F.34) 


i ikhiR/a _ 2; _ 2p2 
Re{ yi (3 — 3ik1R — k2B?) 


— eoR(3 — 3ikoR — MGR?) V4a? — 2} 
vv — -人 
-me 


(m+3)! 


(iR)™ (kmt3 - ue) }. (F.35) 


此 式 表 明 , 被 积 函数 在 R 一 0 时 , 不 仅 不 发 散 而 且 是 趋 于 零 的 . 
将 (F.35) 代入 (F.33) 式 , 还 可 以 求 出 辐射 电阻 的 级 数 表达 式 . 令 


y= 75， 


则 (F.33) 式 化 为 


(2koo)™19] fy Vi = EY 
积分 
| y Vl- ydy 
可 用 6 函数 或 7 函数 表示 出 来 : 
1 六 (到 十 TY P 3 
[rv 


利用 7 函数 的 加 倍 公式 , 我 们 将 上 式 进一步 化 成 
1 
| yr VIR (F.36) 


2m+1(m + 2)72( 亏 十 1) 
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于 是 得 出 辐射 电阻 的 级 数 表 达 式 为 


ae 一 天 m+3 


一 oo (F.37) 


从 这 个 公式 可 以 明显 地 看 出 , 置 于 地 面 的 小 导线 环 的 辐射 电阻 并 不 趋 于 无 穷 
大 . 当 ex 有 限 而 a 很 小 , 使 得 
Ikia| < 1 (F.38) 


时 , 我 们 可 以 只 取 (F.38) 式 中 的 第 一 项 , 得 出 的 结果 为 
五 罩 一 508ozoao， (F.39) 


与 a 的 三 次 方 成 正比 . (F.39) 式 与 Wait 的 公式 是 完全 不 同 的 . 
小 线圈 在 自由 空间 中 的 辐射 电阻 癌 ， 亦 可 从 (F.37) 式 求 出 ( 令 a = ko, 并 取 
到 m=2 的 项 ), 其 什 为 了/ 全 (hoo). 于 是 得 


RR _ 2 0 1 


El RT oa (F.40) 
它 与 koa 成 反比 , 与 传导 电流 和 真空 位 移 电 流 的 比值 成 正比 . 
在 位 移 电 流 可 以 忽 去 的 情况 下 , (F.37) 式 化 成 简单 的 形式 : 
_ 27 亡 3(m— 1)n m+s - m 
Res = 一 -一 一 F.41 
入 rp 4 (m+ 1)(m + 2)( m+3)72 (= +1) 4 
其 中 
U = VUowol a. (F.42) 


(F.33) 式 在 忽 去 位 移 电流 时 , 亦 可 简化 为 


1 
= £1 3 与 位- eu [Ga + ur)cos ux 


, /22 
十 uz( (1 十 avz) sin uz|} 1 一 了 (F.43) 
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本 节 给 出 数值 计算 的 结果 . 首先 看 忽 去 位 移 电流 的 情形 ， 由 (F.41) 或 (F.43) 


式 , Rg 可 以 表 为 
BR 辐 = 二 Fo (F.44) 


我 们 只 要 计算 f(w) 就 行 了 . 在 w 不 大 的 情况 下 , 以 用 级 数 表 达 式 (F.41) 比较 方便 ， 
当 w 大 时 , 级 数 收 敛 较 慢 , 不 如 直接 用 积分 表达 式 (F.43) 来 计算 . 积分 时 , 最 好 分 
成 两 段 来 积 , 第 一 段 从 零 积 到 zo, 第 二 段 再 从 zo 积 到 V5. zo 应 选 得 使 


220 <1, 


这 样 在 作 第 一 段 积分 时 , 可 将 被 积 函数 作 麦 级 数 展开 并 只 取 前 几 项 . 具体 公式 是 


f(u) -和 上 z| 一 二 (wz 十 邢 十 一 一 105 一 -(uz)3 一 (un) + ey 1— ds 


十 S{ —e "7 [a 二 Wz)cos uz 十 uz(1 十 3uz)jsin uz } 


2 
.4/1— 可 dz (F.45) 


函数 f(w) 的 值 如 表 F.1 所 示 , 其 中 w < 1 的 f(w) 是 用 级 数 表达 式 计算 的 , 4 > 1 
是 用 积分 表达 式 计算 的 , zo 取 为 元 


表 下 .1 
2.08 x 10-10 | 3.32 x 10-9 | 5.29 x 10-8 | 2.04 x 10-6 | 3.19 x 10-5 
1.63x 10-2 |1.99x10-1| 1.80 | 1.76x 10! Ti 


考虑 位 移 电流 时 , 结果 比较 复杂 , 但 仍然 可 以 作 一 些 简化 . 为 此 , 引入 二 个 无 量 
网 的 参量 


4.86 x 10 ”| 4.86 x 10-4 
| 20 
3.12 x 102 


few) 


flu) 


E0 

272) 
Koei? (F.46) 
Hoota2’ 


koa 和 kia 用 wu、so 和 si 表示 出 来 即 为 


koa 一 W230, 
kia = uvVu2s1 十 于. 


3S0 一 


§1 一 


(F.47) 


这 时 , 辐射 电阻 可 表 作 
Rg = 二 Fu s0, s1). (F.48) 


oO1Q 
FF(w，so，51) 的 积分 表达 式 是 


2 
F(u, s0, 81) = -2 | Re [ei*1°7 (3 — 3ijiaz' — k2a272°2) 
0 


i 
{a 


12 
—eikoar’ (3 — 3ikoar’ — k2a272)]4/1 — 二 dz/， (上 .49) 
0 4 


1 辫 A， 
Flu, s0, s1) = 一 2mu2 Re{ A (m+ Dm+2)(m+3)r? (T+1) 


而 级 数 表达 式 为 


im [ha)™ts — (koa)™+3]}, (F.50) 


其 中 ha 和 koa 由 (F.47) 右 方 表示 . 同样 , 在 w 小 时 以 用 级 数 计算 比较 方便 , 当 
大 时 , 车 so 和 si 又 不 太 小 , 则 级 数 不 仅 收敛 很 慢 , 而 且 由 于 正 负 项 交错 , 容易 造成 
很 大 的 误差 . 这 时 就 应 改 用 积分 表达 式 来 计算 . 积分 最 好 也 分 成 两 段 来 进行 在 第 
一 段 积分 中 (z'/ 从 0 到 zo), 被 积 函数 仍 采 用 级 数 展开 并 只 取 前 几 项 . 具体 表达 式 可 以 
从 (F.35) 推出 . : 

当 so 和 sl 趋 于 零 时 , F(w，so，s1) 就 趋 于 f(w). 

下 面 列 出 函数 F(uw，so，si) 的 儿 组 数值 ， 吕 = 2 取 为 15. 对 于 wu<1,FF 是 
用 级 数 算 的 , v > 1 则 是 用 积分 表达 式 算 的 , .zo 取 为 1/2u. 在 wu = 1 处 , 两 种 办 法 
算出 的 结果 相 重合 . 


表 F.2 30 一 0.1， 81/380 = 15 


os | 1 | :2 | 5 | wm 


表 F.3 so 一 10-2,sli/so 一 15 


2.08 x 10-10 | 3.32 x 10-9 | 5.29 x 10- 2.04 x 10-6 | 3.19 x 10-5 
5 


0.2 
4.90 x 10-4 
20 
6.27 x 102 


4.87 x 10—4 


一 ， 一 8 
rr， 和 hn 
2 — 3.67x 101 | 1.54 x 10? 


0 20 
1.65 x 10— 2.15 x 10-1 6.26 x 102 
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表 F.4 se 一 10-3,si/so 一 15 


ra 
1.63x10-2 | 2.00x10-1 | 1.88 | 2.29x10! | 131x102 5 


表 了 .5 so 一 10-4，sl/so 一 15 


| 7 | wv Ta 
F 1.99x10-! | 181 | 181x10 | 8.54x10! | 4.37x 102 


表 F.6 so==10 5, si/so 一 15 


| TI | 5 | HT 
F | 1.63x10-2 | 1.99 x 10-! 1.76 x10! | 7.70x10: | 3.28 x 102 


表 F.7 so 二 10 ,si1/s0 一 15 


| 20 
1.63 x 10-2 | 1.99 x 10-1 176x10! | 7.62x102 | 3.13x 102 


在 表 F.4~ 表 F.6 中 , 未 列 出 v 在 5x 10-3 ~ 0.2 之 间 的 下 值 , 因为 这 些 值 已 
与 表 F.1 中 的 f 相同 . 
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1. 关于 (F.21) 式 的 推导 ” 当 & 位 于 第 一 象限 而 r+ 和 z 为 正 实数 时 , 有 下 面 的 
积分 公式 5561， 


eV eikV75 十 三 
上 Jo(Br) J = 去 (F.A.1) 
其 中 VB -如 取 在 第 四 象限 . 将 上 式 两 边 对 z 微 商 二 次 , 然后 取 z = 0, 就 得 出 
| BVB? — k2Jo(Br)dB = el —ikr), rr>0. (F.A.2) 
0 人 
再 利用 
(Br) = -0 
PB?J(Br) = 2 二 邦 (6n)|， (F.A.3) 
即 可 求 得 


| PV RN(Br)d6 = 二 [ 宝 da 一 ak] 
0 
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eikr 
= -3 — 3ikr — k2r2), (F.A.4) 


上 BVB2 -12.Jo(br)d6 = {ro Be 加 in]] } 


= 0 — 9ikr — 4kr? +iksr), >0 (F.A.5) 
最 后 , 将 (F.20) 式 被 积 函数 中 的 分 母 有 理化 : 
局 - rr -人 一 ko)， (F.A.6) 


接着 应 用 (F.A.4) 和 (F.A.5), 就 得 到 (F.21) 式 . 
2. 关于 (F.22) 式 的 推导 ”我们 先 录 出 四 个 有 关 柱 函数 的 积分 公式 门 ; 


arT'(v + 1) 2 
Re(j+v) >0, Re(ae 土 这 ) > 0. (FE.A.7) 


其 中 F(a，6， >y，2) 为 超 比 函数 . 上 式 的 一 个 特例 是 


| eo (ANJ Xe-1dA (BD) Tet (ptr L+v+l 7 十 1 -与 ) 
0 "2 


~” 一 QGA 2 _ > 
| oN AONMAA = TT, Relatib) >0, (F.A.8) 
其 他 两 个 公式 是 
5 202 1 2 2 
ez 了 JolBr)BdB = 35 4 ， Re 2 > 0， (F.A.9) 
0 
c+ioo ， 2 .3 
| 6 和 全 二 (二 7 至 ) 旦 = niH(V(Z),(z), (F.A.10) 
0 


Rev > 一 1, |z| < |2|, ce 为 任意 正 实数 . 
根据 公式 (F.A.8), 当 > > 0 时 


厂 B21(Br)dB = lim | eB2 T(r) = 0, (F.A.11) 
0 2 J0 
于 是 HP(7,0) 可 以 改写 成 对 局 和 局 对 称 的 形式 : 


H?(7,0) = | 2 0 92.7. (6r)dp = MdG 


KR1 十 Ko 4x dr 


,7 > 0. (F.A.12) 


其 中 


G(r) = | ko g(r)db, r > 0. (F.A.13) 


K1 十 Ko 
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为 了 将 ee 用 柱 函 数 的 积分 表示 出 来 , 我 们 先 来 找 它 和 超 比 函数 的 关系 . 
通过 分 母 有 理化 和 把 平方 乘 开 , 得 
RI— KO 1 262 一 性 一 局 民 一 局 \2 
To” 破 - 成 ( 亿 一 0) 一 到 一 1- 1 (5 | 


再 将 根 式 展 成 级 数 , 便 化 为 


ki 一 ko 2062 一 取 一 局 太一 悦 2 
HI 十 ko k? — kd Ei 2 (5) T+ 
2 
1 
好， 而 之 (和 es) r(n+ 3) 
-0 4 5 局 r (3)r (n+2) 
上 式 中 的 级 数 即 为 超 比 函数 机 1 2,22), 其 中 
如 一 2 
+= 3 1 9 (F.A.14) 

于 是 1 

Al 一 hk0 记 

ee 一 -2F (3 1, 2,22). (F.A.15) 


这 就 是 我 们 第 一 步 要 求 的 结果 . 在 下 面 的 处 理 中 , 我 们 先 设 成 和 操 为 正 虚数 令 
(F.A.7) 式 中 的 1 为 零 , "为 1, 并 取 
a=282 一 性 一 后， b= —i(k?— ke), 
即 得 
| e-(26 -ki kA (—i(k? 一 岂 六 全 一 27 1, 2,22) 
0 2 


i 一 po 
一 F.A. 
i Fr (F.A.16) 


将 此 结果 代入 (F.A.13) 式 中 , 就 将 G 化 为 
G(r) = -| 人 so (Br)e Ki+k8) XT (~i(k? 一 #8)X) EdXdp. 
交换 积分 次 序 并 利用 (F.A.9) 式 , 我 们 得 


4 OC 2 
G(r) = 一 了 | e 一 焉 二 (好 二 MO) 和 ,万 ( 一 i( 一 局 ) 为 0 
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id | e- 节 +( 太 + (i(k? 一 2) 和 A). (EF.A.17) 
rdrjo 入 
为 了 求 出 (F.A.17) 式 中 的 积分 , 作 变 数 变换 
2 
8A 2， 
由 此 得 
_id/[™ sg Wr , /i(k? — ko)r2\ dt 
G0) -7 二 上 dT 
i (ET k2)r? ) 亚 
rdr jo 4t t 


此 式 中 的 积分 回路 可 以 变形 到 | c 为 任意 正 数 . 再 应 用 公式 (F.A.10) 并 取 


1 1 
二 3(K1 一 /0 )7， 了 一 了 (ka 十 ko)r, 


即 得 出 


on- [ei ) A) 0 aa 


将 (F.A.18) 代入 (F.A.12) 式 , 就 得 到 所 要 的 结果 . 以 上 推导 虽然 是 在 好 和 局 为 正 
虚数 的 情况 下 完成 的 . 但 能 过 (F.A.13) 式 右 方 积分 和 (F.A.18) 式 右 方 表达 式 作为 
ko 和 ki 函数 的 解析 性 质 , 不 难 证 明 , 对 实际 的 如 和 ko 值 , (F.A.18) 式 也 同样 成 立 . 
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附录 G ”水 平分 层 大 地 的 交流 视 电阻 率 * 


在 电磁 场 变频 测 深 方法 中 , 和 其 他 电磁 测 深 一 样 , 要 引入 大 地 的 视 电 阻 率 的 概 
念 . 大 地 的 交流 视 电 阻 率 是 通过 地 面 观 测量 来 定义 的 一 种 表 观 的 、 具 有 等 效 意义 的 
电阻 率 . 它 与 各 层 地 层 的 真实 电阻 率 、 各 层 厚 度 和 频率 的 关系 , 需要 从 理论 上 推导 
出 来 . 通过 实测 的 视 电 阻 率 曲线 与 理论 曲线 的 比较 , 即 可 得 出 关于 各 层 真 实 电阻 率 
和 厚度 的 知识 . 在 采用 天 然 源 的 电磁 测 深 中 , 通常 用 的 是 由 比值 法 定义 的 视 电 阻 率 ， 
而 在 采用 人 工 发 射 源 的 变频 测 深 中 , 除了 采用 比值 法 视 电 阻 率 外 , 还 可 以 用 单个 场 
分 量 来 定义 视 电 阻 率 . 

对 于 远 区 场 吕 , 从 这 两 种 定义 所 得 出 的 水 平分 层 大 地 的 视 电 阻 率 值 基本 上 是 一 
样 的 . 若 发 射 源 为 偶 极 子 , 而 且 观 测 点 的 距离 x 比 空气 中 的 约 化 波长 (波长 的 2r 分 
之 一 ) 小 得 多 , 两 者 即 完 全 相同 . 它们 随 频 率 变 化 的 曲线 , 能 比较 真 观 地 反应 出 地 层 
电阻 率 随 深度 的 变化 . 但 是 也 存在 一 些 令 人 不 够 满意 的 地 方 . 首先 , 曲线 上 会 出 现 
不 对 应 真实 地 层 的 极 大 值 和 极 小 值 (以 下 总 称 为 假 极 值 ), 它们 有 可 能 使 人 对 地 层 
结构 作出 错误 的 判断 . 其 次 , 除 高 频 端 外 , 在 数值 上 视 电阻 率 离 真实 电阻 率 比较 远 ， 
曲线 的 起 伏 度 也 不 够 大 . 为 了 改进 这 些 人 缺点 , 我 们 在 本 文中 提出 了 视 电 阻 率 的 一 种 
修改 的 定义 . 在 这 种 修改 了 的 视 电 阻 率 的 远 区 曲线 中 , 假 极 值 效 应 减 小 了 ,曲线 的 
起 伏 度 变 得 比 原来 的 大 , 视 电 阻 率 的 值 也 较 接近 于 地 层 的 真实 电阻 率 . 此 处 , 我 们 
还 给 出 了 视 电 阻 率 的 第 三 种 定义 , 这 种 定义 的 视 电阻 率直 观 对 应 性 虽然 差 些 , 但 在 
有 些 情况 , 它 具 有 较 好 的 分 辨 能 力 , 将 它 与 前 二 种 视 电 阻 率 配合 起 来 使 用 , 可 以 得 
到 较 好 的 效果 . 


一 一 


在 这 一 节 中 , 我 们 以 发 射 源 为 地 面 电流 环 的 情况 为 例 , 对 视 电阻 率 及 假 极 什 问 
题 进行 讨 化 . 
对 于 水 平分 层 的 大 地 , 当 环 电流 为 Te-iw 时 , 在 远 区 地 面 有 : 
_ ow 


Ee _ 
-6 (G.1) 


* 这 是 作者 应 煤炭 部 地 质 勘探 研究 所 的 请 求 所 作 的 理论 研究 . 此 文 曾 于 1978 年 发 表 于 《地 球 物理 学 
报 》. 

名 在 本 文中 , 我 们 研究 的 是 地 面 人 工 发 射 源 的 情形 ， 远 区 和 近 区 是 接地 面 观 测 点 到 发 射 源 的 距离 7 与 
大 地 中 电磁 波 的 约 化 波长 入 G 的 比 来 划分 的 ( 约 化 波长 是 指 波 长 除 以 2x, 即 xc = 22， 入 G 为 大 地 中 的 
波长 ) 远 区 和 近 区 分 别 指 地 面 上 ” > 入 G 和 r < 入 G 的 区 域 . 对 于 分 层 大 地 , xcG 代表 各 层 约 化 波长 的 集 
合 , 即 7 要 比 各 层 中 的 约 化 波长 都 大 得 多 时 , 才能 作为 远 区 , 比 各 层 约 化 波长 都 小 得 多 时 , 才能 作为 近 区 . 
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ki 为 第 一 层 的 波 常数 , 通常 地 层 的 导 磁 系数 / 与 真空 的 导 磁 系数 uo 相差 很 小 , 故 
本 文中 设 各 地 层 的 导 磁 系数 都 等 于 no, 这 时 


hk2 = joe1w? 十 ioolw. (G.2) 


Go 为 一 个 依赖 于 各 层 波 常数 向 ，k，... 和 各 层 厚度 加 ，hz，..， 以 及 角 频 率 w 
的 因子 ， 为 了 书写 简便 (但 又 能 适应 下 面 的 需要 ), 在 n 层 情况 ,我 们 将 它 记 作 
Gol(k1, k2,-*. ， 

所 ). Go 的 表达 式 可 以 从 理论 上 推导 出 来 , 当 大 地 为 均匀 导电 介质 时 ， 


Go = 1， (G.3) 


两 层 大 地 的 Go 为 


(和 ai + k2)— (ki — ko)edkih: 1— mo2edkh 


一 G.4 
(ki1 + ka) + (ki — ho)ekih 1+ me nh (G4 


Gol(ki, k2) = 
其 中 
2 一 各 一 ha (G.5) 


Th 代表 电磁 波 在 导体 1 和 导体 2 分 界面 上 垂直 入 射 时 的 反射 系数 . 
对 于 三 层 大 地 , 只 须 将 以 上 公式 中 的 ko 换 成 hpGo(kz, ja) 即 可 : 

[k1 + jaGo(ka, 13)] 十 [ba — khaGo(k2, ka)]e2ikih 

1- mae 十 Mane ee 一 "moses Ot 


同样 , 要 得 出 四 层 的 Go 就 只 须 将 上 式 中 的 ks 再 换 成 ksaG(ks, ka), 如 此 类 推 . 总 之 ， 
当 原 来 的 底层 (假设 为 第 n 层 ) 进一步 分 成 两 层 时 , 相应 的 改变 就 只 是 将 各 换 成 
knG(kn,, Knt+1). 
对 物探 所 使 用 的 频率 范围 , 大 地 中 的 位 移 电流 通常 比 传导 电流 小 得 多 , 故 一 般 
可 以 忽 去 . 于 是 由 (G.1) 和 (G.3) 式 即 可 得 出 , 当 大 地 为 均匀 导体 时 , 在 远 区 ， 
1 Ee |? 
How 


即 一 | 奸 | 就 等 于 大 地 介质 的 电阻 率 pi. 


在 大 地 分 成 为 许多 层 时 ， "并 处 存在 一 个 管 统 的 电阻 率 值 但 对 水 平分 层 情况 的 


远 区 , 由 (G.1) 式 可 得 一 | 好 | 等 于 [此 信 不 随 ”和 4 而 变 , 也 与 发 射 环 的 


~ 半径 和 电流 的 大 小 无 关 . 当 电 巩 场 的 频率 一 定时 ， 它 就 完全 由 大 地 本 身 的 性 质 所 决 


Golki, k2, ks) 一 


(G.6) 


= p1, (G.7) 
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定 . 这 一 情况 表明 ， 从 光志 蝇 比 人 可 天 来 看 , 大 地 好 像 一 个 电阻 率 为 区 的 
均匀 导体 . 因此 可 以 用 下 | 于 | 来 定义 大地 的 交 济 中 


1 lB 


pu = TD (G.8) 
这 就 是 比值 法 视 电阻 率 . 在 远 区 ， 忆 的 数值 即 为 
pw = EE (G.9) 
在 变频 测 深 中 , 通常 > 比 空气 中 的 约 化 波长 Xo 小 得 多 , 即 
kor & 1, (G.10) 


这 相当 于 空气 中 的 位 移 电流 可 以 不 考虑 的 情形 . 下 面 为 称呼 方便 起 见 , 把 > < 0 范 
围 的 地 面 场 叫 做 物探 场 . 在 电流 环 半径 很 小 (近似 为 一 个 磁 偶 极 子 ) 而 且 大 地 中 位 
移 电 流 略 去 以 后 , 可 以 得 到 远 区 物探 场 的 表达 式 为 
By SM 1 

2rolG3 74 

1 1 
21pociw Gors’ 
9M 1 


i— 一 
2rHpowolG3 rs 


在 这 里 , 我 们 取 的 是 柱 坐 标 , z 轴 垂 直 地 面向 下 , 坐标 原点 与 环 心 重合 , M = Ixa? 
代表 磁 偶 极 逢 . 


从 (G.11) 和 (G.3) 式 可 以 看 出 ,对 于 均匀 大 地 ，2mrr|Bp|、 人 os | 和 


Aor ,| 都 等 于 大 地 的 真实 电阻 率 pi. 同样 , 当 大 地 具有 水 平分 层 结构 时 ,以 
上 各 重 者 等 于 这 表明 从 物探 远 区 场合 分 量 的 振幅 来 看 , 当 频 率 一 定时 , 大 地 


亦 好 像 为 一 个 具有 电阻 率 二 的 均匀 导电 介质 这 就 使 得 在 变频 测 深 中 可 以 用 


场 的 单个 分 量 来 定义 视 电 阻 率 , 其 定义 式 分 别 为 


H, =(1+ 3 (G11) 


H;=-— 


27r4 
po = 317 IE (G.12) 
4n20wrs 
po = ho | (G13) 
_ 2npowrs 
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在 物探 远 区 , 这 三 种 定义 的 pu 数值 相同 , 并 亦 等 于 (G.9) 式 所 给 出 的 值 . 

当然 , 在 实际 物探 中 , 即使 对 于 物探 远 区 场 , 用 单 分 量 定义 的 祝 电阻 率 和 用 比 
值 法 定义 的 视 电 阻 率 也 会 有 一 些 差 异 , 并 表现 出 各 有 优 缺 点 . 当地 层 不 是 严格 水 平 
或 r+ 与 xo 的 比 不 够 小 时 , 以 及 当 发 射 源 线 度 较 大 、 其 上 电流 不 够 均匀 或 不 能 简单 
地 看 作 偶 极 子 时 ,比值 法 视 电 阻 率 受 的 影响 较 小 或 不 受 影 响 . 但 在 测量 上 , 比值 法 
视 电 阻 率 要 求 同 时 测量 电场 和 磁场 , 对 场 强 测量 的 精度 也 要 求 比较 高 , 特别 是 同 与 
振幅 一 次 方 成 正比 的 视 电 阻 率 (如 用 Eo 和 H, 定义 的 ) 相 比 , 更 是 如 此 . 不 过 , 它 
不 必 测 量 电 流 I 和 距离 x, 等 等 . 尽管 有 这 样 一 些 差 异 , 它们 在 物探 远 区 基本 上 是 
相同 的 . 不 仅 如 此 , 对 于 其 他 位 于 地 面 的 发 射 源 , 如 水 平 磁 偶 极 子 和 电 偶 极 子 , 用 比 
值 法 或 单 分 量 法 定 出 的 视 电阻 率 , 在 物探 远 区 都 等 于 (G.9) 式 所 给 出 的 值 

下 面 , 我 们 通过 两 层 情况 的 分 析 来 考察 视 电 阻 率 pw 中 的 假 极 值 问题 . 在 略 去 
大 地 中 位 移 电流 后 , 由 (G.4) 式 得 

1 1 十 211ae-2z cos 27+ 72 4 


[Go(ki, Ka) 1— 2m2e- 2 cos 27 + ne (G.15) 


其 中 . 
912 二 YU Vv% (G.16) 
VA + Vo : 
hh pow (G.17) 


bi 为 第 一 层 的 集 肤 厚度 , 也 等 于 第 一 层 中 的 约 化 波长 . 由 (G.15) 式 可 以 看 出 , 当 
Zz > 1 即 电磁 波 没有 穿 透 第 一 层 时 ， 


从 而 p 就 等 于 第 一 层 的 电阻 等 pi. 而 当 z < 1， 
即 电磁 波 完全 穿 透 第 一 层 时 . 


1 ~ Pp2 
\ 人 
， 于 是 pw 变 成 了 底层 的 电阻 率 pz. ou 随 V6 的 


5 ”变化 如 图 G.1 所 示 . 对 于 
图 G.1 z= n+ 1)7x 


, N= 0,1,2,.… (G.18) 


Q@ 对 比值 法 视 电阻 率 来 说 , 还 不 限于 物探 远 区, 一 般 远 区 它 都 等 于 该 值 . 
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以 上 情况 表明 , o。 从 pz 变 到 pi 不 是 单调 变 过 去 的 , 而 是 以 衰减 的 振 葛 方式 
变 过 去 的 . 在 曲线 中 有 一 系列 极 大 值 和 极 小 值 , 它们 都 不 对 应 真实 的 地 层 . 这 就 是 
前 面 所 说 的 假 极 值 效应 . 

注意 到 5 = 社 , 不 难得 出 , (G.18) 式 相应 于 


即 电磁 波 往返 第 一 层 的 路 程 正好 等 于 包 全 的 奇数 倍 . 这 显示 出 假 极 值 的 出 现 是 由 于 
电磁 波 在 两 个 界面 上 反射 所 形成 的 干涉 效应 . 

在 三 层 的 情况 下 , 同样 也 有 假 极 值 出 现 , 参见 图 G.4. 在 物探 实际 中 , 这 种 假 极 
值 效应 有 可 能 引起 对 地 层 层 数 作出 错误 的 判断 . 

另外 , 如 以 p 表示 Eo 与 五, 的 位 相差 , 则 由 (G.1) 和 (G.4) 式 , 可 以 求 出 


1 一 2712e-2z sin 27 — nise-47 


tany = TT ns i De (G.20) 
此 式 表明 , tanp 随 z 的 变化 也 是 振荡 的 , 当 
t= ,n=0,1,2,... (G.21) 
也 就 是 
2h = mn 全 (G.22) 


时 , tanp 皆 等 于 -1 


为 了 给 修改 视 电 阻 率 定义 作 准 备 , 下 面 先 来 讨论 一 下 比值 宰 2 的 物理 意义 . 
Eg(r, 0) 可 以 看 作 是 地 面 上 党 电流 方向 单位 长 度 上 的 电压 降 而 


Jol(7) = 上 jo(r, Z)dz (G.23) 


(上 述 振荡 效应 虽然 是 不 好 的 , 但 也 可 以 加 以 利用 . 在 从 pu 的 高 频 渐 近 值 确定 了 pi 以 后 , 由 相 邻 两 
个 使 tanp = 一 1 的 Vw 值 的 差 , 即 可 确定 层 的 厚度 hh1. 同样 , 由 相 邻 两 个 使 pw = pi 的 Vw 值 的 差 , 亦 
可 确定 hi. 
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一 


“代表 横 截 宽度 为 1 的 横 截 面 上 所 流 过 的 电流 , 它 
等 于 图 G.2 中 模 截 面 ds 上 流 过 的 电流 d7 除 以 
dr 宽度 dr. 因此 , 比值 
_ Eol(r, 0) 
了 2= Ty 0 (G.24) 


可 以 称 为 “表面 比 阻抗 ”, 亦 即 单位 横 截 宽度 所 


相应 的 表面 阻抗 上 
ds 在 介质 中 位 移 电流 可 以 忽 去 的 情况 , 根据 麦 
克 斯 书 (Maxwell) 方程 组 , d 可 以 表 为 再 沿 ds 
图 G2 面 的 周 线 L 的 环 路 积分 : 
dh Hal= -Hln dr-ar| Sra 
L 0 Tr 
于 是 dl ”oH 
jr) = T=-H(r,0) | Sa, (G.25) 


后 项 的 量 级 大 约 为 2 乘 以 a, 5c 代表 大 地 的 集 肤 厚度 . 在 远 区 , 由 于 地 下 
的 万 (7, z) 本 身 就 比 中 (r，z) 小 , 而 矿 , 随 7 的 变化 又 缓慢 , 因此 (G.25) 式 中 的 
第 二 项 比 第 一 项 小 得 多 . 略 去 它 以 后 , (G.25) 式 化 为 


Jo(r) SE —H,(r,0). (G.26) 
这 样 , 表面 比 阻抗 就 等 于 远 区 的 Eo(r,0) 与 Hr(7,0) 的 比值 的 负数 ; 
_ Ee (7, 0) 
Z = - 子 0 (G.27) 


将 此 关系 应 用 到 (G.8) 式 , 即 得 
__l1 72 
ps = lo (G.28) 
它 表 明 比 值 法 视 电 阻 率 与 表面 比 阻抗 的 绝对 值 相连 系 . 
表面 比 阻抗 Z 可 以 分 成 实 部 和 虚 部 , 其 实 部 
ReZ=R 


代表 大 地 的 “交流 比 电 阻 ”, 而 -Im2 代表 其 “ 比 内 电抗 ”. 对 于 均匀 大 地 , 由 (G.1) 
和 (G.3) 式 , R 可 表 为 


-a 
R= 他， (G.29) 
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它 相 应 于 长 度 为 1、 宽 度 为 1、 厚 度 为 51 的 一 块 导体 的 直流 电阻. 

我 们 认为 , 在 物理 意义 上 , 将 视 电阻 率 与 R 联系 起 来 要 比 同 2 的 绝对 值 联系 
起 来 更 加 直接 些 . 因为 R 与 流 大 地 下 的 能 流 5, 相关 , 再 通过 焦耳 热 公式 就 与 各 层 
电阻 率 发 生 联 系 . RR 与 5。 的 关系 如 下 : 


1 1 
9. = -3Re(EoH;) = 3RIH.P < 3RIJol. (G.30) 


而 在 远 区 , 由 于 地 下 能 流 的 方向 基本 上 在 z 方向 , 故 5: 就 近似 等 于 单位 表面 下 长 
条 导体 中 的 总 焦耳 热 : 


~1[™ ,2 1 [2 
3z 3| pljel dz=3p1| liel dz 
0 0 


1 hz .9 1 oo ,9 
+ap2| ljel'dz+:**+ 5pn |jel' dz. (G.31) 
2 记 2 hn 
于 是 有 
| pljel2dz 1 m 
R [Jel? |Jel? | | |je| 儿 
hz co 
to) lopPaz+…+m| opaal (G.32) 
h hn—1 


根据 以 上 讨论 , 我 们 提出 视 电阻 率 的 下 述 修改 的 定义 ， 


p= 人 站) = 对 oos2 wy. (G.33) 
这 样 定义 的 w/,, 在 水 平分 层 大 地 的 远 区 即 与 交流 比 电阻 R 相 联系 ; 
， 2 | 
p, = poe (G.34) 


当 大 地 为 均匀 介质 时 , 由 于 2 的 幅 角 为 - 开 ( 即 p = 亚 ), 故 pl 与 p 相等 并 


等 于 大 地 的 真实 电阻 率 p1. 对 于 分 层 大 地 , wp 已 不 是 区 Pp 与 pw 就 不 再 相等 . 在 
远 区 , pl, 的 值 由 下 式 表示 : 


ps,=p1 (Re 元 ) . (G.35) 


一 般 地 说 (包括 其 他 发 射 源 ), 我 们 可 以 采用 在 地 面 任意 两 个 互相 垂直 方向 上 
石和 五 的 分 量 来 定义 p',, 就 同一 般 地 定义 比值 法 的 p,, 时 一 样 . 例如 


2 7 E\? 
p, = pl (G.36) 
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或 


p = 一 (Re 于 ) . (G37) 


对 于 大 地 是 水 平分 层 的 各 向 同性 导体 , 而 且 其 中 的 位 移 电 流 比 起 传导 电流 可 以 忽 去 
的 情形 , 在 远 区 , 这 样 定义 的 pl, 都 等 于 (G.35) 式 所 给 出 的 值 @. 

当 发 射 环 很 小 , 可 以 作为 磁 偶 极 子 时 , 新 的 视 电 阻 率 p/, 也 可 以 通过 单 分 量 来 
定义 . 我 们 只 要 在 水 平分 层 的 远 区 物探 场 公式 中 解 出 Go 再 代入 (G.35) 式 中 , 就 可 
反 推出 所 需要 的 定义 式 . 在 垂直 磁 偶 极 子 发 射 的 情况 , 用 Eo 单 分 量 来 定义 的 公式 
为 


1 人 


p, = Br Eolcos’ ($ + 3) (G.38) 
其 中 $ 为 Bo 的 相位 , 即 
= [Bole'b. (G.39) 
同样 ,用 玉 和 五 定义 的 公式 分 别 为 
p= Se kor | sin?g, (G.40) 
Ap = sor Hle cos2 9， (G.41) 


两 式 中 的 $ 分 别 为 HH. 和 万 。 的 相位 对 于 水 平 电 个 极 子 发 身 由 于 远 区 物探 场 的 
表达 式 为 

1 
Tar01 
3n 1 
Y 4nxoG% r3 


四 Ll Low 1 
五 : =(i 一 了 对 Cr 1/ Qo7 大 cospb， (G.42) 
3 / 1 1 
五 “ a So sin 20， 
广 1 
H, =(1 十 了 一 一 5 二 cos 20 一 1), 


3 1 
H; = 一 1 13rp0wo Ga 7 sin 0. 
其 中 ! 代表 发 射 天 线 的 长 度 ,9 为 > 与 zx 轴 (与 发 射 天 线 平行 ) 的 夹 角 , 故 即 得 出 单 
分 量 pw 定义 式 为 


TI 


Pre 二 (3 cos 20 一 1)， 


sin 20， 


_ 4nr3 E, 
Pu 7 |3 eos 20—1l 
加 这 是 因为 在 所 述 的 条 件 下 ,地面 电场 和 磁场 的 水 平分 量 本 身 是 互相 委 直 的 . 


(G.43) 
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4rr3| BE, 
Po = “37 lsin 201 
_ dn2r4 | E, 12 
Po = | 5| ’ 
_ 16r2powr6| 万 
Pu 97 | 下 26 


2 
》 


_ 16mr2jpowr6 H, 2 

fo = 21 Epp ’ 

_ 2mHOw74 Hz 

fe ll 融 ol 

而 新 的 视 电阻 率 六 的 单 分 量 定义 式 分 别 就 是 


2/98 _ TT) : _ 
,gr3 E, (2 了 )， 当 3cos 209 一 1>0 时 ， 


po 三 一 | 
“7 1l3cos 20—1 eo? (5+ 30 29 -1<0 时 


,8xr3| EE, oon (9 -3), 当 sn 29 > 0 时 
pw 三 3 元 | co 他， 当 sin 20 < 0 时 ， 


， 8r2r4 E, 12 


_ or7 | bz 2 
Pu = HAow72121cos 0 co8 由 


32r2jowr6 | H, 


p= | 2 .2 
“°° 9722 sin 20 


sin’ yg, 


p= 32n2 10wrs | H, 
2 了 212 3cos 20—1 


sin2$, 当 sin 0 > 0 时 ， 


2 
| sin20， 


) _ 4Anpowrt| H, 
PT 车 | 由 
cos 了， 当 sin g < 0 时 ， 
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(G.44) 
(G.45) 
(G.46) 
(G.47) 


(G.48) 


(G.49) 


(G.50) 


(G.51) 
(G.52) 


(G.53) 


(G.54) 


以 上 各 式 中 的 4 代表 相应 场 分 量 的 相位 . 在 物探 远 区 , 上 面 定义 的 各 种 pu 都 等 于 


(G.9) 式 所 给 出 的 值 , 而 各 种 以 都 等 于 (G.35) 式 所 给 出 的 值 . 


下 面 来 考察 远 区 pl, 的 行为 , 并 与 pu 相对 照 . 在 二 层 情况 , 由 (G.4) 式 可 得 , 在 


远 区 ， 
1 十 271oe-?zsin 2z 一 re 各 ) 


/二 ( 
7 fi\1— 2712e 一 2zcos 27 + 712e 一 4z 


(G.55) 


在 双 对 数 坐 标 纸 中 , pl, 与 VT 的 关系 如 图 G.3 所 示 , 其 中 工 = 至 代表 电磁 场 振 


落 的 周期 . 为 了 对 比 , 亦 画 出 了 po - VT 的 曲线 . 
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0.1 0.2 


0.4 0.60.81.0 


了 = 了 
6 810 27 N47hooiBB 


2 4 


图 G.3 一 层 ps 和 ps, 曲线 


由 图 可 以 看 出 , o 的 假 极 值 效应 比 pc 有 所 减少 , 而 曲线 的 右 端 (低频 端 ) 也 更 


快 地 接近 底层 的 电阻 率 . 


三 层 的 远 区 曲线 也 显示 同样 的 特点 .图 G.4 分 别 为 四 种 地 层 类 型 的 p, 和 以 
曲线 , 我 们 同样 看 到 , ps, 的 假 极 值 效应 比 pl, 小 , 其 数值 也 较为 接近 地 层 的 真实 电 
阻 率 , ps 曲线 的 起 伏 度 亦 比 pw 大. 这 就 表明 , 新 定义 的 视 电 阻 率 确实 对 原来 的 缺 
点 都 有 改进 . 这 些 改进 对 于 作出 正确 的 判断 是 有 利 的 . 


0.01 0.1 
(a) 五 型 p, 和 ps, 曲线 


Pi1=20 ps=4 pa=0.8 


0.01 


0.1 
(9 9 型 mw 和 尼 砷 线 


pi=20 ps=200 ps=20 hh=50 ha=80 


32 
12 
0.01 0.1 1 MM 


(b) 天 型 p, 和 pi 曲线 


0.01 
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”除了 将 视 电 阻 率 同 2 的 实 部 (电阻 分 量 ) 相 联系 以 外 , 也 可 以 将 它 同 2 的 赚 
部 (电抗 分 量 } 联系 起 来 . 不 过 , 在 远 区 场 法 中 , 这 种 定义 并 没有 多 少 优点 , 它 的 假 
极 值 效应 比 ou. 还 要 强 , 接近 地 层 的 真实 电阻 率 程度 更 差 些 . 但 是 实际 进行 物探 时 ， 
由 于 发 射 功率 的 限制 , 常常 希望 距离 7 尽量 地 小 . 这 就 握 出 了 应 用 中 区 场 来 进行 变 
频 测 深 的 研究 任务 . 在 中 区 场 法 中 , pw 和 pl, 的 曲线 在 许多 情况 下 已 经 与 地 层 的 真 
实 电阻 率 之 间 没 有 多 大 的 联系 , 所 以 从 电抗 分 量 定义 的 视 电 阻 率 (以 下 用 ps 表示 ) 
的 上 述 缺 点 , 也 就 变 得 不 那么 重要 . 而 增加 一 种 定义 , 会 给 我 们 提供 更 多 的 选择 机 
人 


= 


对 于 均匀 大 地 , 比 内 电抗 为 纯 感 抗 ， 
Im2 = —Lw, (G.56) 


工 代表 大 地 的 比 内 电感 . 由 (G.1) 和 (G.3) 式 可 以 求 出 


ImZ = -3 Hod1w, (G.57) 
即 比 内 电感 二 等 于 jwo 乘 上 和 集 肤 厚 度 61. 将 61 的 公式 代入 后 , 得 出 
pl 一 _2 (Im2). (G.58) 
How 


根据 均匀 大 地 的 这 个 关系 , 我 们 提出 第 三 种 视 电阻 率 p’ 的 定义 为 
/2 Eo\? 2 |E 
rd eel 
上 式 是 就 垂直 磁 偶 极 发 射 来 说 的 , 一 般 情况 同样 可 以 采用 在 地 面 任意 两 个 互相 垂直 
方向 上 的 互 和 五 的 分 量 来 定义 ps. 对 于 水 平分 层 的 远 区 , 这 样 定义 的 ps 的 值 都 
由 下 式 表示 


2 
sin2p. (G.59) 


pu = pi (im 二 ) (G.60) 


ps 同样 可 以 通过 单 分 量 来 定义 , 定义 的 办 法 是 使 得 它 在 物探 远 区 的 值 就 等 于 
(G.60) 式 . 不 能 证 明 , 只 须 将 (G.38)、(G.40)、(G.41) 以 及 (G.49)~(G.54) 式 右 方 中 
的 余弦 换 成 正弦 , 正弦 换 成 余弦 , 就 可 得 到 相应 的 p’ 的 定义 式 ， 

容易 看 出 , 无 论 是 采用 比值 法 还 是 单 分 量 法 的 定义 , 这 三 种 视 电阻 率 之 间 都 存 
在 下 述 简单 关系 ) 

pu 一 本 (Oo 十 pu) (G.61) 

对 于 均匀 地 下 介质 的 物探 远 区 , 三 者 都 等 于 真实 电阻 率 pi . 


. 354 ， 附 录 


下 面 我 们 来 看 一 些 中 区 场 视 电阻 率 的 实例 (垂直 磁 偶 极 发 射 、 用 比值 法 定义 
的 ), 其 中 > 约 为 探测 深度 的 三 倍加 . 在 图 G.5 和 图 G.6 中 给 出 了 三 层 五 型 和 Q@ 型 
的 ps 和 pl, 的 曲线 . 从 图 可 以 看 出 , 曲线 对 参数 变化 的 反应 是 相当 灵敏 的 , 缺点 是 ， 
视 电 阻 率 与 地 层 真 实 电阻 率 之 间 缺 乏 直 观 的 联系 . 另外 , 如 图 G.7 所 示 , K 型 和 4 
型 的 pv 曲线 形状 相像 , 容易 造成 错误 的 判断 ，p', 曲线 的 情况 也 类 似 . 但 ps 的 曲 
线 就 不 同 了 , 由 图 G.8 可 见 , 对 于 这 两 类 型 , 它 显 示 出 特征 性 的 差异 . 特别 是 在 KK 
型 地 层 , o 曲线 对 参数 变化 的 反应 很 灵敏 . 以 上 情况 表明 , 在 中 区 场 法 中 , o 可 能 
是 一 个 比较 重要 的 量 , 值得 我 们 注意 . 另外 , 就 是 在 远 区 场 法 中 , 对 于 某 些 类 型 的 地 
层 (如 三 层 中 的 4 型 ), ps 曲线 对 参数 变化 的 反应 灵敏 度 也 较 p。 和 pl, 为 高 , 这 时 ， 
将 ps 与 pi 配合 起 来 作用 , 也 可 以 得 到 较 好 的 效果 . 


/1918.3 
4 . 


/’ 


1 1554.9 


500 / 
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图 G.5 


QD 计算 公式 参见 文献 [1]. 
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附录 五 垂直 磁 偶 极 变频 测 深 的 低频 特性 
和 高 阻 层 的 穿 透 问题 * 


磁 偶 极 发 射 的 变频 测 深 D, 对 于 高 阻 屏蔽 层 具 有 强 的 透 识 力 , 应 用 时 不 受 表 层 
高 阻 的 限制 , 并 可 免 去 打 接地 电极 的 操作 ; 另外 , 在 大 地 水 平分 层 情况 下 , 即使 导电 
率 是 各 向 异性 的 (地 层 垂 向 电导 率 和 水 平 向 电导 率 有 差异 ), 也 不 会 使 问题 复杂 化 ， 
因 前 者 对 垂直 磁 偶 极 源 @ 的 场 没有 影响 . 这 些 优点 , 使 得 它 获 得 了 相当 广泛 的 应 用 . 
在 本 文中 , 我 们 将 对 垂直 磁 偶 极 变频 测 深 中 有 关 高 阻 屏蔽 层 的 穿 透 和 视 电 阻 率 的 低 
频 特 性 进行 理论 上 的 研究 . 为 了 验证 所 推出 的 近似 公式 的 准确 性 , 并 将 它们 与 电子 
计算 机 算出 的 准确 结果 进行 了 比较 . 


* 本 文 是 作者 应 有 关 勘 探 单位 的 要 求 所 作 的 理论 研究 的 一 部 分 ， 曾 发 表 于 1981 年 4 月 份 的 《地 球 物 
理学 报 》. 

@ 变频 测 深 又 称 感 应 测 深 ， 

加 它 的 发 射 源 为 一 置 于 地 面 的 导线 环 . 
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一 、 水 平分 层 情况 地 面 场 强 的 表达 式 


我 们 设 大 地 具有 水 平 层 状 结构 . 每 层 介质 都 是 均匀 的 , 第 ; 层 厚度 为 hj;, 水 平 
电导 率 、 水 平 介 电 常数 和 导 磁 系数 分 别 为 o;、e; 和 jj, 空气 的 介 电 常数 为 so, 导 
磁 系数 为 uo. 应 勘探 单位 的 要 求 , 所 有 物理 量 都 采用 实用 单位 . 

像 附录 F 中 所 作 的 一 样 , 我 们 将 场 分 量 表示 成 Hankel 变换 的 形式 . 通过 求解 
边 值 问题 , 可 以 求 出 ” 层 结构 时 地 面 电 磁场 的 积分 表达 式 为 

Eo(7) -ore | 二 
_ 2" a 
HoJo T+TG 


_Ilal” pp 
H,(7) -而 | 元 十 HGP Bo) (Br)dpB. 


a 代表 发 射 环 的 半径 , 坐标 原点 设 与 环 心 重合 , 第 j 层 的 xj 和 7 由 下 式 表 示 : 
Kj =\/p2 -好 ， = 区， 
有 =Jjejw? + ijy;oyjw. (H.2) 


(H.1) 式 中 的 G 是 与 各 层 5 及 njhj .有关 的 因子 , 下 面 将 它 记 作 G(71,，… ,Tn). 对 
于 二 层 情况 , G 的 具体 表达 式 为 


(Ba)J1(Br)dp, 


Hr.(7) 一 Ji(Ba) (87)dp, (H.1) 


(Tn1 十 72) 一 (ni 一 Ta)e™ 2rihl 


Om 5 tn Fn) Tn mn)e mm 下 
多 层 的 G 可 通过 下 述 递 推 关系 得 出 
G (nn, 0 Tn) 一 G (Ti “Tn-2) Tn-1G(Tn-1) Tn)) ， (H.4) 
n 个 ni 个 


也 就 是 说 , 只 需 将 (n 一 1) 层 的 G 中 的 -1 换 成 而 _1 G(Tw_1, mm), 即 可 得 出 nw 层 
的 G. G(7m_1， 7m) 代表 参数 为 mm_-1 和 mm 的 两 层 情况 的 G. 将 (H.3) 式 中 的 下 标 1 
和 2 分 别 换 成 n 一 1 和 n, 即 得 出 它 的 表达 式 . 因此 , 原来 情况 底层 的 5,_1 代 换 成 
Tn_1G(Tn-_1, Tn), 就 相应 于 原 底层 已 进一步 分 成 为 两 层 的 情况 . 


电流 环 能 近似 成 磁 偶 极 子 的 条 件 是 
Q KCAL 六 2 pn OCT. (H.5) 
其 中 的 入 ; 代表 第 了 层 (1 < ; < mn) 中 电磁 波 的 约 化 波长 : 
和 Xj = (H.6) 


ky 
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在 偶 极 子 近似 下 , 场 的 积分 表达 式 化 为 


Bn) = | G(r) 
Wn) =a | enn (H7) 
H,(7) 一 到 上 亏 -全 去 二 Cuir)d6. 
上 式 中 的 M 为 
M = Jrma2， (H.8) 
它 代表 环 的 磁 偶 极 矩 . 


为 简单 计 , 在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 假定 发 射 环 可 以 近似 作为 偶 极 子 , 并 假定 各 
地 层 导 磁 系数 和 空气 一 样 , 都 与 真空 值 jo 相等 , 即 


Hj = Ho, j=1,2,.…,n. , (H.9) 


二 、 观测 点 相对 高 阻 基底 转 为 近 区 时 的 低频 特性 


关于 远 区 视 电 阻 率 的 低频 特性 , 文献 中 已 有 过 很 多 讨论 . 但 对 高 阻 基底 , 当 探 
测 的 频率 较 低 时 , 观测 点 相对 基底 来 说 常常 已 进入 近 区 中 这 就 使 得 通常 关于 远 区 
视 电 阻 率 低频 特性 的 讨论 失去 效用 . 在 本 小 节 中 , 我 们 来 研究 这 一 情况 , 并 假定 观 
测 点 相对 上 覆 各 层 而 言 , 仍 在 远 区 . 

现 以 三 层 结构 为 例 . 设 基底 电阻 率 ps 很 高 , 使 条 件 


1 2h 2h 
一 如 二 了 十 二 二 (H.10) 
p3 P1 了 p27 


成 立 , 上 式 中 的 hi 和 hs 代表 第 一 和 第 二 层 的 厚度 , 根据 远 区 条 件 ， 在 第 “和 第 一 层 
中 , 电磁 场 将 是 近 垂 直 传播 的 波 , 故 有 


Kl OS 一 jl， Ka2 入 一 过 >. (H.11) 
第 三 层 ( 即 基底 ) 按 假设 已 转 为 近 区 , 在 (H.10) 式 的 条 件 下 , 波 效 应 可 以 略 去 , 即 


k3 OB. (H.12) 
@ 关于 远 区 和 近 区 的 定义 , 参见 附录 G 中 的 注释 . 
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将 (HE.11) 和 (H.12) 式 代入 G 中 , 就 得 到 中 
_ hko wmn | kaiksth pps ii 十 Beoitkni+iaha) 
ik 


ik ktkoiko — 6 ji 二 5 H.13 
=- 1 十 Kk — kz C1 2 2ikihi 十 hkoiko th e2ikaha 十 ika 十 ikz + bi(kpihi+ kaha) (13) 
ki 十 K2 th ik 6° iko— 6B 
当 频 率 足够 低 , 使 得 第 一 层 和 第 二 层 已 为 电磁 波 完全 穿 透 , 即 
全 十 时 | (H.14) 


时 , 可 将 (H.13) 式 中 的 指数 因子 展开 , 并 在 分 子 和 分 母 中 只 保留 最 大 项 . (H.14) 式 
中 的 61 和 52 分 别 代表 电磁 波 在 第 一 层 介 质 和 第 二 层 介质 中 的 集 肤 厚度 . 由 此 化 出 
Go 二 Bf + jow(oihi + o2ha)]. (H.15) 
于 是 1 ~ 20 十 iow(cajAa 十 02P2) 
ko 十 6IG 462+4 pew2(ohi + o2h2)? 
进一步 处 理 分 两 种 情况 进行 , 一 是 w 还 不 太 低 (比较 来 说 ), 使 下 述 不 等 式 成 
立 : 


(H.16) 


帝 十 宫 > 1. (H.17) 
这 时 (H.16) 式 分 母 中 的 46? 可 上 略 去 , 于 是 得 
1 ~ i [8 
Ko 十 RiG pec + o2h2) 1 "WOW 十 zo) | (H.18) 


再 利用 本 文 附 录 中 的 公式 (H.A.14)、(H.A.15) 和 (H.A.26), 即 可 求 出 各 分 量 的 最 大 
项 为 
3M 1 
加 OCR 十 o2h2)? T4? 
3M 1 
2xW0w (oh + oh2) 74 
9M 1 
mudw2 (oh 十 o2h2)? 75 
(H.19) 式 主要 特征 仍 与 远 区 场 相似 , 只 是 Bo 和 Hs 的 值 增 大 了 一 倍 . 于 是 由 
单个 场 分 量 和 比值 法 定 出 的 视 电 阻 率 分 别 为 四 
pu(E)= — 
How(oih1 十 oc2h2)? 


中 大生 天 本 机 通常 + && Xo, 因而 在 本 文中 恒 取 so = B. 另外 , 大 地 中 的 位 移 电 流 ， 比 起 传导 电流 
一 般 小 得 多 , 在 本 文中 亦 略 去 . 
@ pw (H+) 代表 由 如 定义 的 视 电 阻 率 , 其 他 类 推 . 不 带 括号 的 pws 代表 比值 法 定义 的 视 电阻 率 . 


Eg [ej 
H,. si (H.19) 


H; ~ 


(H.20) 
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2 


pu(E6) = pu (Hz) = Dh TF rahayy (H.21) 
4 
Po jow(ohi + 02ha)? 2 
当 频 率 进一步 降低 使 得 ; h 
离 + 瘟 <&1 (H.23) 
成 立时 , 场 的 性 质 将 变 得 与 近 区 场 相同 . 在 此 条 件 下 , (H.16) 式 化 为 
1 1 iyow(oihi+ 02h2) 
Ko+KiG ~ 38 40? 2 
利用 附录 中 的 公式 (H.A.9) 和 (H.A.22), 可 求 出 场 的 最 大 项 为 
Ee A owt 与 
i iLooM (oh 十 oz2h2) 1 
H. ig 去， (25) 
AM 1 
HN 


式 中 Hs 和 Ee 是 由 (H.24) 右 方 第 一 项 贡献 的 , 它们 已 等 于 近 区 场 的 值 , 与 大 地 的 
参数 无 关 . (H.24) 式 第 一 项 对 HH 的 贡献 为 零 , 上 式 所 给 出 的 H. 是 由 第 二 项 贡献 
的 . 此 项 对 Eo 的 修正 是 使 Be 具有 一 个 实 部 : 
_ biw 2M (oihi + o2h2) 1 
87 rr? 
而 该 项 对 HH 的 修正 为 零 . 由 此 可 见 , 这 时 若 能 测 出 HH; 或 Eo 的 实 部 , 仍 可 求 出 大 
地 的 水 平 向 电导 o1hi + o2hz. 当然 , 实际 作 这 种 测量 是 困难 的 . 
从 (H.25) 式 可 以 算出 各 种 视 电 阻 率 的 值 , 其 中 , pw 与 (H.22) 式 给 出 的 相同 而 


Re Eg = (H.26) 


pw(H;) = er (oih1 十 oc2h2)?. (H.27) 


需要 指出 的 是 , 对 上 面 所 述 的 两 种 情况 , > 与 h 的 比值 都 要 求 非常 大 . 先 看 第 
二 种 情形 , 从 (H.23) 式 可 以 求 出 


7r 交 ( 寺 ) hi. (H.28) 


根据 假设 条 件 ， 寺 > 1, 因此 与 太 的 比值 将 非常 大 . > 与 ho 的 比值 也 一 样 . 对 于 
第 一 种 情形 ， 用 2 为 7 军 和 加 2 池 中 较 大 者 , 则 从 (H.17) 式 可 得 


r 六 (On. (H.29) 


附录 H 垂直 磁 偶 极 变 频 测 深 的 低频 特性 和 高 阻 层 的 穿 透 问 题 . 361 . 


而 由 波 完全 穿 透 条 件 , 5 > 1 故 * 与 4 的 比 亦 将 非常 大 . 这 样 远 的 观测 距离 , 在 物 
探 实际 中 是 难 实现 的 , 所 以 本 节 的 公式 只 有 间接 利用 的 价值 

为 了 检验 上 面 所 推出 的 近似 公式 的 正确 性 及 其 误差 大 小 , 我 们 给 出 一 组 用 电子 
计算 机 对 积分 表达 式 进行 数值 计算 的 结果 ( 表 H.1), 与 近似 公式 的 结果 相 比 较 @. 


表 五.1 
ol =0.1,02 = 0.08,03 =4x1073,hi=1,hz=1.3,r= 1500 
一 1.20 x 10-12 +i1.66 x 10-11 1.23 x 10-13 一 计 .70 x 10 一 12 
一 5.55 x 10-12 ~ i9.01 x 10~11 6.15 x 10-13 +i9.17 x 10-12 
这 两 个 频率 分 别 对 应 于 上 面 所 讨论 的 两 种 情形 , 各 判别 参量 如 表 H.2 所 示 . 
表 五 .2 


I anal 


| 103 | 92 | 65x10-3 | 6.9x10-3 | 8.0x10-3 
7.5x10-2 | 8.0x10-? | 9.2x10-? 


当 vy = 60 时 , 根据 (H.25) 和 (H.26) 式 计算 出 的 结果 为 


Eg =—1.21 x 10 +il.68 x 10-1, 
H; =—il.71 x 10-12， 


与 表 了 .1 中 的 值 符合 得 很 好 . 再 看 > = 8 x 103 的 情况 : 由 (H.19) 式 算出 的 结果 是 


Eo =—i7.18 x 10-1, 
H; =i7.32 x 10-12. 


与 表 H.1 相 比 , 误差 比较 大 . 造成 误差 的 主要 原因 是 


ar ,hor 
64 02 
不 够 大 . 如 果 在 (H.16) 式 的 分 母 中 保留 一 改正 项 , 则 有 
。 3M 1 60 
Eg = 一 一 一 一 一 一 一 一 | | 
Tuow(oihi + 02h2)?2 r4 MHéw2 (01hi + oc2h2)272 
_， 3M 1 60 (H.30) 
Hr = ‘237pow (oihi 十 oc2h2) r4 | Hzw2(otja 十 | 


加 在 本 文 各 节 的 数值 计算 中 , 我 们 均 取 的 数值 为 1, 并 用 v 代表 周 频 率 , 长 度 的 单位 为 米 , 电导 率 的 单 
位 为 姆 欧 . 米 -! ,电场 的 单位 为 伏 . 米 -!, 磁场 的 单位 为 安 . 米 -1. 
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由 此 算出 
Fo = —i8.33 x 10-11， H,=i8.49 x 10-12. 
误差 即 降低 到 8% 左 右 . 
从 以 上 数值 例子 还 可 看 出 , 要 实现 本 节 公 式 所 要 求 的 条 件 是 不 容易 的 . 


三 、 高 阻 屏蔽 层 的 穿 透 问题 


当 频 率 较 低 时 , 观测 点 相对 高 阻 屏蔽 层 常常 处 于 近 区 . 本 节 讨 论 此 情况 下 的 穿 
透 问题 . 仍 以 三 层 为 例 , 并 假定 相对 第 一 层 和 第 三 层 来 说 , 观测 点 仍 处 在 远 区 . 
根据 以 上 假定 


名 一 ij Kk3=—iks, ho 多 DO， kr2% pb. (H.31) 
由 此 得 
1 tito iithiks th 2pn, | kt bgikihs -29h 
G= 一 和 一 和 (H.32) 
1 + + nn ithiks +h gn ik3t+ hb zipihs 2Bha 
kB ik1—6 Biks — 6" ika—p 


现在 来 研究 当 频 率 已 低 到 使 第 一 层 完全 为 波 穿 透 ( < 1) ,而 且 " 比 ho 大 得 


多 的 情况 . 这 时 G 中 的 指数 因子 可 作 展开 .在 只 取 展 开 的 第 一 项 (ex: 和 e-29% 
都 近似 作为 1) 的 情况 下 , G = 怪 ， 因而 求 出 的 各 种 视 电 阻 率 都 近似 等 于 ps, 表明 
高 阻 屏 区 已 经 完全 穿 透 . 当 我 们 巷 展 开 式 中 取 二 项 时 , 可 得 出 上 述 简单 结果 的 修正 
修正 后 的 值 能 反映 出 cy, 和 两 层 的 厚度 . G 的 结果 为 


1 
cx 一 ~- (H.33) 


2 
1 — iks(hi+ h2) +i 全 
3 


场 的 表达 式 为 [M 的 表达 式 见 式 (H.8)] 


3M 4 1 
Eo oT— 于 三 bE — iks(hi + h2)+ Mn] 了， 
1 
2HU0was 


L 一 ika(hi + hz) 十 hm] 2 一 . 


H. ~ +) bE — iks(hi + h2) 十 


: 9M 
2T7H0was 


由 此 求 出 各 种 视 电 阻 率 皆 为 


. , kz? 12 
pw 三 pa: — iks(hi+t+ h2)+i 羽 和 | . (H.35) 


H9=— 


Zz 
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上 式 右 方 所 乘 因子 可 看 作 是 由 于 频率 不 够 低 所 引起 的 修正 . 
一 个 具体 的 数值 例子 是 


cl =0.1, 02 = 10-7， 03 = 0.5, 各 = 5, hz = 10, > = 1200, v = 60. 
相应 的 
[ki7| =8.3， |k2r| = 8.3 x 10-3， {ks7| = 18， 
hi/61 = 0.024， hz/r = 8.3 x 10-3. 
用 电子 计算 机 对 场 的 积分 表达 式 进行 数值 计算 后 求 出 的 视 电 阻 率 为 
pu = 2.72， pu(Bg)=2.69, p,(H;) = 2.66. 


这 些 值 离 初 级 近似 求 出 的 值 p。= pws(B6) = pw(H-) = pa = 2 比较 远 ， 若 根据 
(H.35) 式 来 计算 , 则 得 


pw = pw(Be) = pu(Hr) = 2.70. 


与 电子 计算 机 给 出 的 准确 结果 符合 得 很 好 . 由 此 可 见 , 在 此 例 中 , 修正 因子 的 作用 
是 相当 重要 的 . 


四 、 低频 渐 近 线 的 研究 


在 实际 物探 工作 中 , 当 ” 与 探测 深度 相 比 只 有 两 三 倍 时 , 在 低频 段 , 观测 点 往 
往 进入 近 区 ( 指 对 各 地 层 而 言 观 测 点 都 处 于 近 区 ). 即使 是 > 取 为 探测 深度 的 六 到 
十 倍 的 情况 下 , 也 常 在 低频 端 出 现 一 个 偏离 远 区 曲线 的 尾部 . 它 反 映 了 观测 点 已 逐 
渐进 入 近 区 的 情况 . 这 一 节 将 研究 观测 点 相对 一 般 地 层 都 已 进入 近 区 (特殊 的 良 导 
地 层 可 除外 ) 时 的 低频 渐 近 线 , 这 种 渐 近 线 常常 具有 重要 的 实用 价值 . 

对 于 近 区 , 波 效应 可 忽略 , 于 是 


kj SO， 了 一 1，2，.… ，7. (H.36) 


从 而 G s 1. 利用 附录 中 的 (H.A.9) 和 (H.A.22) 式 , 即 可 从 场 分 量 的 积分 表达 式 求 
得 


ipowM 1 
H.(r) = _MI1 


mr 
@ 本 书 附录 G 新 定义 的 ps, 接近 底层 电阻 率 比较 快 , 对 于 此 例 由 比值 法 求 出 的 pi 为 2.15. 
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~ -一 


与 均匀 大 地 时 的 结果 相同 .M 的 定义 见 式 (H.8). 在 (H.36) 式 的 近似 下 , HH 等于零. 
为 了 进一步 计算 五 , 我 们 对 ; 多 作 一 次 近似 : 


Kj 入 p(1 一 区 ) (了 .38) 


这 时 得 出 的 到 将 与 大 地 的 电 性 结构 有 关 . 以 三 层 结构 为 例 , 在 保留 到 w 的 一 次 方 
时 ， 


1 1 k2— Kk 2gn, Kk3—k3 pHm) , Kt 
i i -二 一 人 :+ha) 十 -< | H.39 
pe 巧 | 4 。 4 。 + 六 | (H.39) 


利用 后 面 数学 附录 中 的 (H.A.4) 和 (H.A.7) 式 , 即 得 
_ijowM 1 2(hi + h2) 


2h1 
16 = [os+(o— Et (02— —03) 3 + Ah 二 | (H.40) 
从 (H.40) 式 可 求 出 


H.(7) = 


Lawsrs 2h 


1 2H 2 
pu (Hr) = 576— [os 十 (ca 一 2) 7 有 十 (ca 一 0 ) | . (H.41) 
其 中 
H=hi+t+ho 
代表 探测 的 总 深度 . 
用 比值 法 求 出 的 ww 和 pi, 分 别 为 
6 1 
2 2h 2H 2° 
Howr [os 十 (cl 一 0) -7 十 (02 一 oo) ai| (H.42) 
po = 20u. 


六 为 本 书 附录 G 中 新 定义 的 视 电 阻 率 . 
在 勘探 中 , 有 时 只 测 电场 而 不 测 磁场 , 为 了 从 低频 电场 得 出 有 关 地 层 的 知识 , 亦 
可 利用 (H.39) 式 来 求 Bo 的 修正 项 . 根据 后 面 数学 附录 中 的 (H.A.3) 和 (H.A.7) 式 ， 
得 出 修正 后 的 Es 表达 式 为 
i M 22M a h 
玉芝 
十 (ca 一 La 一 本 


由 此 可 见 , 车 能 测量 Eo 的 实 部 , 亦 可 像 豆 一样 , 得 到 一 定 的 地 层 知识 . 


(H.42) 


附录 五 ”垂直 磁 偶 极 变频 测 深 的 低频 特性 和 高 阻 层 的 穿 透 问题 . 365 . 
最 后 , 我 们 来 讨论 实际 中 比较 感 兴趣 的 高 阻 基底 、 中 间 高 阻 层 、 良 导 基 底 和 中 
间 良 导 层 等 情况 下 的 低频 行为 . 仍 以 三 层 为 例 , 并 假定 
72 > 4H2. (H.43) 
1. 高 阻 基底 


高 阻 条 件 仍 为 2h 2 
< 刀 一 一 十 二 一 


ps pr par 全 多 
与 (H.10) 式 相 同 . 将 (H.43)、(H.44) 式 代 入 (H.40)、(H.41) 式 , 即 可 求 出 
加 ,Low (oihi 十 oc2h2) 1 
五 - 一 "ir (H.45) 
pw (H;) 二 er (oaPai 十 o2h2)?. (H.46) 


此 结果 与 (H.25) 和 (H.27) 式 一 致 . 用 比值 法 定义 的 pw 也 与 第 二 节 中 的 结果 一 样 ， 
即 


4 
Po How (chi + o2h2)? 
在 
7> 2H (H.47) 
成 立 的 情况 下 , 由 高 阻 条 件 (H.44), 可 从 (了 .42) 化 出 
ReEse = -MM (cipa 十 oojo)>， (了 .48) 
亦 与 (H.26) 一 致 . 


下 面 给 出 由 电子 计算 机 对 积分 表达 式 算出 的 数值 实例 ( 表 H.3), 并 与 本 节 近似 
公式 求 出 的 值 相 比 较 . 


表 了 .3 
al 一 0.02, oa = 0.05, os = 107", hi = 10, ha = 10,7 = 300. 


2.37 x 10™2 1.07 x 10-10 一 2.13 x 10-16 
4.75 x 10 一 2 8.52 x 10-10 一 8.51 x 10-16 


利用 本 节 近 似 公式 中 计算 的 结果 为 


v = 0.2 时 , pw, (Be) = 2.37 x 1072, ps(H;) = 1.09 x 10-10，ReEo = —2.32 x 10-16; 


@ pu (Bg) 是 用 与 (H.37) 相对 应 的 初级 近似 公式 p(y) 必 B40wr? 来 计算 的 . 
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zy = 0.4 时 , pw (Bo) = 4.74 x 1072, pu(H;) = 8.69 x 107", ReEe = 一 9.27 x 10-16. 


两 者 比较 , 视 电 阻 率 的 符合 是 很 好 的 . 

2. 中 间 高 阻 层 

从 (了 .41) 式 可 以 看 出 , 只 要 7 足够 地 大 , 则 低频 的 pw(H.) 将 反映 底层 的 电 性 ， 
即 中 间 高 阻 层 并 不 起 屏蔽 的 作用 . 对 于 用 比值 法 定义 的 p。 情况 也 类 似 . 不 仅 如 此 ， 
中 间 高 阻 层 的 电阻 愈 高 , 它 就 愈 容易 穿 透 , 即 底层 的 性 质 愈 容易 反映 出 来 . 当 7 除 
了 满足 (H.43), 还 满足 


r 交 ?| 如 — 名 各 | (H.49) 
pi 
时 (其 中 五 = hi 十 hz), (H.41) 和 (H.42) 式 化 为 
3, ,3m6 2 
= Wr ,= 8 H 
pw (Hr) 一 56753 ， pw Mowr? ( -50) 


它们 只 与 ps 相 联 系 , 如 果 增 加 一 修正 项 , 则 结果 是 


3, ,3m6 2 
How 人 2H G1 2hi 

ww 万 一 一 六 1 一 一 天 一 一 一 一 一 十 一 ”一 一 一 3 

palHr) 576p3 ( Vri+4Hi os3 Vri+ 3 
_ 16p8 
所 VT 0 Vr 
视 电 阻 率 还 与 第 一 、 二 层 的 参数 有 关 . 
家 H.4 

01 = 0.5, oa = 10-5, oa = 0.5, hi = 20, hz = 20,7 = 300. 

pl 


2.37 x 104 
1.19 x 104 


1.19 x 10-10 1.19 x 104 
9.50 x 10-10 5.93 x 103 


表 了 .4 给 出 由 电子 计算 机 根据 场 的 积分 表达 式 算出 的 一 个 实例 . 用 (H.50) 式 
计算 出 来 的 值 在 此 情况 下 有 较 大 的 误差 . 如 当 v = 0.01 时 , 得 出 的 结果 为 


pu(H:) = 1.56 x 10-10， pw = 9.01 x 103, p/ = 1.80 x 104. 
[3 


误差 大 的 原因 是 条 件 (H.43) 和 (H.49) 满足 得 不 够 好 . 利用 修正 后 的 公式 (H.51) 计 
算 , 结果 是 


v = 0.01 时 , py(H;) = 1.19 x 10-10，pu = 1.18 x 104, p,, = 2.36 x 104; 
v = 0.02 时 , p,(H;) = 9.52 x 1071, p,, = 5.90 x 103，p = 1.18 x 104. 
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即 与 表 H.3 的 结果 符合 得 很 好 . 
3. 良 导 基 底 
良 导 基 底 的 条 件 是 : 当 观 测 点 相对 上 两 层 (一 般 地 层 ) 已 进入 近 区 时 , 仍 有 
[ks7| > 1， > 1. (H.52) 


在 此 条 件 下 , G 中 的 ks 可 近似 作为 -iks, 并 可 将 G 中 B/ks 的 一 次 方 项 也 路 去 . 这 
样 就 得 出 

1 十 e-268 
“二 6-358， 

1 1 _ 
mud BU) 


利用 后 面 数 学 附录 中 的 公式 (H.A.5)、(H.A.6) 和 (H.A.18), 即 得 


G 
(H.53) 


3 
Eg 


_ ijyowM 1 7 
-rl 
_3M rH 
= Ta 

M1 73(r2 — 8H?) 
-ll aA] 


当 条 件 (H.43) 成 立时 , 上 式 化 为 


H. (H.54) 


H; = 


_ ,3HowAM H? 
Pe = 2r rr 
_3M 
?2x rt 
9M H? 
0 pp 
三 2 75 


(H.55) 


由 此 求 出 的 视 电 阻 率 为 
pu (Be) = pu(Hr) = pu (Hs) = pw = HowH?. (H.56) 


值得 注意 的 是 , (H.55) 和 (H.56) 与 远 区 结果 是 一 样 的 . 
数值 举例 如 下 : 
设 v=0.4, cl ==0.02, o2 = 0.05, os = 105, hi = 15, hz = 15, 7 = 300. 这 时 ， 


|k2r] = 0.12, lksr7]| = 169, H/és = 12. 
由 电子 计算 机 算出 的 准确 值 为 


Ee =—1.33 x 10-14 +i1.74 x 10-13， H, = 1.68 x 10-9 十 过 .34 x 10-1, 
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pu(Eg) = 2.96 x 10-3， ps,(H;) = 2.55 x 10-3. 
而 由 公式 (H.55) 和 (H.56) 计算 的 结果 是 
Eg=il.68x10-3, H,=1.77x10, pws(Be)= pw,(H;) = 2.84 x 10-3. 
两 者 的 符合 程度 , 除 pw,(H) 外 , 为 百 分 之 几 . 
4. 中 间 良 导 层 


设 中 间 层 电导 率 很 高 , 使 得 观测 点 相对 第 一 层 和 第 三 层 (一 般 地 层 ) 虽 已 处 于 
近 区 , 但 相对 中 间 层 仍 在 远 区 , 而 且 始 终 保 持 


Te 六 1， (H.57) 
2 
这 些 就 是 中 间 为 良 导 层 条 件 . 
当 频 率 不 够 低 , 中 间 层 未 穿 透 , 即 

六] (H.58) 

时 , 中 间 层 就 如 基底 一 样 . 这 时 
喜 A 访 bE — e268h + Ee "| (H.59) 

如 果 还 有 

所 > 1, (H.60) 


02 
则 (HL.59) 式 中 右 方 第 三 项 可 咯 去 ， 中 间 层 就 相当 于 一 个 良 导 基 底 、 这 时 只 需 将 
(H.54) 式 中 的 也 换 成 加 , 即 可 得 出 相应 的 场 强 表达 式 [条 件 (H.60) 相应 于 (H.52) 
第 二 式 | 
车 中 间 层 很 薄 , 而 频率 又 足够 低 , 使 得 该 层 已 被 波 穿 透 22 < 1) 时 , 则 在 条 
件 (H.60) 的 情况 下 有 


1 加 1 _ Aa—2Bhi 20 46? 
二 jG 1 er2pm (1+ 双打 + za)| (H.61) 
由 此 计算 的 场 强 为 0 
5 eM 
”Mr Ll (+ aod + Ah 
”利用 积分 公式 


Se ph 84 _ 37r(r? — 4h?) 
| senp2ap = Ty 
i —Bh 4 四 15hr(372 一 4h2) 
| nna 


邵 可 求 出 . 
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十 i 12h1r ] 
owoaha (r2 十 4h2)5/2 
HIM hr 20(3r? — 16h9) | 
” 2m (r2 + 4h2)5/2 Hbw2a2j2(r2 + 4h4)2 
.3M r(r2 — 16h2) 
十 1 一 一 a a 
2 jowo2h2(r? + 4h1) 


在 7 > 2hi 的 情形 , 可 以 得 出 比较 简单 的 公式 : 
Es ;3 M ( 1 2 2 EE 


2r Howozhih> Lawio2hihi) ra’ 
3M , 2 hi 
Hr ~ 2x @ + oi) r4) 
9M 2 2 h? 
Hs = pe @ + owaahiha a ) 75 


这 时 若 能 在 测量 结果 中 把 w 不 同 晨 次 的 项 分 开 , 就 可 确定 hy 和 o2h2. 
顺便 指出 , 车 和 过 小 破坏 了 条 件 (H.57) 并 使 它 反 了 过 来 , 即 


则 在 7 > 2hi 的 情况 , 将 有 


1 1 k2ho 
Ho 十 RIG 和 元 (+ 20 ) 
由 此 求 出 场 的 最 大 项 为 
_jipowAM 1 
4x rr2 
iyowM py 
全 8 72 ， 
ad 1 

Hz:=— Arr3 


它们 都 等 于 近 区 的 值 . 上 式 中 的 瓦 亦 可 由 (H.40) 式 直 接 化 出 . 
数值 举例 如 下 : 
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(H.62) 


(H.63) 


(H.64) 


(H.65) 


(H.66) 


设 cl =2x10-3,02 = 105,03 =2x10-3,hi = 100,hz = 0.3,r = 103,v = 0.1. 


各 判别 参量 的 值 是 
jear| = 4.0 x 10-2， |kar| = 2.8 x 102, = 6 x 10-2 
2 
hi 7 har _ 
E20， 痪 =12 
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用 电子 计算 机 计算 的 结果 为 
Ee = -3.25 x 10- 巧 十 i2.57 x 10-1s, H,=4.87x 10- 工 十 计 .55 x 10-1. 
利用 公式 (H.62) 算出 
Ee = —2.89 x 10° +i2.60x10"%, H.=4.74x107"+il.48 x 10 7 (H.67) 


两 者 符合 还 相当 好 . 其 中 误差 较 大 的 是 ReBo, 此 项 误差 大 的 主要 原因 是 har/62 还 
不 够 大 . 若 取 v = 0.2, 其 他 参量 不 变 , 则 由 (H.62) 式 算出 的 ReEo 仍 为 原 值 , 而 电 
子 计算 机 从 积分 表达 式 计算 的 ReEo 值 就 变 成 -2.96 x 10-15, 两 者 相差 就 其 小 了 . 
用 简化 公式 (H.63) 对 此 例 计算 的 结果 为 
Eg =— 3.18 x 10-1 +i2.43 x 10715, 
已; =4.78 x 10-11 + i2.02 x 10-1. 


除 ImH, 外 , 其 余 符 合 得 也 不 错 . 但 其 中 ReEs 符合 程度 较 (H.67) 式 为 好 . 带 有 侦 
然 的 性 质 . 


数学 附录 
我 们 先 录 出 两 个 柱 函数 的 积分 公式 回 . 设 Re(h 土 ir) > 0, 7 头 0. 两 个 积分 公式 


| -Bh (on 加 = VT+HH-M” Roy>o. (H.A.1) 
0 


vrr 
” (V+ A) 
| PLB) = 和 ， Rey > 一 (H.A.2) 
由 (H.A.1) 式 , 取 v = 1, 即 得 


| e-Bh J( pr) 守 VT +h oh 
0 


Tr 


为 


， Re(h+tir) >0, rQ0. (H.A.3) 


通过 对 h 作 逐 次 微 商 , 从 (H.A.3) 可 进一步 求 出 


V7? 十 h2 一 hh 


rr (HAY) 


| WA 
0 


2 r 


3rh 


| e Ai(pr)62d6 = tT R57 (H.A.6) 


附录 也 ”垂直 磁 偶 极 变频 测 深 的 低频 特性 和 高 阻 层 的 穿 透 问题 . 371. 


Re(h+tir)>0, rzA0. 
其 余 可 以 类 推 . 以 上 各 式 的 一 个 特殊 情况 是 其 中 h 趋 于 零 . 根据 我 们 的 定义 , 当 
为 实数 时 _ 
| (Br)B"dp = 到 | e-Bh .J (Br)p"dp. 


于 是 有 ~ 

| Br) =1, 7r>0. (H.A.7) 
0 B 

| (Br)dp = 5 +>0. (H.A.8) 
0 

| 六 (Br)6dg = SL, r>0. (H.A.9) 
0 7 

| 万 (Br)62d6 =0, 了 > 0. (H.A.10) 


当 所 含 的 8 寡 次 更 高 时 ,可 以 用 下 面 给 出 的 递 推 公式 更 方便 地 处 理 . 由 厂 (Br) 所 
满足 的 方程 , 有 


dr2 7dr 
而 通过 “分 部 积分 ”, 不 难 求 出 


[ [可 二 了 5 + (8 一 与)]8"(Br)dp = =0,， n> 一 1. (H.A.11) 


| pr n(erdp = -tt| ppndg 


, , (H.A.12) 
mn) = tt | gehen)dp, n> -1 
将 它们 代 回 (H.A.11), 即 得 出 下 述 递 推 公 式 : 
上 pr+2J(gr)d6 = 3 2) 上 Br 万 (pr)d6， n>-l. (H.A.13) 
下 面 再 写 出 两 个 我 们 要 用 到 的 结果 . 它们 是 按 递 推 公 式 由 (H.A.9) 和 (H.A.10) 
推出 的 ; _ 
| Ji(6r)63d0 = -六 +>0. (H.A.14) 
上 (Br)pmdB =0, m=1,2,..., r>0. (HL.A.15) 


有 关 .hn(B7) 的 积分 可 从 (H.A.2) 式 出 发 , 将 v = 0 代入 , 并 通过 对 h 的 逐次 微 
商 , 来 得 出 


| eBh .Nh(Br)dB = (H.A.16) 


1 
V72 十 7 
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| eBh (Br)Bdp 一 a (H.A.17) 


oo 2_ h2 
| e-Ph J (Br) Bd = a (H.A.18) 


oo 3h(3r? ~ 2h2) 
| e 名 .Jo(Gr)63d1 = rR (H.A.19) 


Re(h+ir)>0, rz0. 
令 有 一 0, 从 上 述 各 式 求 得 


上 Jo(6ryd6 = 2 r > 0. (HLA.20) 
上 Jo(Br)BdB = | Jo(Br)B3dB =0, r>0. (H.A.21) 
上 Jo(Br)B2dB = -三 ， r>0. (H.A.22) 
对 于 更 高 的 6 篆 次 ， 来 处 再 由 .Jo(Br) 所 满足 的 方程 , 有 
上 [ 杞 + + B?|6"J(Br)dp =0, n>0. (H.A.23) 


同样 可 以 证 明 
上 i | "ner)ap, 
[mn = C+ Yet) | ermlenae n>0. 

代入 (H.A.23) 后 , 即 得 下 述 递 推 公式 ; 


oo 2 roo 
| Jo(6r)6"+2d8 = -外 三 坟 | Jo(6r)6"dg6，m > 0. (H.A.24) 
从 (H.A.21) 和 (H.A.22), 用 递 推 公式 可 得 出 
| ~ Jo(Br)p™ -1d =0, r>0, m=1,2,.... (H.A.25) 
0 
上 Jo(6r)64d0 = 3, r > 0. (H.A.26) 
0 7 
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附录 I 水平 电 偶 极 变频 测 深 的 低频 特性 
和 对 高 阻 层 的 穿 透 问题 * 


水 平 电 偶 极 发 射 是 变频 测 深 中 用 得 较 多 的 一 种 发 射 方式 ， 这 种 测 深 法 能 否 穿 
透 高 阻 屏 项 层 探 测 出 其 下 伏 构 造 是 实践 中 特别 关心 的 问题 ; 另外 , 视 电 阻 率 的 低频 
特性 在 实践 中 也 有 重要 意义 . 对 于 以 上 两 种 情况 , 往往 观测 点 相对 一 部 分 地 层 (或 
所 有 地 层 ) 已 进入 近 区 , 因而 计算 时 需 做 特殊 的 数学 处 理 . 本 文 将 对 这 些 问 题 进行 
理论 上 的 讨论 , 给 出 有 关 的 近似 公式 , 并 就 一 些 实例 将 它们 与 电子 计算 机 算出 的 准 
确 结果 进行 比较 . 


一 、 水 平分 层 情况 地 面 场 强 的 表达 式 


设 大 地 具有 水 平 层 状 结构 , 每 层 介质 是 均匀 各 向 同性 的 , 参数 符号 与 附录 也 中 
的 一 样 . 

为 了 把 场 源 作为 边 值 关系 中 的 非 齐 次 项 来 处 理 , 需要 将 它 的 电流 分 布 用 面 电 流 
密度 表示 出 来 . 对 于 位 于 地 面 坐标 原点 的 水 平 交 变 电 偶 极 子 , 相应 的 面 电流 分 布 可 
表示 为 


开 = Hnve it. (I1.1) 
其 中 ns 代表 z 轴 方 向 的 单位 矢量 , 而 
, 1 
1, = -iwP ad("), (I.1.2) 


其 中 5(r) 为 5 函数 , PP 的 值 见 式 (I.1.6). 利用 
上 J6(Br)brdg = 6(r), (11.3) 
即 可 写 出 五, 的 Hankel 变换 表示 式 ; 
I = 一 | (Br)Bdp6. (L1.4) 
通过 求解 边 值 问题 , 解 出 地 面 场 强 的 积分 表达 式 为 


jiwIl (™ 1 1 I 
E,(r, 0) =- 所 上 | [GO 一 5 BJo(Br)dB 


* 本 文 是 应 有 关 勘 探 单位 的 要 求 ,所作 的 理论 研究 的 一 部 分 ， 曾 发 表 于 1982 年 11 月 份 的 《地 球 物理 
学 报 》. 
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iwl!l 


+ eos)| [rot + mre |e (nd, 
Bn,0) = sin20| [rior + roele 
BE,(r,0) =— whoos 中 ET . 和 (Br)dp, 
Ha(r,0) =— Tsin 20 | [ar - re | BJa(Br)dp, 
ln0) = | [So + tary |r)ap, 


11 ” 70 如 
+ | (Troe) - mre le n(n, 


H,(7,0) = 了 sng| Lar 
2 2m10 0 T+nG(7) 


其 中 1 代表 发 射线 的 长 度 , 了 为 发 射电 流 ， 
天 


BN.(Br)dp. (I.1.5) 


P= i (I.1.6) 
7 意义 同 附录 HH 中 的 一 样 (参见 式 (H.2)), &; 由 下 式 定义 
é&; = rt (I.1.7) 


其 中 jj 与 zj 的 意义 见 式 (H.1) 的 上 文 和 式 (H.2), G(7) 为 Gln, 72,，…, 7m) 的 
简写 , 它 所 满足 的 递 推 关系 和 二 层 时 的 值 已 在 附录 HH 中 给 出 . G(&) 与 G(7) 的 差别 
只 是 宗 量 六 Tp， :… ,Th 换 成 也 ,2，… ，&, 而 其 中 kh 保持 不 变 , 例如 
(€1 + €2) — (各 — é2)e 2 和 
(&1 +é2) + (é1 — é2)e 2r1h 
(1.1.5) 式 中 与 > 相 联 系 的 项 代表 TE 型 场 , 而 与 相 联 系 的 项 代表 TM 型 场 . 

在 以 下 讨论 中 , 假定 > < xo, 因而 空气 中 位 移 电 流 可 略 去 ， 于 是 ko 可 近似 作 
B, &o 可 取 为 零 , 各 地 层 的 导 磁 系数 都 假定 与 真空 值 相等 , 即 所 有 j; 都 等 于 jo. 另 
外 , 大 地 中 位 移 电 流 比 起 传导 电流 亦 可 略 去 不 计 . 


G(6 6) = (1.1.8) 


二 、 观测 点 相对 高 阻 基底 转 为 近 区 时 的 低频 特性 


下 面 以 三 层 为 例 来 进行 研究 , 这 时 高 阻 条 件 表现 为 : 观测 点 相对 高 阻 基底 已 转 
为 近 区 (对 第 一 、 二 层 仍 在 远 区 ), 即 


Kl —ikl, ko —iko, ka3NbB (I.2.1) 
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以 及 1 1 hi 1 ho 
一 之 一 一 十 一 一 . 
p3 pirT p27 


TE 型 场 中 的 因子 G(7) 已 在 附录 HH 中 讨论 过 , 当 第 一 、 第 二 层 已 为 波 完 全 穿 透 时 


(1.2.2) 


G(7) ~ + How (oih1 + o2h2)], 
1 28 + iugow (oihi + oc2h2) 
K0 十 R1G(7) 55 十 Htw2(aija 十 aajhaz)2 
TM 型 场 中 的 G(&) 可 以 类 似 地 处 理 . 在 (1.2.1) 和 (1.2.2) 条 件 下 ,，G(6) 中 各 &; 可 
近似 取 为 


(1.2.3) 


dT Gr tr (1.2.4) 
所 一 总 可 近似 取 为 1, 由 此 得 出 
&2 十 &3 

ki~ ko k2 e2ikihi 十 kl 一 各 2ip2ho 


— e2i(kihit+k2h2) 


oO~— bib hib 2) 
1 302ikih 十 A ho visha + e2i(kihi+k2h2) 
k1 十 Ko jl 十 12 


当 第 一 、 二 层 满 足 波 穿 透 条 件 时 , 将 指数 因子 展开 , 并 在 分 子 和 分 母 中 都 只 保留 最 
大 项 , 即 得 
G(é) 二 Ho 人 oaja + o2h2), 


一 


Eo 十 Brace wa + oc2h2) 


利用 数学 附录 中 的 (H.A.9) 和 附录 H 中 的 数学 附录 中 的 公式 , 由 此 求 出 电场 的 TM 
型 部 分 为 


(1.2.6) 


Tl 1 
EM -~ 一 
” 2n(o1hi 十 oz2h2) °08 2073 ， 
1l 1 
ETM ov A 一 
y ~ 2x(oihi + oha) in 2073, 
1l 


1 
E,=EIM2y—-— —— 一 cos0 一 . .2. 
z 之 pp ry (1.2.7) 


TE 型 场 可 像 附录 HH 那样 分 两 种 情况 来 讨论 . 当 频 率 不 太 低 , 使 得 


-十 六 光 1 (1.2.8) 
1 2 


时 , 有 
五 IT 了 w 一 iD 1 
” 27xj0w (oi1hi + o2h2)? r3 
- Re oa) 203[1- TCD 
Bh 0 i ol 
五 - =HIP 3 i 20 广 ， 
Hy =HY® ~ i hs Foamo) (3 cos 20 — ) 广 ， 
H, =HIP win 0 让 (1.2.9) 


可 以 看 出 , (B82*，ETF) 中 最 大 项 正好 与 (BIM，ETM) 消去 , 消去 后 的 结果 是 


1 1 
E, 7(3 cos 20 一 Ds, 


“anpow (oh 十 oz2h2) 
。 31 
bE, “2npow (oihi 十 0272)2 


其 余 分 量 已 在 (1.2.7) 和 (I.2.9) 中 给 出 . 
与 相应 的 远 区 场 强 表达 式 相 比 , H。、H, 和 EE, 结果 一 样 , 而 E,、E， 和 万。 增 
强 了 一 倍 . 


。 
sin 20-3: (I.2.10) 


由 及 。、 有 ,和 忆 , 定 出 的 视 电阻 率 为 
1 
pu(Hz) = pu(Hy) = pw(Bz) = ooh Toahaj?’ (I.2.11) 
而 由 BE、E, 和 Es 定 出 的 为 
pulBs) = pu(By) = pu( Hs) = - (12.19) 


Wow (oihi + oc2h2)? 


由 比值 法 定 出 的 ps 则 为 (1.2.11) 式 的 4 倍 . 以 上 情况 与 垂直 磁 偶 极 发 射 相仿 . 
当 频 率 进 一 步 降低 , 使 得 


h h 
-+ 2 《1 (L2.13) 
6 02 


成 立时 , TE 型 场 就 化 为 近 区 场 , 因为 在 此 条 件 下 有 
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1 1 


一 一 一 一 入 一 1.2.14 
K0 十 hCG(T) 28’ ( ) 
于 是 求 得 
ETE ~ Wo -一 (1 二 cos 26)=， 
oo 
op gr n 202, 
H, =HI® ~ os 20 一 r>0 (I.2.15) 
1 


H, =HIE NY fi 20 汪 ， 
HTE ~ 也 1 
H; =H;," % isn 0 
从 条 件 (L.2.13) 可 以 看 出 , 这 时 (EIM，ETM) 已 比 (BTE，ETP) 大 得 多 , 因而 


E, ~ ETM oo 元 co 205， r>0 
ohyt oa) 7 (1.2.16) 


TM 入 vv -一 
B ~ Ey ~ 2x(oihi 十 o2h2) sin 26 72 7 


其 余 各 分 量 已 分 别 在 (1.2.7) 和 (I.2.15) 中 给 出 


由 Es 和 已, 定 出 的 视 电 阻 率 分 别 为 0 
/ yy 27 cos 20 
pu(Bs)= ps, (Bz)= p(Bz) = py ep (1.2.17) 
和 2 
pay) = p(By) = pu(Ey) = 1 (2.18) 


3(cihi + o2h2) 
都 与 w 无 关 . 这 表明 这 些 视 电 阻 率 已 进入 一 个 水 平 的 尾部 , 其 值 与 > 成 正比 , 与 水 
平 向 总 电导 (oihi + o2h2) 成 反比 . 
由 比值 法 求 出 的 ou 仍 与 w 成 反比 , 它 没有 水 平 的 尾部 . 
下 面 来 考察 一 组 数值 计算 的 实例 . Ti 取 为 1( 以 下 各 数值 实例 皆 如 此 ), 设 
01=0.1, o2=0.08, oa = 4x 10-8， hi=1, hz=1.3,7=1500 
单位 皆 为 实用 单位 ( 同 附 录 H). 令 


Ex 一 五 0 十 cos 20 万?， bE, = sin 20 E2; 
H; = — sin 20 H,, H, = Ho + cos 20 万 2>. 


@ 关 于 pw 和 网 的 定义 见 附录 G. 
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则 由 电子 计算 机 用 积分 表达 式 算出 的 准确 结果 如 表 LI1 所 示 ， 


帮工 1 
60 一 2.46 x 10-9 3.46 x 10-7 一 2.55 x 10-10 3.53 x 10-8 
+i1.12 x 10-8 +i1.25 x 10-3 +i1.14 x 10-9 +il.28 x 10-9 


3.52 x 10-8 
+i2.12 x 1079 

1.00 x 10-10 
+i5.79 x 10-9 

5.04 x 10-11 

十 i3.76 x 10-? 


一 5.39 x 10—10 6.73 x 10-10 一 5.72 x 10—11 
—i2.04 x 10 一 +i5.77 x 10 一 一 i2.08 x 10-9 
一 3.18 x 10711 1.98 x 10-10 一 1.69 x 10- 蕊 
—il1.26 x 1078 十 i3.68 x 10-8 —il.28 x 10-9 
各 个 判别 参量 的 值 为 


ml 机 


一 5.65 x 10-9 3.46 x 10-? 一 5.76 x 10—10 
十 i1.73 x 1078 十 这 .08 x 1073 十 计 .76 x 10-9 
8. 8 


Par + hor 
6 2 


10.3 9.2 8.0 x 10-3 

13.3 11.9 1.03 x 10-2 0.12 
119 107 9.2 x 1072 9.7 
146 131 0.113 14.5 


由 此 表 可 以 看 出 , 前 两 个 频率 属于 条 件 (1.2.13) 的 情况 . 根据 (I.2.15) 和 (I.2.16) 算 
出 的 值 为 


FE» 3.47 x 107", Ho2 ~ 3.54 x 10-8， 
Eo <E,, Ho & HH, 
与 表 I.1 中 的 结果 符合 很 好 . 又 如 从 视 电 阻 率 来 看 , 由 本 节 近 似 公式 算出 的 结果 是 
po (B,, 0 = 2) = 3.68x 103， ps(E,)= 4.90x 103; 


po (过 ) = po ( 录 ) =2.03x105, w=60 


而 电子 计算 机 算出 的 v = 60 时 准确 值 为 


E 
p(B) | po( 疗 ， 


再 比较 后 两 个 频率 的 情况 . 由 近似 公式 (L2.9) 和 (1.2.10) 算出 的 值 为 


v 二 8 x 103 时 ， Eo = —il.79 x 1078, E, = i5.38 x 10-8， 
Ho = —il.83 x 10-9， H; = i5.49 x 10-9; 


9=0) 


3.70 x 10-3 2.04 x 105 
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v =1.2 x 104 时 ， Eo = 一 il.20 x 10-8， FE, = i3.59 x 10-8， 
Ho = —il.22 x 10-9， H2 = i3.66 x 10°? 


可 以 看 出 , > = 1.2 x 104 时 , 符合 较 好 , 而 v = 8 x 103 时 符合 要 差 些 , 差 的 主要 原因 
在 于 党 + 六 的 值 不 够 大 ,如果 对 (12.9) 再 多 取 -改正 项 , 则 有 


Eo = Tl 1 E + 36 | 
gmto hi 十 co2h2)? r3 Je 十 oc2h2)272 ’ 
By 311 工 [1 | 
now (oh 十 02h2)?2 73 二 7 让 十 Iajho)272]」 (1.2.19) 
FH = 1 sh 36 ] 
一 OO 十 o2h2) 7 73 An 十 oc2h2)272] 
， 31 1 
Ha2= “anpow(ohi 十 og2h2) 元 [+ Lew2( (oihi 十 | 


由 此 公式 算出 > = 8 x 103 时 的 值 为 


Eo = —i1.96 x 10-8， FE, = i5.67 x 10-8， 
Ho =—i2.01 x 10-9， Ha = i5.78 x 10-9， 


符合 就 比较 好 了 . 


三 、 高 阻 屏蔽 层 的 穿 透 问题 


如 果 观 测 点 很 远 , 对 于 中 间 高 阻 层 它 也 始终 处 在 远 区 , 那么 在 观测 点 正 下 方 的 
高 阻 层 中 电磁 场 为 一 近似 垂直 传播 的 波 . 这 时 , 穿 透 高 阻 层 而 探测 其 下 伏 构造 是 完 
全 没有 问题 的 , 从 远 区 视 电阻 率 的 性 质 可 以 清楚 地 得 出 这 一 结论 . 不 论 是 垂直 磁 偶 
极 发 射 还 是 水 平 电 偶 极 发 射 都 是 如 此 . 但 是 当 频 率 较 低 时 , 观测 点 相对 中 间 高 阻 层 
常常 已 处 于 近 区 , 这 就 使 得 水 平 电 偶 极 发 射 不 同 于 垂直 磁 偶 极 发 射 . 不 仅 如 此 , 水 
平 电 偶 极 发 射 的 电场 和 磁场 穿 透 的 性 能 也 不 相同 . 本 节 就 来 研究 这 一 问题 . 

仍 以 三 层 为 例 , 设 观 测 点 相对 第 一 、 三 层 仍 在 远 区 , 而 相对 高 阻 层 (第 二 层 ) 已 
在 近 区 ,于 是 

Ri —ikl, kB, ks ~ —iks. (I.3.1) 
G(7) 的 结果 已 在 附录 五 中 给 出 , 当 ” 比 hs 大 得 多 而 频率 已 降低 到 第 一 层 已 为 波 
完全 穿 透 时 , 有 


GO 天， 所 AGO 而 (1- 丰 )- (1.3.2) 
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由 此 求 出 


TE wow 了 工 1 -也 1 二 
Eir 入 Dk cos 203 + ry (3 cos 20 了 二， 

re ~ Howll 1 31 ogl 
E, ep Si 203 十 ngs sin 20—， 

I 1 
五 = = HiP 必 iD sin 2073， (1.3.3) 
Tl 1 
HTE ow; 二 

H,= Hy” ~ 1 cos 20 一 D3 


。 1 
pr sin 07: 
从 (L3.3) 看 出 , 磁场 已 近似 为 导电 率 为 oa 的 均匀 大 地 的 远 区 场 , 因而 所 有 由 磁场 
定义 的 视 电 阻 率 包 括 p,( 玉 )、 pi,(H) 和 ps( 五 ) 都 一 样 , 其 值 为 ps. 

以 上 结果 表明 , 水 平 电 侦 极 发 射 的 磁场 具有 良好 的 穿 透 性 能 , 情况 同 垂直 磁 偶 
极 发 射 一 样 . 这 是 因为 磁场 是 由 TE 型 波 贡 献 的 . 至 于 电场 , 还 需要 考虑 TM 型 部 
分 的 贡献 , 情况 就 不 相同 . 

在 定量 上 , 上 面 给 出 的 磁场 公式 的 准确 度 往 往 是 不 够 的 , 如 果 采 用 附录 H 中 的 
G(7) 修正 式 来 计算 , 则 结果 为 


3 ik2h1] .1 
万 包 一 1 1 — iks(hi 十 h2) 十 | sin 2075， 
.1 , ik?hi 1 
Hy Mk | ~ iks(h + ha) + | (3 cos 20 一 1) 广 ， (1.3.4) 


,7.2 
H; Mi 上 一 ika(hi 十 h2) 十 | i 9 
下 面 来 考虑 TM 型 部 分 对 电场 的 贡献 . 在 条 件 (1.3.1) 以 及 
hih 63h 
a < 4, 所 < 3 (1.3.5) 
成 立 的 情况 下 (5s 代表 电磁 波 在 第 三 层 中 的 集 肤 厚 度 ), G(&) 中 的 各 & 可 近似 为 
和 
&1 ~ Ho » é2 ~ 6 )》 63 ~ no 3 (1.3.6) 


和 一 名 有 总 一 名 本; 泊 个 
而 且 二 名 和 二 可 近似 作为 1. 于 是 
1— @2ikih1 


G(é) ~ 
当 第 一 层 为 波 完全 穿 透 时 


(L3.7) 


GE) ~ ~ikihi. (L3.8) 
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相应 地 


i 


1 
0+€G() worh’ (39) 


由 此 求 出 

Tl 1 

0 2) 

2n0o1h1 72 

Tl 1 
TM 一 一 -si 一 I.3.1 
E, py 20-3; (I.3.10) 
一 cosb 工 

2rclA1 72 


此 结果 与 上 节 中 的 (I.2.7) 式 相似 , 只 是 (cija + oaja) 换 成 了 oihi . 这 表明 对 TM 
型 场 来 说 , 中 间 高 阻 层 [高 阻 条 件 由 (I.3.1) 和 (1.3.5) 表示 ] 好 像 是 一 个 高 阻 基底 . 


不 难看 出 , 在 
/103 
[kihi| 扫 A (I.3.11) 


的 情况 下 , (EZ™M, BJM) 将 比 (BZF, ET) 大 得 多 , 于 是 电场 表达 式 化 为 


元 1 

Es Nh os 203; 
Il . 1 

Y oro ™ 2073， 


E;, ~ 


TM ~ 
EIM gs 


E, = EI™ 一 


(1.3.12) 


1 1 
一 pp 所 cos0 -5 
这 时 , 中 间 高 阻 层 对 电场 起 着 屏蔽 作用 . 

(L3.11) 式 是 容易 满足 的 , 因为 在 第 一 层 为 波 完全 穿 透 的 条 件 下 , |ihi| 已 经 比 
1 小 得 多 , 又 假定 了 观测 点 相对 第 三 层 亦 在 远 区 , 故 cs 一 般 不 会 太 小 . 

从 (I.3.12) 可 以 计算 出 , 由 E, 定义 的 视 电 阻 率 为 


27 cos 20 


pu(Es) = po, (Bz) = pu(Bz)= goos 20 -il (1.3.13) 
而 由 为 定义 的 视 电 阻 率 为 
pu(By)= ps,(By) = ps (By) = ot (1.3.14) 


它们 都 只 与 第 一 层 的 水 平 向 电导 oihi 相关 . 比值 法 的 结果 是 


2 ,2 
EAC LA Er 


A AAA (315) 
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电场 受 中 间 高 阻 层 的 屏蔽 本 来 是 水 平 电 偶 极 发 射 的 一 个 缺点 , 但 在 一 定 条 件 
下 , 即 电场 和 磁场 都 能 测量 出 来 时 , 却 转化 为 它 的 优点 . 因为 通过 电场 测量 可 以 发 
现 中 间 高 阻 层 的 存在 , 而 通过 磁场 又 能 探 出 其 下 伏 构 造 . 在 垂直 磁 偶 极 发 射 的 情况 
时 , 由 于 缺乏 这 一 对 比 , 中 间 高 阻 层 本 身 有 可 能 不 被 发 现 . 

下 面 考 察 两 个 数值 实例 . 

例 1 设 vo=01, os=10-7, o3=0.5, 由 =5, hz 二 10,7=1.2x103. 由 电 
子 计算 机 根据 积分 表达 式 算 出 的 准确 值 为 表 1.2 所 示 . 


表 I.2 


8.27 x 10-9 
十 i6.28 x 10-9 
7.42 x 10-9 

+i5.46 x 10-9 


5.88 x 10-9 2.18 x 10~7 一 2.78 x 10-9 
+i5.25 x 10-11 十 i2.94 x 1079 —i2.07 x 10-9 


5.88 x 10-9 2.17 x 10-? 一 2.48 x 10-9 

十 i6.21 x 10-—11 十 i3.51 x 10—9 —il.80 x 10-9 
8.3 | 8.3x10-3 | 19 | 3.4x10-2 | 10-6 | | 
9.5 | 9.5x10-3 | 21 | 40x10-2 | 10-6 | 2x10-7 | 3.5x 10-5 


根据 (1.3.12) 和 (1.3.3) 式 算出 的 结果 为 


v = 60 时 ， E» = 2.21 x 10-7， Eo < bE, 
= (1+1)6.35 x 10-9， Ho = -3H; 
v = 80 时 ， E> = 2.21 x 10-7， Eo < bE,, 


H, = (1 十 i)5.50 x 10-9， Ho = -5 有 
可 以 看 到 , 电场 值 符合 很 好 , 而 磁场 较 差 . 如 果 磁 场 改 用 (1.3.4) 来 计算 , 则 结果 为 


v=60 时 Hz = 8.28 x10 ?+i6.35 x10", Ho = —2.76 x10-9 一 记 .12 x 10-9; 
v=80 时 H2=7.43x107?+i5.50 x 10-9， Ho= —2.48 x 10-9 ~—i1.83 x 10-9 


符合 就 很 好 了 . 
例 2 设 o=0.1, o2=10-5, 03=0.2hi=5, hs=10,7r=1.2x103.yv 仍 
取 60 和 80. 这 时 , |kir| 交 1，|ksr| 六 1，|kor| 安 1 以 及 (1.3.11) 等 条 件 仍 成 立 , 只 
是 (1.3.5) 第 一 式 被 破坏 了 , 现在 p/p 已 比 “32 的 值 大 . 电子 计算 机 算出 的 准确 
值 为 表 I.3 所 示 . 
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”一 一 


表 I.3 


5.16 x 1078 1.29 x 10-7 一 4.00 x 10-9 1.19 x 10-8 
十 i1L.16 x 10-9 十 i3.56 x 10-9 —i3.18 x 10-9 十 i9.78 x 10-9 
5.14 x 10-8 1.29 x 10-7 一 3.53 x 10-9 1.05 x 10-8 


十 i1.37 x 10-9 +i4.18 x 10-9 一 i2.79 x 10-9 十 i8.57 x 10-9 


电场 与 根据 (1.3.12) 式 计算 的 结果 有 比较 大 的 差别 , 这 表明 条 件 (1.3.5) 对 于 (1.3.12) 
的 成 立 是 重要 的 . 

另外 , 将 表 13 与 表 工 2 相对 比 , 还 可 看 出 , Bo 的 变化 很 大 , 表明 它 对 ca 和 oa 
是 很 灵敏 的 . 下 面 的 例子 表明 , 甚至 在 条 件 (1.3.5) 同样 成 立 的 情况 下 , o2 具体 数值 
的 改变 也 明显 地 改变 Eo. 

例 3 ” 设 oo = 0, 其 余 参 数 都 与 例 1 相同 . 电子 计算 机 算出 的 准确 值 如 表 L4 
所 示 . 


表 II.4 
~—1.81 x 10-10 2.19 x 10-7 一 2.78 x 10-9 8.27 x 10-9 
十 记 .94 x 10-11 十 i2.94 x 10-9 一 i2.07 x 10-9 十 i6.28 x 10-9 
一 1.85 x 10-10 2.19 x 1077 一 2.48 x 10-9 7.42 x 10-9 
十 i3.43 x 10-!1 +i3.51 x 1079 —il.80 x 10-9 +i5.46 x 10-9 


与 表 工 2 相 比 , 可 以 看 出 , Ea、Eo 和 Fo 基本 上 没有 改变 , 而 Bo 的 变化 却 十 分 显著 
另外 , Eo 对 cs 的 变化 也 比较 灵敏 , 这 样 看 来 Eo (0 = 5 时 的 EB。) 的 测量 可 能 有 着 
重要 的 价值 . 但 要 指出 , 由 于 6 比 小 得 多 , 它 的 数 第 容易 受到 各 种 因素 (如 地 
层 不 是 严格 水 平 , 9 不 是 严格 为 全 ”等 ) 的 影响 . 


四 、 低 频 渐 近 线 的 研究 


本 节 将 研究 观测 点 相对 一 般 地 层 已 进入 近 区 (特殊 的 良 导 地 层 除 外 ) 时 的 低频 
渐 近 线 , 这 是 实际 中 感 兴趣 的 一 个 问题 . 
在 近 区 , 一 般 地 层 中 的 “ 都 可 近似 为 6. 于 是 


G(T) s 1 (L4.1) 
至 于 G(&), 以 三 层 为 例 , 现在 化 为 


gi1 一 一 一 一 
1 一 二 一 22 e 一 20ha 十 HR e286h2 — 02— 03 @—28(h1+h2) 


G(E) = Olt+oo G1 十 0202 十 03 . Ga 十 Ga3 1.4.2) 
T2803 28h | O30-28(hit+ho) 
Cl 十 Go 01 十 Oo Ia 十 0I3 02 十 Ia3 
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从 (I.4.1) 式 可 以 得 出 近 区 的 BT2E 和 磁场 全 部 , 其 结果 是 


ETE 一 i ie 一 一 一 (1 十 cos 20)-， 1 


poll 


TE _ 
E, 一 一 一 Sin n 20, 


r>0 (I.4.3) 


可 以 看 到 , ETP 与 w 成 正比 , 它 随 w 减 小 而 趋 于 零 . 
电场 中 的 TM 型 部 分 现在 不 能 解析 地 积 出 来 . 令 


Rn 0,h) = Br)dp, (IL4.4) 


上 硬 7" 
其 中 G(€) 由 (1.4.2) 表示 , 则 近 区 的 BTY 可 表示 为 


ELI™ = 1 oreos 20 Fy(r, oa, h) — Folr,o., h)), 
1 
TM _ 
E, -1707 sin 20 本 (mo h), (I.4.5) 
EIM 三 万 。 = 一 了 cos 0 Fi(r,o,h). 


2X01 


上 式 已 与 w 无 关 , 实际 上 它们 就 等 于 直流 电 偶 极 测 深 时 的 场 分 布 . 在 某 些 情形 , 若 
五, 很 小 或 等 于 零 , 就 需 考虑 与 w 成 正比 的 修正 项 . 例如 在 均匀 大 地 的 情况 , = 0， 
因而 E, 与 w 成 正比 . 

从 (04.5) 式 看 到 , 近 区 的 BTM 和 EITM 与 地 层 的 电 性 结构 有 关 , 因而 可 以 用 
于 地 球 物理 勘探 , 但 是 只 能 作 变 距 测 深 , 而 不 能 作 变 频 测 深 . 

一 般 来 说 , 近 区 ETP 与 近 区 BTM 之 比 量 级 为 |ker|, 因而 往往 可 以 略 去 中 . 于 
是 由 Es 和 包 , 定 出 的 视 电 阻 率 分 别 为 
3lF2 cos 20— Fo 

3cos 20—1 1 


1 
pu (Ey) =3p1" |F2l. (4.6) 


由 于 列 和 五 是 实数 , 故 p', 和 六 都 与 pw 相等 . 
@ ka 在 此 泛 指 大 地 中 电磁 波 的 波 矢 量 . 


Puw( 瑟 =) =p17 
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(L4.3) 所 给 出 的 磁场 与 地 电 结构 无 关 , 但 车 考虑 一 修正 项 , 则 磁场 的 虚 部 亦 可 
反映 地 电 的 性 质 . 以 三 层 结构 为 例 , 当 取 


2 
kj 人 Bl(1 一 3) (L4.7) 
时 , 得 出 
1 1 k2—k2 ph, kK2—hks -ap Fi 
28h 3 | (4. 
rtmG0r) 28 [ I A407 “ + 六 | (1.4.8) 


利用 本 附录 及 附录 fH 中 的 公式 可 以 算出 


/73 3 
H, ~ lsin gl 93 十 1Hoo Ti 001 — (ci 一 oa) V+ 2 
4 167 7 
Vr3 十 4 万 5 - 2H 
(0 on) VTE 2] 
1 /rl 1477 2 
H;% Hn 26 误 一 12 Lsin 20 [a 一 (ol 一 ca 人 一 十 4 二 2) 
4 64T 2 
) L287- 2 万) 
— (cz— ) |. (1.4.9) 


其 中 H = hi + hz,H, 不 能 用 这 种 近似 方法 来 处 理 因 其 中 含 (zx) 的 积分 , 在 应 
用 近似 式 (I.4.8) 时 将 不 收敛 . 

下 面 , 讨论 高 阻 基底 、 中 间 高 阻 层 、 良 导 基 底 和 中 间 恨 导 层 等 特殊 情况 下 的 低 
频 情 形 . 仍 以 三 层 为 例 , 并 主要 考虑 


7 之 2 万 (1.4.10) 


的 情形 . 
1. 高 阻 基底 
高 阻 条 件 仍 由 (L2.2) 表示 .在 (1.4.10) 和 (1.2.2) 成 立 的 情况 下 ，F。 中 的 
守 一 3 可 取 为 1, e-28mY 和 e-26hz 可 作 展 开 ， 当 分 子 和 分 母 中 都 只 保留 最 大 项 


02 十 03 
~ BJn (Br)dB (1.4.11 
” oi1h1 十 o2h2 ， :4.11) 


于 是 
C1 工 局 必 201 1 
vihi 十 oooh 72 7 2 olihi 十 ooh2 r2° 
i 比 起 它们 可 以 略 去 不 计 . 将 (1.4.12) 代入 (1.4.5) 中 得 出 
Tl 


1 
EXEIM2— -- 0— 
” 2 2n(o1h1 十 ov2h2) cos 2 r2? 


i 守 r>0. (I.4.12) 
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Tl 1 
ETMAN 1 sin 2 一 ， 1.4.13 
EB By 2n(o1hi 十 coh) 72 ( ) 
1 
E, SJEIM ~ osol 


2n(o1h1 十 02h2) r2° 


同 第 二 节 后 一 情况 的 结果 (1.2.16) 一 样 . 因而 由 Bs 和 EE 单 分 量 定 出 的 视 电阻 率 
亦 与 (1.2.17) 和 (I.2.18) 相同 . 
用 比值 法 求 出 的 视 电阻 率 为 


(EE) -mE) = pe i C49 


从 高 阻 条 件 (L.2.2) 和 距离 条 件 (I.4.10) 还 可 得 出 五" 和 五, 的 虚 部 也 与 地 层 
的 水 平 总 电导 (oi1hi + o2hz) 相 联 系 . 其 结果 为 


天 h 
Hs ~ _Toin og _ ;Lou Toh + 02h2) 


47n 167 sin 2 
Hz ~ Tsin gi + LooTI(oha + 92ho) (1.4.15) 
47 72 8r 
但 磁场 的 上 部 在 测量 上 更 加 困难 ， 
数值 举例 , 设 


ol = 0.02, 02 = 0.05, o3 = 10- 7 hi = 10, hz = 10, 7 = 300. 


用 电子 计算 机 算出 的 准确 值 如 表 I.5 所 示 


表 I5 
2.53 x 这 6 一 1 X i 8.84 x 10-7 
+i2.09 x 10710 +il.84 x 10-10 +i7.3 x 10711 十 i6.22 x 10-11 
一 5 x 10 一 12 2.53 x 10-6 —4 x 10-13 8.84 x 10-7 
十 这 .19 x 10~10 十 i3.68 x 10~10 +i1.46 x 10-10 +i1.25 x 10-10 
对 于 此 例 1 1 
二 一 十 一 一 一 2.3x 10-3， 
7 Pl 7 p2 


故 高 阻 条 件 (2.2) 是 满足 的 . 最 大 的 |tr| 为 > = 04 时 的 |karl, 其 值 约 为 0.12, 2 = 


从 近似 公式 (I.4.13) 和 (I.4.3) 算出 的 值 为 


E> =2.53 x 10-6， [Eol < |Esl; 
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H2 =8.85 x 10-7， IHo| < |Hol. 
与 表 15 符合 得 很 好 . 从 (I.4.15) 还 可 进一步 求 出 


7.33 x 10-1, = 0.2; 
Im Ha = * “ 
1.47 x 10-10， v = 0.4. 


误差 约 为 15%. 误差 较 大 的 原因 主要 是 由 于 此 处 了 值 对 于 (1.4.15) 的 应 用 条 件 
来 说 还 不 够 大 , 若 改 用 原来 的 (L.4.9) 来 计算 , 则 为 


6.20 x 10-11 一 0.2; 
Im H, 一 * ’ “ ’ 
1.24 x 10-10, v = 0.4. 


符合 就 很 好 了 . 
下 面 的 例子 显示 出 , 有 时 距离 条 件 满足 得 不 好 , 而 (I.4.13) 仍然 精确 度 很 高 . 设 


ol =0.02, 02 =0.1, o3 = 10-5，hi = 50, ho = 40, 7 = 300, v = 0.1. 


这 时 高 阻 条 件 和 近 区 条 件 是 满足 的 , 但 7 与 2 之 比 只 有 1.67. 电子 计算 机 算出 的 
准确 值 为 


五 2 Hs» 
3.58 x 10-7 + i3.65 x 10 一 志 8.84 x 10-?7 十 计 .16 x 10-10 


而 从 近似 公式 (I.4.13) 和 (I.4.3) 得 出 的 结果 为 
E, = 3.54 x 10-7， Ha = 8.85 x 10-7. 


可 以 看 到 , 不 仅 于 符合 得 很 好 [这 是 自然 的 , 因为 (1.4.3) 并 不 要 求 > 交 2H 成 立 ]， 
Ez 也 是 符合 得 很 好 的 ， 

2. 中 间 高 阻 层 

这 里 的 高 阻 条 件 是 


hh h 
«2 «2. (1.4.16) 
p2 7 p2 r 


(I.4.16) 第 一 式 与 (1.3.5) 第 一 式 相同 , 但 第 二 式 有 一 些 改变 . 在 (I.4.10) 和 (1.4.16) 
条 件 下 , 中 的 呈 二 字 和 - 开 二 2 都 可 近似 取 为 1,e-284 等 可 展开 . 当 保留 最 


0Ol1 十 aa oa 二 03 
大 项 时 i 
及 (no 月 = 去 | BJa(Br)dp, (4.17) 
1J0 
于 是 | » 
Fo~w0, fi jr ba Hira (7 > 0). (I.4.18) 
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由 此 即 得 
Il 
NETIM oy 
五 "> NE; pp COS 20 7 
I 1 
rEIM 20 一 ， I.4.19 
By ~b, 2nx01h 72 ) 
E, NEIM ~ — 


局 一 一 一 一 Cos 0 一 . 
< 2no1hi r2 


此 式 与 上 节 中 的 结果 (1.3.12) 相同 , 因而 由 电场 定 出 的 视 电阻 率 也 与 那里 一 样 .由 
学 或 了 定 出 的 视 电阻 率 现 为 


E, 媚 4 
Pu ( 孙 ) Pe (车 )= Howo? ha (4.20) 

可 以 看 到 , 中 间 高 阻 层 已 相当 于 一 个 高 阻 基底 , 如 果 在 (1.4.13) 和 (I.4.14) 中 令 
hz = 0, 就 将 得 到 上 面 的 结果 . 

下 面 来 考察 穿 透 中 间 层 以 探测 其 下 伏 构 造 问题 . 在 第 三 节 中 , 主要 是 依靠 磁场 
来 进行 这 项 探测 的 , 而 现在 磁场 的 主要 项 已 不 反映 地 电 性 质 . 

在 近 区 情况 下 ， 能 够 反映 高 阻 层 下 伏 构造 的 是 E06、Ho 以 及 Im Hs( 或 者 说 
Im Hz2) 和 Im Hs (或 者 说 Im 可). 关于 Im Hs 和 Im Hs, 已 在 (1.4.9) 中 给 出 . 在 
(L4.10) 以 及 人 之 1 的 条 件 下 , (1.4.9) 式 化 为 


Hs = Hsin20t — words in 20( 4 乌 )， 


47 7 647 tn 
了 iuow1l . 2hi 2H 
H, = 村 sm 0 十 167 sin n 9(o3 十 0 0s). (1.4.21) 


这 些 与 下 伏 构 造 有 关 的 量 都 不 容易 测量 , 比较 起 来 较 容易 些 的 还 是 Eo. 虽然 
没有 求 出 简单 的 解析 表达 式 , 但 从 下 面 例 子 所 示 的 对 比 可 以 看 出 , 它 的 值 是 随 cs 而 
改变 的 巴 . 

例 1 设 oi=0.5, os = 10-5，os = 0.5, hi = hz = 20, 7 = 300. 由 电子 计算 
机 算出 的 准确 值 如 表 I.6 所 示 . 

在 这 里 近 区 条 件 是 满足 的 , 因 当 > = 0.04 时 , |k17| = [iar ~ 心 0.12. 高 阻 条 件 满 
足 得 很 好 ,32 约 为 4.4 x 10-3， 而 二 入 -名 2 不 到 2 2 的 二 (1.4.19) 和 (1.4.21) 
给 出 的 值 为 


@ 另外 ，Eo 的 值 也 对 oc2 比较 灵敏 , 如 令 例 1 中 的 ca 为 零 , 其 他 参量 不 变 , 则 Eo 实 部 约 降低 两 个 
量 级 . 
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表 I.6 
1.11 x 1079 1.77 x 10-7 一 3.06 x 10—10 8.84 x 1077 
十 i1L.05 x 10-11 十 i9.55 x 10 一 12 十 i1.28 x 10-9 +i1.62 x 10-10 
1.11 x 10-9 1.77 x 10-7 一 6.08 x 10-10 8.84 x 10-7 
+i2.07 x 10 一 二 十 让 .91 x 10-11 十 i2.29 x 10-9 十 i3.23 x 10-10 
1.11 x 10-9 1.77 x 10—7 一 1.21 x 10-9 8.84 x 1077 
二 i3.82 x 10-11 +i4.04 x 1079 +i6.46 x 10~10 


Ez =1.77 x 1077, | 五 ?| < [El; 
Hz =8.85 x 10-7 十 计 .44 x 10-8v, |Hol < |Hol. 


可 以 看 到 Es 和 ReH2 都 符合 得 很 好 , ImH2 误差 大 一 些 , 其 原因 主要 是 一 不 够 
小 . 着 直接 用 (1.4.9), 则 结果 为 


Hz = 8.85 x 10-7 +i1.62 x 10-8z. (1.4.22) 


ImH。 同样 符合 得 很 好 . 
例 2 设 o=0.5, oo =10-4 o3 ==0.5, hi 二 1, hz = 18, 7 = 300. 由 电子 计 
算 机 求 出 的 准确 值 如 表 I.7 所 示 . 


家 I.7 


2.87 x 10-6 十 i9.80 x 10-12 


2.87 x 10-6 +il.96 x 10-11 
2.87 x 10-6 十 i3.92 x 10-!1 


Hz 仍 与 (1.4.22) 符合 得 不 错 , 但 Es 偏离 (I.4.19) 比较 大 , 按 (1.4.19) 算出 的 什 为 
Ez = 3.54 x 10-6. 


为 了 考察 cs 对 电场 的 影响 , 再 看 下 面 的 例子 . 
例 3 设 o1=0.5, oo = 10-5, ja = 50, hz = 30, 7 = 300. 对 不 同 的 o3, 由 积 
分 表达 式 算 出 的 结果 如 表 I.8、 表 I.9 所 示 . 


8.84 x 10-7 十 让 .55 x 10~10 
8.84 x 10-7 +i3.10 x 10-10 
8.84 x 10-7 十 i6.19 x 10-10 


表 I.8 {v=1) 


一 8 x 10-12 十 i9.02 x 10-i0 
一 5.6 x 10-11 十 这 .75 x 10—10 


E2 
7.07 x 10-8 + i8.15 x 10-10 
7.07 x 10-8 + i8.14 x 10-10 
7.07 x 10-8 + 18.11 x 10-10 
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表 I.9 (v=2) 


这 里 看 到 , 当 高 阻 层 (第 二 层 ) 下 面 出 现 新 的 一 层 (os # 02) 时 , Bo( 特 别 是 Re 
Eo) 有 明显 的 变化 , 而 Bs 基本 上 未 变 , 这 表明 Eo 的 穿 透 性 是 比较 好 的 , 问题 在 于 
Eo 的 数值 比 Eo 小 得 多 , 容易 受到 各 种 非 理想 因素 的 影响 

还 值得 注意 的 是 , 虽然 在 此 例 中 ,~ 达到 0.53, 并 不 比 1 小 得 多 , 但 由 (L4.19) 
算出 的 结果 ( 瑟 一 7.07 x 10-*) 仍 与 上 表 符合 得 很 好 . 这 是 因为 在 本 例 中 中 和 党 
都 非常 小 , 使 得 到 中 可 以 首先 将 二 二 22 和 -于 二 2 近似 作为 1, 从 而 (1.4.2) 所 

O01 二 02 02 十 03 

示 的 G(6) 化 为 


7.07 x 10-8 十 计 .63 x 10-9 
7.06 x 10-8 十 计 .63 x 10-9 
7.06 x 10-8 十 计 .61 x 10-9 


(1 一 e-2pha)(1 _ e- 2Bh2) 1 — ee-28h1 
(1 +e-28h)(1 +e-28h2) 1+e-26h’ 


其 值 变 得 与 hs 没有 关系 的 缘故 .另外 , 近 区 条 件 在 此 也 满足 得 不 好 . 对 上 述 两 个 
v, |ki7| 分 别 达 到 0.60 和 0.84, 不 过 考虑 到 (1.4.19) 与 第 三 节 的 结果 相同 , 所 以 其 结 
果 与 准确 值 相 符合 就 不 令 人 感到 意外 . 比较 使 人 意外 的 是 , 在 此 情况 下 , Ho 准确 值 
仍 与 (I.4.9) 符合 得 不 错 . 例如 , 当 cs = 0.5 时 ， 由 电子 计算 机 算出 的 Hs 为 


8.83 x 10-? 十 计 .59 x 1078 8.81 x 10-7 +i3.09 x 10-8 


而 由 (I.4.9) 式 算出 的 结果 是 
H2 = 8.85 x 10-7 +i1.65 x 10-87. 


3. 良 导 基底 
在 此 , 作为 良 导 基 底 处 理 的 条 件 是 , 当 观 测 点 相对 上 两 层 (一 般 地 层 ) 已 达 近 区 
时 , 仍 有 


H 
lear| >1， 示 光 1 (1.4.23) 
3 


这 时 G(7) 的 近似 表达 式 已 在 附录 H 中 给 出 : 


1+e-26H 
G(T) ~ Tea 
1 


1 (1.4.24) 
mG ~ a8 


1— e238). 
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”一 


由 此 及 本 文 和 附录 了 HH 附录 中 公式 , 即 得 磁场 表达 式 为 
_ (V7 +4H87 ~ 2H)*(Vr + 4H? 一 | 


Tl 1 
Hs; =— a7 203 1 [十 4 有 57 
1 H i 2 
47 (r2 + 482)3/2 ti 和 矶 
| (VFA? 28) (VT +A + 可] 
-CR 


H, = 


(1.4.25) 
Tl 1 73 
五: 二 村 5 0 1 一 Ta 
当 上 距离 条 件 (1.4.10) 成 立时 , 上 式 化 为 
z 三 一 Tsin 20 亏 ， 


Tl 五 
H, = 五 (3 cogs 20 一 1)3; (I.4.26) 


由 此 得 出 , 磁场 单 分 量 视 电 阻 率 皆 由 下 式 表 示 : 
pu = 5 内 一 HowB2 GL4.27) 
与 远 区 结果 相同 . 
例如 , 设 o1 = 0.02, oa = 0.05, oa = 105, hi = hz = 15, 7 = 300. 电子 计算 机 
算出 的 准确 值 如 表 I.10 所 示 . 


表 II.10 


8 


一 8.78 x 10-8 一 这,28 x 10~ 
一 8.65 x 10-8 — i3.05 x 10-9 


各 判别 参量 的 值 是 
7 /5 
由 公式 (I.4.26) 算出 的 结果 是 
Ho=—8.83 x 10-8， H,= 2.65 x 10-7. 


如 果 互 减 小 , 使 条 件 (I.4.23) 第 二 式 的 满足 程度 变 差 , 则 (I.4.25) 和 (1.4.26) 的 
误差 将 增 大 . 
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4. 中 间 良 导 层 
设 中 间 层 电导 率 很 大 , 使 得 观测 点 相对 第 一 和 第 三 层 (一 般 地 层 ) 虽然 已 在 近 
区 , 但 相对 中 间 层 仍 在 远 区 , 即 


ki, KS—ik, ks pb, : (I.4.28) 
而 且 始 终 保持 ， 
->1. (1.4.29) 
02 


下 面 , 只 对 磁场 进行 讨论 . 当 第 二 层 未 被 波 穿 透 时 , 该 层 相 当 于 一 个 基底 , 如 果 
同时 还 有 

hh (1.4.30) 

62 

则 结果 就 同上 节 讨 论 的 良 导 基底 一 样 , 只 需 把 互 换 成 hi 即 可 . 

若 中 间 层 很 薄 , 而 频率 又 足够 低 , 使 它 已 为 波 完全 穿 透 , 即 


h 
之 1 (1.4.31) 
02 


时 , 则 在 (I.4.28)、(I.4.29) 和 (1.4.30) 成 立 的 条 件 下 , 可 以 化 出 


1 


友 ja ” 臧 服 
对 于 

r > 2hi (1.4.33) 
的 情形 , (I.4.32) 可 进一步 近似 为 


1 1 _Y 2 1 
Ro TRG h 1 ~ 2p ps 1 1 . 二 
Ko + KR1G(7) 区 二 f i( 三 生生 A (14.34) 
由 此 求 出 
311 i 1 
一 - 一 ji(1+ 一 一 |si -一 
和 AN :人 十 oh )sin 203 ， 
Tl i 1 
Hy =715h! Q 十 oi) (3 cos 20 一 Ds (I.4.35) 
31 2i 1 
H;, =——h?2(1 _ < _\sing-. 
2 i( 一 Howozhih2> jdw202 局 到 ) sin 674 


上 式 表 明 , 水 平分 量 (Hs 和 已 )) 的 实 部 与 hi 相关 , 虚 部 与 z2hs 相关 , 而 垂直 分 量 
(HH:) 的 实 部 和 虚 部 则 同 hl 和 oaja 都 有 关系 . 
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从 (1.4.35) 求 出 


1 
2 
pu(Hz) = pu(Hy) = Howj 十 Howa3ha’ 


| 1 


可 以 看 出 , 从 低频 磁场 只 能 得 出 h, 和 o2hz, 但 不 能 给 出 cs 的 大 小 . 实际 上 ， 
只 要 ks 近似 成 6，G(r) 就 不 含 os. 
数值 计算 表明 , 即使 中 间 良 导 层 很 薄 , 电场 (包括 耳 ) 也 难以 穿 透 它 . 这 样 , 从 
电磁 场 的 低频 渐 近 值 是 难以 探测 中 间 良 导 层 的 下 伏 构 造 的 . 
最 后 指出 , 如 果 直 接 从 (L4.32) 式 出 发 来 推导 磁场 的 表达 式 , 则 可 以 去 掉 距 离 
条 件 (1.4.33) 的 限制 . 得 出 的 Ho 和 HH 分 别 为 
11 hh 12h1(3r? — 8h3) 
72 — 8h2 
+ im + Am] 
新 一 卫 EE _ (VT? + 4h — 2h)? (Vr + Ah + hi) 
”4rl rah) 
60r2h1 ， 372 
Wr rl 
例 1 设 o1=0.01, o2=104, hi = 100, hz =0.5, 7 二 500; v= 0.5. 由 电子 
计算 机 求 出 的 准确 值 如 表 I11 所 示 . 


(1.4.36) 


Ho = 


(1.4.38) 


表 I.11 


0.01 6.70 x 10-9 8.6 x 10-9 一 6.41 x 10-8 1.96 x 10-7 
十 i2.36 x 10—11 —i4.16 x 10—11 —i8.52 x 10-9 十 i5.89 x 10—8 

6.70 x 10-9 8.6 x 10-9 一 6.41 x 10-8 1.96 x 10-? 
十 这 .36 x 10—11 一 过 .16 x 10-11 一 i8.53 x 10-9 +i5.89 x 10—8 


-|k27| h2/62 
1 


从 (I.4.38) 算出 的 值 为 


Ho = —6.35 x 10-8 —i1.51 x 10-8， 
H2 = 1.92 x 10-7 + i6.68 x 10-8. 
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其 中 ImHo 的 误差 较 大 . 
例 2 设 ol1 一 2 X 10-3, ca 一 105, os 一 2 X 10-3, hi = 100,P = 0.3,7 = 
103,v = 0.1. 各 判别 参量 为 


h 
|k17| Ik2r7| h2/62 hi/62 启 


由 电子 计算 机 算出 的 准确 值 列 于 表 I.12. 
表 I.12 
Ho H2 
一 8.04 x 10-9 —i2.92 x 10-9 2.40 x 10-8 十 i9.37 x 10-9 


从 (1L.4.38) 算出 的 结果 为 


Ho = —7.94 x 10-9 — i2.80 x 10-9, 
H2 = 2.38 x 10-8 + i9.14 x 10-9， 


于 澡 六 较 前 例 增 大 , 故 虚 部 误差 显著 减 小 若 用 (4.35) 计算 , 则 结果 为 


Ho = —7.96 x 10-9 ~ i3.36 x 10-9， 
. FH» = 2.39 x 10-8 +il1.01 x 10-8. 


虚 部 误差 较 大 . 
数学 附录 
在 附录 了 H 的 数学 附录 中 曾 录 出 公式 
上 eh(Br) dp = Mt 名 ， Rev >0,r#0,Re(h+tir)>0. (LA.H) 
取 >= 2, 它 化 为 
上 en 林 dp - 名-， 7 天 0,Re( 疡 士 ir) > 0. (LA.2) 


通过 对 h 的 逐次 微 商 , 得 


(Vr5 十 三 一 入? 


co _Bh 
| ”26ndg = Mh 


(LA.3) 
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co Vrh hn)22VR 二 及 二 hh 

| ebh .Jo(Br)BdB 三 Cr re + (LA.4) 
oo 2 

| eBh J(Br)B2dB 一 a (I.A.5) 
ooe 2 

| e-Bh J(Br)B3d6 = a (LA.6) 


rz#0, Re(lh+tir)>0. 
当 7 为 正 实数 , 而 h 一 0 时 , 以 上 各 式 化 为 


上 (pn) = +>0, (LA.7) 
| J(Br)dB = 5, r+ >0, (LA.8) 
上 .2(Br)6d6 = 和 r > 0， (LA.9) 
上 (6r)62d6 = 与， r> 0， (LA.10) 
上 .2(6r)63d6g =0, 了 > 0. (LA.11) 


若 被 积 函数 中 含有 更 高 的 8 窘 次 , 则 更 方便 的 是 用 递 推 公式 来 处 理 . 设 > 0， 
由 ,有 (6r) 所 满足 的 方程 , 有 


= [dz 1d 
| | 束 + = 下 二 (e - 委 )| Br Ja(Br)dB =0, n> -2. (LA.12) 
通过 分 部 积分 , 不 难 求 出 
上 Pend = -t+ ppndg 
oo 2 
上 hsen)dp = C+ | ppndp 
代入 (LA.12) 后 , 即 得 出 下 述 递 推 公式 : 
上 万 (Br)gn+2d6 = -| Ja(Br)p"dB, r>0. (LA.13) 
利用 此 递 推 公式 , 从 (I.A.10) 和 (LA. 站 即 可 求 出 
| (6r)64d6 =——=, r>0. (LA.14) 
0 


| (peneg 0 m=1,2,...;7>0. (LA.15) 
0 
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附录 」 经典 电子 论 


经 典 电子 论 是 指 19 世纪 末期 到 20 世纪 初期 提出 来 的 、 将 宏观 介质 的 电磁 属 
性 归 之 于 介质 中 所 含 的 带电 粒子 的 效应 的 一 种 理论 . 它 的 提出 不 仅 是 电磁 理论 本 身 
的 一 个 重要 进展 , 而 且 是 狭义 相对 论 和 物性 微观 理论 发 展 中 的 一 个 重要 环节 . 现在 ， 
关于 宏观 介质 的 电磁 (以 及 光学 ) 性 质 的 理论 已 在 原子 的 核 模型 和 量子 力学 、 量 子 
统计 的 基础 上 发 展 成 许多 门 有 关 的 学 科 , 如 原子 和 分 子 物理 学 、 固体 物理 学 中 的 有 
关 部 分 , 以 及 更 加 专门 的 半导体 物理 学 、 磁 学 、 电 介质 物理 学 和 超 导 电 物理 学 等 . 

早期 的 发 展 有 韦伯 (Weber, 于 1846, 1871 年 ), 黎 曼 (Riemann, 于 1861 年 ) 和 
克 劳 修 斯 (Clausius, 于 1877 一 1880 年 ) 等 所 提出 的 理论 . 虽然 这 些 早期 的 理论 未 能 
获得 预期 的 结果 , 但 当时 的 物理 学 家 们 仍 倾向 于 相信 介质 中 电 和 磁 的 现象 是 由 于 其 
中 的 带电 粒子 的 存在 和 它们 的 运动 所 导致 的 , 因为 气体 和 电解 液 的 导电 性 质 提供 了 
其 中 电荷 颗粒 性 的 证 据 ， 

到 了 19 世纪 90 年 代 , 洛 伦 兹 在 麦克 斯 韦 理 论 的 基础 上 发 展 了 电子 论 , 才 开始 
取得 成 功 . 在 洛 伦 兹 进行 电子 论 研 究 的 年 代 (1892 年 到 20 世纪 初 ), 人 们 对 阴极 射 
线 的 性 质 已 经 作 了 不 少 的 研究 . 对 它 的 本 质 (为 电子 束 ) 的 认识 , 也 是 在 这 一 时 期 完 
成 (如 电子 的 荷 质 比 二 于 1897 年 由 汤姆 孙 测 定 ). 

洛 伦 兹 理论 与 早 洗 理 论 的 主要 差别 在 于 : 它 将 电磁 扰动 以 有 限 速度 传播 的 概 
念 引入 到 带电 粒子 之 间 的 相互 作用 中 . 在 当时 , 电磁 扰动 被 认为 是 通过 以 太 传播 的 ， 
于 是 洛 伦 效 对 以 太 的 性 质 提 出 了 他 的 假定 . 在 他 看 来 , 宏观 介质 既然 可 归结 为 悬浮 
在 真空 中 的 带电 粒子 , 介质 中 的 以 太 就 应 该 在 密度 和 弹性 方面 都 与 真空 中 的 一 样 ， 
无 任何 特别 之 处 . 当 介 质 运 动 时 , 也 不 会 带动 其 中 的 以 太 运 动 . 这 样 , 微观 的 电动 力 
学 方程 就 变 得 简单 明显 , 而 宏观 介质 的 电动 力学 方程 可 以 从 这 些 简单 明显 的 微观 方 
程 推导 出 来 . 

下 面 用 e 和 h 表示 微观 的 电场 和 磁场 强度 、 用 w 表示 微观 电荷 相对 以 太 的 
运动 速 、p 为 微观 电荷 密度 , 微观 的 麦克 斯 韦 方 程 组 (单位 用 高 斯 制 ) 为 


1 
VYxe= 一 可 (J.1) 


作为 洛 伦 兹 理论 基础 的 , 除了 上 述 式 (J.1) 以 外 , 还 有 带电 粒子 的 运动 方程 ( 即 牛 顿 
方程 ), 其 中 带电 粒子 在 电磁 场 中 所 受 的 力 可 通过 下 述 力 密度 公式 来 计算 : 
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f=pet twxh. (J.2) 


此 式 与 赫 维 赛 德 (Heaviside)1989 年 提出 的 公式 相同 . 

在 宏观 的 电动 力学 中 , 我 们 将 场 强 和 电荷 电流 密度 看 作 是 “宏观 尺度 上 变化 ” 
的 连续 函数 , 而 不 去 顾及 那 种 与 原子 结构 相 联系 的 微观 尺度 上 的 起 伏 . 这 种 微观 的 
起 伏 可 以 通过 在 特定 范围 的 空间 平均 来 消除 . 这 个 空间 的 范围 从 宏观 看 来 应 当 很 微 
小 , 但 从 微观 看 来 却 又 应 大 得 能 容纳 大 量 的 原子 或 分 子 . 

将 式 (J.1) 对 上 述 空间 范围 作 平 均 处 理 后 , 可 以 得 出 


V.€= 4np, 


ct’ (J.3) 


按照 上 面 所 述 的 观点 , 宏观 的 电荷 密度 p 就 等 于 式 (J.3) 中 的 厂 宏观 的 电流 密度 

J 就 等 于 jp 而 , 宏观 的 电场 强度 召 就 等 于 E. 但 从 方程 组 (J.3) 的 第 二 和 三 式 可 以 

看 出 , hh 不 等 于 宏观 的 妃 , 而 应 等 于 B. 这 也 就 是 B 为 基本 场 量 而 五 不 是 的 原因 . 
于 是 式 (J.3) 化 为 宏观 的 麦克 斯 书 方程 组 


对 于 静止 的 介质 , 可 以 得 出 
pP 三 Af 一 YV 卫 ， 
J=Jit +oVxM. (J.5) 

上 式 中 的 PP 代表 介质 的 极 化 强度 、M 代表 磁化 强度 、Jr 代表 传导 电流 密度 、pr 
代表 自由 电荷 密度 . 这 样 , 令 DD = + 4xP,H = B 4xM, 即 可 化 出 常见 的 宏观 
介质 中 麦克 斯 韦 方 程 组 的 形式 . 

从 电子 论 还 可 解释 为 何 折射 率 n 的 值 会 随 频率 而 变化 . 

洛 伦 兹 电子 论 的 一 个 重要 成 果 是 推出 了 运动 介质 中 光 的 传播 速度 ， 

当 介 质 运 动 时 , 带电 粒子 的 速度 可 表 为 v 十 wu, 其 中 v 代表 介质 相对 以 太 的 速 
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度 , 而 v 为 带电 粒子 相对 介质 的 速度 . 对 于 非 磁 性 的 透明 介质 ， 


pv =—(YV.:P)v—(P.V), 
aP (J.6) 
pT= 元 + 人 VP+(Y WP 
再 利用 Y 既 为 一 算 符 又 为 一 矢量 的 双重 性 , 就 得 出 J 与 忆 的 关系 为 
J=p+pm= +Vx(Pxo) (J.7) 


与 介质 静止 时 相 比 , 多 出 一 项 V x (Pxw). 此 项 可 称 为 “ 介 电 运动 电流 ”. p 的 结果 
不 变 . 即 对 于 不 带 自 由 电荷 的 透明 介质 


p=F7=-Y.P. (J.8) 
另外 , 介质 运动 时 ，P 与 场 强 的 关系 需要 作 下 列 修改 , 即 原来 公式 中 的 瑟 应 当 用 
E + 二 x B 来 代替 : 

P=x(E+2xB), (3.9) 
x 为 介质 的 极 化 率 . 当 介质 是 非 磁 性 物质 时 , x 与 折射 率 n 有 下 述 关 系 : 


2_ 
x= oe (J.10) 
在 介质 均匀 、 其 运动 也 均匀 (折射 率 n 和 速度 v 皆 与 坐标 无 关 ) 的 情况 , 从 以 


上 结果 可 得 ( 准 到 二 的 一 次 方 ): 


2 『 92 
2n_7 [0B 1 . OE 
VE = 豆 | 完 +2 人 1 二 ) x(v VV) ， 


2 2 
2 户 |B _1 .8 
v8- 所 | 第 +2( 去) x Var] 


(J.11) 


由 此 求 出 , 在 以 太 参 考 系 中 平面 电磁 波 的 速度 ( 准 到 的 一 次 方 ) 为 
V=5+ (一 去) veos6， (J.12) 


上 式 中 的 9 为 v 与 波 传播 方向 间 的 夹 角 ， 此 式 早 在 1818 年 就 为 菲 涅 耳 (Fresnel) 
所 推出 , 并 曾 为 斐 索 (Fizeau) 的 实验 所 证 实 . 但 是 菲 涅 耳 的 出 发 点 是 与 洛 伦 兹 不 同 
的 . 在 菲 涅 耳 时 代 , 光 的 电磁 理论 尚未 建立 , 光波 被 认为 是 以 太 的 弹性 波 , 它 的 速度 
只 与 以 太 的 状态 有 关 . 介质 对 光波 速度 的 影响 也 是 通过 其 中 以 太 状 态 的 不 同 来 实 
现 的 . 菲 涅 耳 假 定 , 介质 中 以 太 的 弹性 与 真空 中 的 一 样 , 但 密度 d 改变 了 : d 与 介 
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质 的 折射 率 平方 成 正比 (d = don?). 他 并 假定 , 当 介质 相对 以 太 参考 系 运动 时 , 它 
只 带动 其 内 部 超过 真空 的 那 一 部 分 以 太 运 动 , 该 部 分 的 密度 为 4- do = (n? - 1)do， 


于 是 介质 内 部 以 太 的 平均 速度 即 为 4 =- - ( _ 十) v. 这 样 , 若 引 入 一 个 参考 


系 5 以 速度 ( _ 十 ) v 相对 以 太 参 考 系 运 动 , 则 介质 内 部 的 以 太 相对 5 的 平均 


速度 为 零 . 于 是 在 5 系 中 可 以 为 光速 就 等 于 5 变换 到 以 太 参 考 系 并 只 保留 到 - 
的 一 次 方 修正 项 时 , 即 得 出 式 (F.12). 

由 此 可 见 , 洛 伦 兹 理论 中 的 束缚 带电 粒子 起 着 菲 湿 耳 理论 中 多 余 以 太 的 作用 . 
它们 在 各 自 的 理论 中 都 代表 介质 与 真空 间 的 差异 , 它们 并 都 随 着 介质 一 起 运动 . 但 
菲 涅 耳 理 论 所 存在 的 困难 一 不 同 频率 的 光 需 要 有 不 同 的 以 太 (因为 频率 不 同时 ， 
n 不 同 , 从 而 以 太 搜 引 速度 ( _ 古 ) v 不 同 ), 现 已 不 再 出 现 . 


电子 论 的 另 一 方面 内 容 是 解释 金属 各 方面 的 性 质 , 如 光学 特性 、 热 电 效 应 、 替 
耳 效应 、 热 导 率 与 电导 率 的 关系 等 ， 在 这 方面 作出 主要 贡献 的 有 瑞 克 (Riecke, 于 
1898 年 ), 德 鲁 德 (Drude, 于 1900 年 ), 汤姆 孙 (J. J Thomson, 于 1900 年 ) 和 洛 伦 
兹 (于 1903 一 1905 年 ) 等 人 . 

金属 电子 论 提 出 了 金属 电 结构 的 明确 图 像 : 在 金属 中 , 负电 荷 就 是 在 阴极 射线 
中 发 现 的 电子 , 它 可 以 在 原子 间 自 由 运动 , 而 正 电荷 则 是 固定 在 金属 原子 上 面 . 金 
属 的 导电 完全 是 电子 的 运动 . 金属 电子 论 并 将 气体 动力 论 的 方法 应 用 到 这 些 自由 
电子 上 , 以 计算 金属 导电 的 性 质 ， 其 中 最 重要 的 结果 是 导出 了 实验 上 发 现 的 魏 德 
曼 - 弗 朗 兹 (Wiedermann-Franz) 定 则 和 洛 伦 兹 (Lorentz) 关系 , 即 在 同一 温度 下 热 
导 率 与 电导 率 的 比值 对 所 有 的 金属 相间 , 而 温度 变化 时 , 上 述 比 值 与 绝对 温度 成 正 
比 . 

此 理论 所 遇 到 的 主要 困难 之 一 , 是 自由 电子 对 金属 比 热 的 贡献 的 理论 值 太 大 . 
这 一 问题 直到 1928 年 索 末 菲 (Sommerfeld) 应 用 费 米 统计 (量子 统计 的 一 种 ) 才 得 
到 解决 . 按照 费 米 统计 , 只 是 那些 在 费 米 能 级 ¢ 附近 的 电子 才 可 能 被 热 激发 . 激发 ， 


的 电子 数 ~ NY 为 波 尔 兹 曼 常数 、7 为 绝对 温度 、N 为 自由 电子 总 数 , 而 平均 
的 激发 能 量 ~ kT. 这 样 自 由 电子 对 比 热 的 贡献 ~ 站 由 于 之 1 因此 索 末 
菲 从 量子 统计 计算 出 的 值 比 原来 的 理论 值 SNE 大 为 减 小 . 此 外 , 索 末 菲 理 论 在 热 
电 效 应 上 也 有 改进 . 

将 电子 论 应 用 到 磁性 方面 的 有 韦伯 (于 1871 年 ), 沃 伊 特 (Voigt, 于 1901 年 ) 和 
汤姆 孙 (J. J. Thomson, 于 1903 年 ) 等 人 的 工作 . 但 首先 获得 了 成 功 结果 的 是 1905 
年 朗 之 万 (Langevin) 的 理论 . 他 采用 了 韦伯 的 观点 , 认为 逆 磁 性 是 所 有 物质 所 共有 
的 , 而 顺 磁性 和 铁 磁 性 只 是 分 子 (或 原子 ) 具有 固有 磁 矩 的 物质 才 有 .对 于 顺 磁 和 
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铁 磁 物质 , 它 的 逆 磁 效应 由 于 此 顺 磁 和 铁 磁 效应 小 得 多 而 被 掩盖 . 

朗 之 万 采用 原子 内 部 做 轨道 运动 的 电子 在 外 磁场 下 所 作 的 拉 莫 尔 (Larmor) 进 
动 来 解释 逆 磁 性 . 由 于 原子 内 部 电子 的 运动 不 易 受 温度 影响 , 因而 逆 磁 性 很 少 随 温 
度 变化 (金属 锐 除 外 , 对 此 , 朗 之 万 像 汤姆 孙 一 样 把 它 归 之 于 自由 电子 的 效应 ). 他 
还 用 经 典 统计 法 计算 了 顺 磁 介 质 的 磁化 强度 随 温度 的 变化 关系 . 当 分 子 磁 矩 的 取向 
能 与 热 运 动能 相 比 小 得 多 时 , 可 得 出 磁化 率 与 绝对 温度 成 正比 , 此 结果 与 实验 上 的 
居 里 (Curie) 定律 相 一 致 . 

1907 年 外 斯 (Weiss) 将 朗 之 万 理论 加 以 推广 以 解释 铁 磁 性 ， 朗 之 万 和 外 斯 理 
论 虽 然 获得 了 成 功 的 结果 , 但 从 理论 角度 上 看 是 存在 问题 的 . 只 有 将 经 典 力学 换 成 
量子 力学 , 其 中 的 困难 方 能 得 到 克服 . 

1911 年 卢 瑟 福 (Rutherford) 在 a 粒子 散射 的 基础 上 , 提出 了 原子 的 “ 核 模 
型 ”( 原 子 中 心 有 一 带 正 电 的 核 , 周围 有 若干 电子 围绕 着 核 运动 ). 1913 年 玻 尔 (Bohr) 
对 原子 中 的 电子 轨道 引入 了 量子 化 条 件 以 解释 氢 原 子 的 光谱 谱系 . 1925 一 1926 年 ， 
海 森 伯 (Heisenberg) 和 薛 定 廖 (Schr6dinger) 等 人 发 展 了 描述 微观 粒子 运动 规律 系 
统 理论 量子 力学 . 这 些 成 就 使 人 们 对 微观 世界 的 认识 达到 了 一 个 新 的 阶段 . 物 
性 的 微观 理论 也 得 到 迅速 的 发 展 , 并 逐步 形成 了 许多 专门 的 学 科 . 
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“以 太 ” 是 一 个 在 物理 学 史上 起 过 重要 作用 的 名 词 , 它 的 含义 也 随 着 历史 的 发 
展 而 变化 着 .。 

在 古 希 腊 , 以 太 指 的 是 青天 或 上 层 大 气 , 在 古 宇 宙 学 中 , 有 时 又 用 以 太 来 表示 
占据 天 体 空间 的 物质 . 

17 世纪 的 笛 卡 儿 是 一 个 对 科学 思想 有 重大 影响 的 哲学 家 . 他 最 先 将 以 太 引 入 
科学 , 并 赋予 它 某 种 力学 性 质 . 在 笛 卡 儿 看 来 , 物体 之 闻 的 所 有 作用 力 都 必须 通过 
某 种 中 间 媒 介 物 质 来 传递 , 不 存在 任何 超 距 作用 . 因此 , 空间 并 不 是 空 无 所 有 的 , 而 
是 为 “以 太 ” 这 种 媒介 物质 所 充满 以太 虽然 不 能 为 人 的 感官 所 感觉 , 但 却 能 起 着 
传递 力 的 作用 . 

后 来 , 以 太 又 在 很 大 程度 上 作为 光波 的 荷载 物 同 光 的 波动 学 说 相 联系 . 光 的 波 
动 说 是 由 胡 克 (Hooke, 1635 一 1703) 首先 提出 的 , 并 为 惠 更 斯 (1629 一 1695) 所 进 一 
步 发 展 . 在 相当 长 的 时 期 内 (直到 20 世纪 初 ), 人 们 对 波 的 理解 只 局 限于 某 种 媒介 
物质 的 力学 振动 . 这 种 媒介 物质 就 称 为 波 的 荷载 体 , 如 空气 就 是 声波 的 荷载 体 . 由 
于 光 可 以 在 真空 中 传播 , 因此 惠 更 斯 提出 , 荷载 光波 的 媒介 物质 (以 太 ) 应 该 充满 包 


@@“ 以 太 论 ” 现 在 虽 已 不 提 了 , 但 了 解 一 下 它 的 情况 还 是 有 意思 的 . 
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括 真空 在 内 的 全 部 空间 ,并 能 渗透 到 通常 的 物质 之 中 . 除了 作为 光波 的 荷载 物 以 外 
惠 更 斯 也 用 以 太 来 说 明 引力 的 现象 

牛顿 (1642 一 1729) 虽然 不 同意 胡 克 的 光 的 波动 学 说 , 但 他 也 像 稍 卡 儿 一 样 反 
对 超 距 作用 并 承认 以 太 的 存在 在 他 看 来 , 以 太 不 一 定 是 单一 的 物质 ， 因 而 能 传递 
各 种 作用 , 形成 电 、 磁 和 引力 等 不 同方 面 的 现象. 牛顿 也 认为 以 太 可 以 传播 振动 , 但 
以 太 的 振动 不 是 光 , 因为 光 的 波动 说 (当时 人 们 还 不 知道 模 波 , 光波 被 认为 是 和 声 
波 一 样 的 纵波 ) 不 能 解释 光 的 偏振 , 也 不 能 解释 光 的 直线 传播 现象 

18 世纪 是 以 太 论 没落 的 时 期. 由 于 法 国 笛 卡 儿 主义 者 拒绝 引力 的 反 平方 定律 
而 使 牛顿 的 追随 者 起 来 反对 笛 卡 儿 哲 学 体系 , 包括 以 太 论 . 随 着 引力 的 反 平方 定律 
在 天 体力 学 方面 的 成 功 以 及 探寻 以 太 未 获得 结果 , 使 得 超 距 作用 观点 得 以 流行 . 光 
的 波动 说 也 被 放弃 了 , 微粒 说 得 到 广泛 的 承认 . 到 18 世纪 后 期 , 电荷 之 间 (以 及 磁 
极 之 间 ) 的 作用 力 亦 被 证 实 与 距离 平方 成 反比 , 于 是 电磁 以 太 的 概念 亦 被 抛弃 , 超 
距 作用 的 观点 在 电学 中 也 占 了 主导 地 位 . 

19 世纪 ,以 太 论 获得 了 复兴 和 发 展 . 先是 从 光学 开始 ， 这 主要 是 杨 (Young, 
1773 一 1829) 和 菲 涅 耳 (1788--1827) 工作 的 结果 . 杨 用 光波 的 干涉 解释 了 牛顿 环 ， 
并 在 实验 启示 下 于 1817 年 提出 光波 为 模 波 的 新 现 点 (当时 对 弹性 体 中 的 模 波 还 没 
有 进行 过 研究 ), 解决 了 波动 说 长 期 不 能 解释 光 的 偏振 的 困难 

菲 涅 耳 则 用 波动 说 成 功 地 解释 了 光 的 衡 射 现象 , 他 提出 的 理论 方法 ( 现 常 称 为 
惠 更 斯 - 菲 涅 耳 原理 ) 能 正确 地 计算 出 衍射 花样 ， 并 能 解释 表 观 上 的 光 的 “直线 传 
播 " 现 条. 菲 涅 耳 还 进一步 解释 了 光 的 双 折射, 获得 很 大 成 功 ，1823 年 他 根据 杨 的 
光波 为 模 波 的 学 说 和 他 自己 1818 年 提出 的 透明 物质 中 以 太 密度 与 其 折射 率 平方 成 
正比 的 假定 , 在 一 定 的 边 信条 件 下 , 推出 了 布 儒 斯 特 (Brewster) 从 实验 上 测 得 的 偏 
振 光 反射 强度 的 公式 

非 涅 耳 关于 以 太 的 一 个 重要 理论 工作 是 导出 光 在 相对 以 太 参 考 系 运动 的 透明 
物体 中 的 速度 公式 . 1818 年 , 他 为 了 解释 阿拉 站 (Arago) 关于 星光 折射 行为 的 实验 
在 杨 (Young) 的 想法 基础 上 提出 : 透明 物质 中 以 太 的 密度 与 该 物质 的 折射 率 平方 
成 正比 , 他 并 假定 ; 当 一 个 物体 相对 以 太 参考 系 运动 时 , 其 内 部 的 以 太 只 是 超过 丰 
空 的 那 一 部 分 被 物体 带动 (部 分 旧 引 假说 ). 由 于 此 假定 , 可 得 出 物体 中 以 太 的 平均 
速度 为 《1 - 去) v, 其中。 为 物体 的 速度 ,系数 【1 - 方 ) 称 为 菲 温 耳 点 引 系数 

利用 以 上 结果 不 难 推 得 , 在 以 太 参 考 系 中 , 运动 物体 内 光 的 速度 为 ( 准 到 2 的 
一 次 方 ) 


1 
w= 二 +1- vcosb, 
n n 


其 中 的 9 为 与 v 之 间 的 夹 角 . 上 式 称 为 菲 涅 耳 “ 运 动物 体 中 的 光速 公式 ”. 它 并 
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为 以 后 的 斐 索 (Fizeau) 实验 所 证 实 . 

19 世纪 中 期 还 进行 了 其 他 一 些 实验 以 寻求 显示 地 球 相对 以 太 参 考 系 运动 所 引 
这 些 实验 结果 仍 可 从 上 述 菲 涅 耳 理论 得 到 解释 、 根 据 菲 涅 耳 运 动物 体 中 的 光速 公 
式 , 当 精 度 只 达到 = 量 级 时 , 地 球 相 对 以 太 参 考 系 的 速度 在 这 些 实验 结果 中 不 会 表 


现 出 来. 要 测 出 v, 精度 至 少 要 达到 (2) 量 级 . 估计 (2) ~ 10-, 而 当时 的 实验 
都 未 能 达到 这 一 精度 . 

在 杨 和 菲 涅 耳 的 工作 之 后 , 光 的 波动 说 在 物理 学 中 确立 了 它 的 地 位 . 

不 过 以 太 论 也 遇 到 一 些 问题 . 首先 , 若 光 波 为 横 波 , 则 以 太 应 为 有 弹性 的 固体 
介质 . 这 样 , 为 何 天 体 运 行 其 中 没有 受到 阻力 ? 对 此 , 斯 托 克 斯 (Stokes) 提出 了 一 
种 解释 :以太 可 能 是 一 种 像 蜡 或 沥青 样 的 塑性 物质 , 对 于 光 那 样 快 的 振动 , 它 具 有 
是 够 的 弹性 像 是 固体 , 而 对 于 像 天 体 那 样 慢 的 运动 则 像 流 体 . 另外 一 个 问题 , 弹性 
介质 中 除 横 波 外 一 般 还 应 有 纵波 , 但 实验 却 表明 没有 级 光波 . 如 何 消除 以 太 的 纵向 
振动 以 及 如 何 得 出 “推导 反射 波 强度 公式 ”所 需要 的 边 值 条 件 , 成 为 各 种 以 太 模 型 
长 期 争论 的 难题 . 光学 对 以 太 性 质 所 提出 的 要 求 似乎 很 难 与 通常 的 弹性 力学 相符 
合 . 为 了 适应 光学 的 需要 , 人 们 要 对 以 太 假设 一 些 非常 的 属性 [如 1839 年 麦克 可 拉 
(MacCulagh) 模型 和 柯 希 (Cauchy) 模型 ]. 再 者 , 由 于 对 不 同 的 光 频 率 , 折射 率 nn 的 
值 不 同 , 于 是 电 引 系数 对 于 不 同 频率 亦 将 不 同 . 这 样 , 每 种 频率 的 光 将 不 得 不 有 专 
属 自己 的 以 太 (这 是 很 不 自然 的 假设 ). 

随后 , 以 太 在 电磁 学 中 也 获得 了 地 位 , 这 主要 是 由 于 法 拉 第 (Faraday, 1791 一 
1867) 和 麦克 斯 韦 (Maxwell, 1831--1879) 的 贡献 . 

在 法 拉 第 心目 中 , “电磁 作用 是 “逐步 传 过 去 ' 的 看 法 ”有 着 十 分 牢固 的 地 位 . 
他 引入 了 力 线 来 描述 磁 作 用 和 电 作 用 . 在 他 看 来 , 力 线 是 现实 的 存在 , 空间 被 力 线 
充满 着 , 而 光 和 热 可 能 就 是 力 线 的 横 振 动 . 他 曾 提出 用 力 线 来 代替 以 太 , 并 认为 物 
质 原 子 可 能 就 是 聚集 在 某 个 点 状 中 心 的 力 线 场 . 他 在 1851 年 写 道 : 如 果 接 受 光 以 
太 的 存在 , 那么 它 可 能 是 力 线 的 荷载 物 . 

但 法 拉 第 的 观点 并 未 为 当时 的 理论 物理 学 家 们 所 接受 . 

到 19 世纪 60 年 代 前 期 麦克 斯 韦 提出 位 移 电 流 的 概念 , 并 在 前 人 工作 的 基础 上 
提出 用 一 组 微分 方程 来 描述 电磁 场 的 普遍 规律 . 这 组 方程 以 后 被 称 为 麦克 斯 书 方程 
组 . 根据 麦克 斯 韦 方 程 组 , 可 以 推出 电磁 场 的 扰动 以 波 的 形式 传播 , 以 及 电磁 波 在 
空气 中 的 速度 为 3.1x1010cm/s, 与 当时 已 知 的 空气 中 的 光速 3.15x1010cm/s 的 差 什 
在 实验 误差 范围 之 内 . 麦克 斯 韦 在 指出 电磁 扰动 的 传播 与 光 传播 的 相似 之 后 写 道 : 
光 就 是 “产生 电磁 现象 的 介质 ”( 指 以 太 ) 的 横 振 动 . 后 来 , 赫兹 (Hertz, 1857 一 1894) 
用 实验 方法 证 实 了 电磁 波 的 存在 (1888 年 ). 
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光 的 电磁 学 说 成 功 地 解释 了 光波 的 性 质 , 这 样 以 太 不 仅 在 电磁 学 中 取得 了 地 
位 , 而 且 “ 电 磁 以 太 ” 同 “ 光 以 太 ” 也 统一 了 起 来 . 

麦克 斯 韦 还 设想 用 以 太 的 力学 运动 来 解释 电磁 现象 . 在 他 1855 年 的 论文 中 , 他 
把 磁 感 强度 B 比 作 以 太 的 速度 . 后 来 (1861 一 1862 年 ) 他 接受 了 汤姆 孙 (W. Thom- 
son) 的 看 法 , 改 成 : 磁场 代表 以 太 的 转动 而 电场 代表 平 动 . 他 认为 , 以 太 绕 磁力 线 转 
动 形 成 一 个 涡 元 , 在 相 邻 的 涡 元 之 间 有 一 层 电荷 粒子 . 他 并 假定 , 当 这 些 粒子 偏离 
它们 的 平衡 位 置 ( 即 有 一 位 移 ) 时 , 就 会 对 涡 元 内 物质 产生 一 作用 力 , 引起 涡 元 的 变 
形 , 这 就 代表 静电 现象 . 

关于 电场 与 位 移 有 某 种 对 应 的 想法 , 并 不 是 完全 新 的 , 汤姆 孙 就 曾 把 电场 比 作 
以 太 的 位 移 . 另外 , 法 拉 第 在 更 早 (1838 年 ) 就 提出 , 当 绝 缘 物 质 置 于 电场 中 时 , 其 
中 的 电荷 将 发 生 位 移 . 麦克 斯 韦 与 法 拉 第 不 同 之 处 在 于 , 他 认为 不 论 有 无 绝缘 物质 
存在 , 只 要 有 电场 就 有 以 太 电荷 粒子 的 位 移 , 位 移 DD 的 大 小 与 电场 强度 EE 成 正比 . 
当 电 荷 粒子 的 位 移 随 时 间 变 化 时 , 就 将 形成 电流 . 这 就 是 他 所 谓 的 位 移 电 流 , 其 值 
为 加 对 麦克 斯 书 来 说 , 位 移 电流 是 真实 的 电流 , 而 现在 我 们 知道 , 只 是 位 移 电 
流 中 的 一 部 分 2 ( 极 化 电流 ) 才 是 真实 的 电流 

在 这 一 时 期 还 曾 建立 了 其 他 一 些 以 太 模型 . 

尽管 麦克 斯 韦 在 电磁 理论 上 取得 了 很 大 的 进展 , 但 他 以 及 后 来 的 赫兹 等 人 把 电 
磁 理 论 推广 用 到 运动 物质 上 的 意图 却 未 获 成 功 . 

19 世纪 90 年 代 洛 伦 兹 (Lorentz 1853 一 1928) 提出 了 新 的 概念 . 他 把 物质 的 电 
磁性 质 归 之 于 其 中 原子 内 的 电子 的 效应 ; 至 于 物质 中 的 以 太 则 与 真空 中 的 以 太 在 密 
度 和 弹性 上 都 并 无 区 别 . 他 还 假定 , 物体 运动 时 并 不 带动 其 中 的 以 太 运动 . 但 是 , 由 
于 物体 中 的 电子 随 物体 运动 时 , 不 仅 要 受到 电场 的 作用 力 , 还 要 受到 磁场 的 作用 力 ， 
以 及 物体 运动 时 其 中 将 出 现 “ 电 介质 运动 电流 ”, 运动 物质 中 的 电磁 波 速度 , 与 静止 
物质 中 的 将 不 相同 . 在 考虑 了 上 述 效 应 后 , 他 同样 推出 了 菲 涅 耳 关于 运动 物质 中 的 
光速 公式 . 而 菲 涅 耳 理 论 所 遇 到 的 困难 (不 同 频率 的 光 有 不 同 的 以 太 ) 在 他 的 理论 
中 已 不 存在 . 根据 束缚 电子 的 强迫 振动 他 并 可 推出 折射 率 随 频 率 的 变化 . 

洛 伦 兹 的 上 述 理论 被 称 为 “电子 论 ", 被 认为 获得 了 很 大 成 功 . 

19 世纪 末 可 以 说 是 以 太 论 的 极 盛 时 期 . 但 是 , 在 洛 伦 兹 理论 中 ,以 太 除了 荷载 
电磁 振动 之 外 , 不 再 有 任何 其 他 的 运动 和 变化 . 这 样 它 几乎 已 退化 为 某 种 抽象 的 标 
志 . 除了 作为 电磁 波 的 荷载 物 和 绝对 参考 系 , 它 已 失去 了 所 有 其 他 具体 生动 的 物理 
性 质 . 这 就 为 它 的 衰落 创造 了 条 件 . ， 

为 了 测 出 地 球 相对 以 太 参考 系 的 运动 , 如 上 所 述 , 实验 精度 必须 达到 三 量 级 . 
19 世纪 80 年 代 , 迈克 尔 孙 (Michelson) 以 及 莫 雷 (Morley) 所 作 的 实验 第 一 次 达到 
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了 这 个 精度 , 但 得 到 的 结果 仍然 是 否定 的 ( 即 得 出 地 球 相对 以 太 并 不 运动 ) 此 后 其 
他 的 一 些 实验 亦 得 到 同样 的 结果 . 于 是 以 太 进 一 步 失去 了 它 作为 绝对 参考 系 的 性 
质 . 这 一 结果 使 得 相对 性 原理 得 到 普遍 承认 , 并 被 推广 到 整个 物理 学 领域 (这 就 是 
特殊 相对 论 , 中 文 亦 译作 狭义 相对 论 ). 

在 19 世纪 末 和 20 世纪 初 , 虽然 还 进行 了 一 些 努 力 来 挽救 以 太 . 但 在 特殊 相对 
论 确立 以 后 . 以 太 终于 被 物理 学 家 们 所 抛弃 . 人 们 接受 了 电磁 场 本 身 就 是 “物质 存 
在 的 一 种 形式 ”的 概念 , 而 场 可 以 在 真空 中 以 波 的 形式 传播 

量子 力学 的 建立 更 加 强 了 这 种 观点 , 因为 人 们 发 现 , 物质 的 原子 以 及 组 成 它 的 
电子 、 质子 和 中 子 等 粒子 的 运动 也 都 具有 波 的 属性 . 波动 性 已 成 为 物质 运动 基本 属 
性 之 一 , 那 种 仅仅 把 波动 理解 为 “ 某 种 媒介 物质 的 力学 振动 ”的 狭隘 观点 已 被 完全 
冲破 . 

然而 人 们 的 认识 仍 在 继续 发 展 . 到 20 世纪 中 期 以 后 人 们 又 逐渐 认识 到 “ 真 
空 ” 并 非 是 绝对 的 空 无 所 有 , 那里 存在 着 不 断 的 涨 落 过 程 ( 虚 粒 子 的 产生 以 及 随后 
的 淹没)， 这 种 真空 涨 落 是 相互 作用 着 的 各 种 场 的 一 种 量子 效应 . 今天 , 理论 物理 
学 家 更 倾向 于 认为 ,“ 正 空 ”具有 更 复杂 的 性 质 ， 真 空 状态 ( 即 场 的 基态 ) 可 能 是 
简 并 的 , 实际 的 “真空 ”是 这 些 简 并 态 中 的 某 一 个 特定 状态 . 目前 粒子 物理 中 所 观 
察 到 的 许多 对 称 性 的 破坏 可 能 就 是 “真空 ” 态 的 这 种 特殊 “ 取 定 ”所 引起 的 (这 一 
理论 即 称 为 对 称 性 的 自发 破坏 理论 ). 在 这 种 观点 上 建立 的 弱 作 用 与 电磁 作用 的 统 
一 理论 已 获得 了 令 人 注目 的 成 功 . 

这 样 看 来 , 机 械 论 的 以 太 虽然 “死亡 ”了 , 但 以 太 论 的 某 些 精神 (不 存在 超 距 作 
用 , 不 存在 “绝对 空虚 ”意义 上 的 真空 ) 仍然 “活着 ”, 并 具有 旺盛 的 生命 力 . 


本 附录 主要 参考 书 
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附录 L 电 弱 作用 的 统一 理论 


电 弱 作用 的 统一 理论 是 指 电磁 作用 与 弱 作 用 的 统一 理论 . 迄今 所 知道 的 物质 间 
的 基本 物理 作用 , 共有 四 类 : 即 引力 相互 作用 、 电 磁 相 互 作 用 、 强 相互 作用 和 弱 相 
互 作用 (简称 为 强 作用 和 弱 作 用 ). 前 二 种 相互 作用 广泛 地 表现 在 宏观 的 物理 过 程 
中 , 因而 比较 早 地 为 人 类 所 认识 . 电磁 作用 还 是 固体 、 液 体 和 分 子 的 一 切 物理 和 化 
学 性 质 的 根源 . 在 原子 物理 中 起 作用 的 也 是 电磁 作用 . 强 作用 和 弱 作 用 是 通过 原子 


@ 这 是 1982 年 写 的 , 这 次 收入 时 保持 其 原样 , 只 作 了 少许 文字 修饰 . 收入 的 目的 是 使 读者 对 电磁 作用 
( 即 电动 力学 中 的 相互 作用 ) 有 更 多 的 了 解 . 
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核 物理 的 发 展 , 在 20 世纪 30 年 代 以 后 才 为 人 们 所 研究 . 强 作用 使 质子 和 中 子 结合 
成 原子 核 , 由 于 这 种 作用 克服 了 质子 之 间 的 排斥 力 , 才 使 原子 核 得 以 形成 . 弱 作 用 
使 得 中 子 变 成 质子 加 上 电子 和 反 中 微 子 , 它 导 致 原子 核 的 衰变 . 以 后 人 们 又 发 现 
了 大 量 其 他 “基本 粒子 ”. 在 这 些 被 发 现 的 粒子 中 , 凡是 服从 费 米 统计 的 又 统称 为 费 
米子 . 其 中 有 一 部 分 具有 强 作用 , 它们 统称 为 强 子 , 其 余 的 则 称 为 轻 子 ， 强 作用 的 
强度 比 电磁 作用 强 , 而 弱 作 用 则 比 电磁 作用 弱 , 并 且 都 是 量 级 上 的 差别 . 至 于 引力 
则 比 弱 作用 还 要 微弱 得 多 , 在 目前 所 研究 的 微观 过 程 中 , 它 的 效应 可 以 忽略 不 计 . 

电磁 作用 的 经 典 理论 在 19 世纪 就 已 经 建立 , 即 经 典 电动 力学 . 在 微观 领域 的 
量子 效应 发 现 以 后 , 又 于 19 世纪 30 年 代 初 建立 了 量子 电动 力学 . 19 世纪 40 年 
代 末 又 发 展 了 量子 场 论 的 协 变 微 扰 论 和 重 正 化 理论 . 量子 电动 力学 被 证 明 为 可 重 正 
化 的 , 从 而 可 以 计算 它 的 十 分 精微 的 高 阶 效应 . 计算 出 的 结果 准确 地 与 实验 值 符合 ， 
使 得 量子 电动 力学 成 为 一 门 精确 可 靠 的 理论 . 

弱 作 用 的 情况 却 不 是 这 样 . 在 弱电 作用 统一 理论 提出 以 前 ,虽然 人 们 对 它 的 
认识 已 有 相当 的 进展 , 但 始终 没有 建立 一 个 完整 的 理论 . 弱电 作用 统一 理论 就 是 在 
发 展 弱 作用 理论 的 时 候 ， 将 它 与 电磁 作用 结合 起 来 考虑 而 提出 来 的 统一 性 的 
理论 . 

弱 作用 与 电磁 作用 之 间 虽 然 存 在 着 一 些 重要 的 相似 点 , 但 它们 在 强度 上 有 量 
级 上 的 不 同 , 在 一 些 基 本 性 质 上 也 有 类 型 上 的 差异 , 从 表 观 上 看 是 很 难 统一 起 来 的 . 
统一 理论 能 够 建立 的 一 个 关键 , 是 19 世纪 60 年 代 的 “对 称 性 自发 破坏 的 概念 ”在 
量子 场 论 中 的 发 展 . 下 面 就 分 别 对 弱电 统一 理论 提出 前 的 弱 作 用 理论 发 展 情况 、 对 
称 性 自发 破坏 概念 和 弱电 统一 理论 模型 加 以 介绍 . 


L.1 统一 理论 提出 前 的 弱 作 用 理论 


1933 年 泡 利 (Pauli) 提出 “中 微 子 假设 ”以 解释 核 B 衰变 中 表 观 上 的 能 量 和 和 角 
动量 不 守恒 的 问题 . 1934 年 费 米 (Fermi) 在 此 基础 上 提出 了 四 费 米子 作用 , 作为 6 
衰变 的 机 制 . 这 是 弱 作 用 理论 的 创始 阶段 ， 在 此 后 的 20 年 中 , 主要 是 探索 四 费 米 
子 耦 合 的 具体 形式 ， 并 试图 用 统一 的 弱 作 用 来 解释 各 种 原子 核 的 B 衰变 . 20 世 
纪 50 年 代 中 期 , 弱 作 用 理论 又 有 了 一 个 重要 发 展 . 这 时 关于 轻 子 和 r 介子 的 
弱 衰 变 已 积累 了 不 少 材料 , 四 费 米子 作用 很 自然 地 被 推广 应 用 到 它们 的 衰变 过 程 . 
但 人 们 发 现 , 无 法 用 统一 的 四 费 米子 看 合 方式 来 解释 当时 所 有 的 核 衰变 和 jh、xt 衰 
变 的 实验 结果 . 1956 年 李 政道 和 杨振宁 为 了 解释 有 关 K 介子 衰变 的 一 些 实验 现 每 
提出 了 弱 作 用 字 称 不 守恒 ( 即 弱 作 用 不 具有 空间 反射 对 称 性 ) 的 假设 . 这 一 假设 并 
于 次 年 为 实验 所 证 实 . 在 此 基础 上 , Marshak 和 Sudarshan 以 及 Feynman 和 Gell- 
mann 分 别 于 1957 和 1958 年 彼此 独立 地 提出 矢量 - 轴 矢 耦合 的 普 适 四 费 米子 作用 ， 
简称 为 V-A 理论 . 该 理论 获得 了 很 大 成 功 . 过 去 一 些 认为 明显 与 矢量 厅 合 或 轴 矢 
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区 合 相抵 触 的 实验 结果 在 重 做 之 后 都 证 明 是 错误 的 . 新 的 实验 结果 与 普 适 V-A 理 
论 完全 符合 . 
V-A 理论 可 以 概括 为 弱 作 用 具有 下 述 相互 作用 哈密 顿 量 密度 : 
Hw(z) = -号 2 (2), (L.1) 
上 式 表 明 弱 作用 是 流 - 流 耦 合并 具有 普 适 的 耦合 强度 G. 这 种 流 ( 即 J 称 为 弱 流 ， 
它 包括 矢量 流 JV 和 轴 矢 流 J 两 部 分 , 它们 入 分 量 的 关系 就 是 


J(Z) = J (x) + SFL). (L.2) 
轻 子 的 弱 流 具有 下 述 简单 形式 (其 中 yw 的 下 标 e 和 分别 代表 电子 和 轻 子 ) 
DL) = pl) + Ys) el7) + pT) + Ys) blz), (L.3) 


这 意味 着 只 是 左手 轻 子 参与 弱 作 用 ( 因 (1 十 Ys) 为 左手 分 量 的 投影 算 符 ), 右手 轻 子 
不 参与 . 对 于 强 作用 粒子 , 弱 流 还 要 分 为 奇异 数 不 变 的 及 和 奇异 数 改 变 的 及 两 个 
成 分 . Cabibbo 于 1963 年 提出 两 者 的 组 合 形式 为 


JA(z) = cosgeJo(z) + sin Oe (7), (L.4) 


其 中 的 9。 就 称 为 Cabibbo 角 , 而 及 和 及 又 分 别 都 含有 矢量 流 和 轴 矢 流 两 部 分 . 

V-A 理论 表明 , 弱 作 用 与 电磁 作用 有 一 个 重要 的 相似 处 , 即 普 适 的 “ 流 - 流 作 
用 ”的 形式 .我 们 知道 , 带电 粒子 之 间 的 电磁 作用 也 可 以 表 成 普 适 的 流 - 流 耦 合 的 
形式 , 只 是 其 中 的 流 是 电流 (这 里 的 流 都 是 指 四 维 时 空 变换 中 的 流 , 矢量 和 轴 矢 也 
是 对 四 维 时 空 变换 而 言 ). 但 是 弱 作用 在 一 些 基本 性 质 上 与 电磁 作用 有 类 型 上 的 不 
同 . 首先 是 力 程 的 类 型 上 不 同 . 带电 粒子 之 间 的 流 - 流 作用 是 通过 光子 传递 的 ， 由 于 
光子 的 质量 为 零 , 故 作用 是 长 程 作用 , 而 在 V-A 理论 中 , 弱 流 与 弱 流 之 间 的 作用 是 
直接 的 , 即 力 程 为 零 . 这 不 仅 意味 着 弱 作用 属于 短程 作用 , 还 是 短程 作用 的 极限 情 
况 

其 次 一 个 差异 是 , 弱 作 用 与 电磁 作用 遵守 的 对 称 性 不 同 , 这 不 仅 反映 在 内 部 对 
称 性 上 , 也 反映 在 时 空 对 称 性 上 . 电磁 作用 对 空间 坐标 反射 是 对 称 的 , 即 具有 左右 
手 对 称 性 , 而 弱 作 用 对 于 空间 坐标 反射 是 不 对 称 的 , 而 且 是 最 大 限度 的 不 对 称 . 表 
现在 流 中 即 为 : 电流 是 完全 的 矢量 成 分 而 弱 流 却 为 矢量 和 轴 矢 两 种 成 分 的 琶 加 , 而 
且 两 种 成 分 具有 同等 的 强度 . 

第 三 个 差别 是 , 电磁 作用 是 一 种 规范 作用 , 而 V-A 理论 不 是 . 另外 , 弱 作用 V-A 
理论 虽然 唯 象 上 获得 很 大 成 功 , 但 理论 上 却 存在 一 些 严重 困难 . 首先 , 它 不 可 重 正 
化 , 于 是 在 计算 它 的 高 阶 修正 时 将 不 能 避 开 发 散 困难 . 这 表明 它 不 是 一 个 完整 的 理 


论 , 只 能 给 出 初级 近似 的 结果 . 其 次 , 用 V-A 理论 计算 出 的 初级 近似 的 结果 虽然 在 
低能 领域 与 实验 相符 合 (当时 所 研究 过 的 弱 作 用 过 程 只 是 各 种 粒子 的 衰变 , 它们 都 
位 于 低能 领域 ), 但 一 旦 过 渡 到 高 能 领域 , 理论 计算 将 不 可 避免 地 要 与 实验 结果 相 巴 
盾 . 这 是 因为 , 按照 V-A 理论 , 弱 作 用 的 效应 只 是 在 低能 领域 显得 微弱 , 而 在 弱 作 
用 引起 的 散射 和 反应 的 过 程 中 , 它 的 效应 将 随 着 能 量 的 增 大 而 增强 . 当 质 心 系 中 的 
能 量 值 超过 一 定 值 ( 量 级 为 几 百 GeV) 时 , 计算 出 的 截面 值 甚至 超过 么 正 性 所 允许 
的 极限 , 这 显然 是 不 容许 的 . 

V-_A 理论 的 流 - 流 耦 合 特性 使 人 们 想到 : 弱 作 用 也 可 能 像 电 磁 作 用 那样 是 通过 
某 种 矢量 玻 色 子 即 自 旋 量子 数 为 1 的 传递 的 (光子 也 是 一 种 矢量 玻 色 子 ). 这 种 传 
递 弱 作用 的 矢量 玻 色 子 通常 又 称 为 中 间 玻 色 子 . 这 样 , 弱 作 用 在 低能 过 程 中 的 效应 
很 微弱 以 及 它 的 作用 力 程 极 短 都 可 归结 为 中 间 玻 色 子 的 质量 很 大 . 引入 中 间 玻 色 子 
以 后 , 弱 作 用 的 耦合 强度 也 像 电磁 作用 一 样 可 用 一 个 无 量 纲 (在 自然 单位 制 中 ) 的 

合 常数 g 来 表示 . 如 果 设 想 9 具有 与 电磁 看 合 常数 ( 即 e) 同样 的 量 级 , 则 中 间 
玻 色 子 的 质量 Mw 应 达到 几 十 个 GeV 的 量 级 (在 自然 单位 制 中 ), 为 质子 质量 的 几 
十 倍 . 对 于 这 种 中 间 玻 色 子 理论 , 上 面 所 述 的 初级 近似 结果 与 么 正 性 的 矛盾 虽 得 到 
缓和 , 但 并 未 完全 解决 . 另外 , 理论 仍然 是 不 可 重 正 化 的 , 无 法 计算 高 级 项 的 修正 ， 

从 弱 流 的 性 质 可 以 得 出 , 中 间 玻 色 子 必定 是 带电 的 ( 电 性 有 正 的 也 有 人 负 的 , 通 
常 以 符号 全 二 来 标志 ). 这 又 引起 了 矢量 带电 玻 色 子 与 光子 的 耦合 要 取 何 种 形式 才 
能 使 相应 的 电动 力学 可 以 重 正 化 的 新 间 题 . 这 些 情况 使 得 一 些 物理 学 家 认为 , 只 有 
将 弱 作 用 与 电磁 作用 结合 起 来 考虑 才 有 可 能 得 到 一 套 完 整 的 理论 . 

电磁 作用 是 一 种 阿 贝尔 规范 作用 .1954 年 杨振宁 和 Mills 把 规范 作用 推广 到 
带 有 内 部 对 称 性 的 情况 , 提出 了 非 阿 贝尔 规范 场 理 论 . 这 就 为 规范 理论 的 扩大 应 用 
创造 了 条 件 . 但 直接 将 此 理论 应 用 到 弱 作 用 上 有 一 个 重大 障碍 , 即 规 范 理 论 要 求 其 
中 的 矢量 玻 色 子 必须 是 零 质量 的 , 而 现实 的 中 间 玻 色 子 则 应 具有 很 大 的 质量 . 另外 ， 
弱 作 用 的 宇 称 不 守恒 也 为 建立 严格 的 对 称 性 理论 造成 了 困难 . 宇 称 不 守恒 意味 着 ， 
如 果 弱 作用 具有 内 部 对 称 性 , 那么 这 种 对 称 性 必定 是 左右 手 有 别 的 , 亦 即 在 该 理论 
中 , 一 个 费 米子 的 左右 手 分 量 要 具有 不 同 的 量子 数 . 而 哈密 项 量 中 的 费 米子 质量 项 
将 破坏 这 种 对 称 性 , 因为 它 使 得 一 个 费 米子 的 左右 手 分 量 互相 转化 . 这 样 , 严格 的 
弱 作 用 内 部 对 称 性 要 求 费 米子 的 质量 必须 为 零 ， 可 是 我 们 知道 , 除了 中 微 子 以 外 ， 
所 有 的 费 米子 都 具有 质量 , 这 就 是 上 述 理论 与 实际 的 矛盾 . 

1958 年 Feinberg 发 现 , 当 带 电 矢 量 玻 色 子 具 有 特定 的 磁 矩 时 , 某 一 类 型 的 发 散 
可 以 消去 . 这 一 磁 矩 并 不 等 于 “最 小 电磁 看 合 ”所 给 出 的 值 而 对 应 于 某 种 非 阿 贝尔 
规范 场 理 论 中 所 要 求 的 磁 矩 值 . 这 一 迹象 表示 非 阿 贝 尔 规范 理论 可 能 在 解决 发 散 困 
难 中 起 重要 的 作用 . 

当 将 非 阿 贝尔 规范 概念 应 用 到 弱 作 用 , 并 把 内 部 对 称 性 取 为 弱 同 位 旋 时 , 规范 
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玻 色 子 除了 带电 的 以 外 , 还 应 有 一 个 中 性 的 . 1957 一 1959 年 , Schwinger、Glashow、 
Salam 和 Ward 都 分 别 设想 过 这 个 中 性 规范 玻 色 子 就 是 光子 的 方案 , 但 所 得 结果 与 
实验 有 明显 矛盾 .1961 年 Glashow 终于 想到 , 要 同时 描写 弱 作 用 和 电磁 作用 ， 内 
部 对 称 性 应 当 扩 大 , 即 除了 弱 同 位 旋 以 外 还 应 加 上 弱 超 荷 . 这 时 中 性 规范 玻 色 子 就 
有 二 个 , 它们 在 混合 后 一 个 即 为 光子 , 另 一 个 为 有 质量 的 中 性 中 间 玻 色 子 , 通常 以 
符号 20 标志 . 20 玻 色 子 与 一 个 形式 很 特殊 的 中 性 弱 流 相 耦 合 . 1964 年 Salam 和 
Ward 在 不 知道 Glashow 工作 的 情况 下 , 提出 了 类 似 的 理论 . 但 这 个 理论 并 不 是 非 
阿 贝 尔 规范 场 理 论 , 因为 在 此 理论 中 加 进 了 中 间 玻 色 子 的 质量 项 . Glashow 曾 认为 
像 这 样 具 有 部 分 规范 对 称 性 的 理论 仍然 是 可 重 正 化 的 ， 后 来 知道 这 个 结论 并 不 正 
确 . 实际 上 只 有 在 引入 对 称 性 的 自发 破坏 概念 之 后 , 才 有 可 能 建立 一 个 既 可 重 正 化 
又 使 中 间 玻 色 子 具有 质量 的 弱电 统一 理论 . 


L.2 ”对 称 性 的 自发 破坏 和 Higgs 机 制 


物理 规律 的 对 称 性 是 指 它 在 一 定 的 变换 下 保持 不 变 的 性 质 ， 相 对 论 所 要 求 的 
洛 伦 兹 不 变性 就 是 一 切 物 理 规 律 所 具有 的 一 种 时 空 对 称 性 . 1930 年 物理 学 中 开始 
引入 了 内 部 对 称 性 , 其 中 的 为 强 作 用 具有 在 同位 旋 变 换 下 的 不 变性 . 随后 物理 学 家 
认识 到 , 不 同 的 物理 作用 具有 不 同 程度 的 对 称 性 ,以 及 有 些 对 称 性 本 身 亦 只 是 近似 
地 成 立 . 于 是 自然 地 产生 这 样 一 个 问题 : 如 果 对 称 性 是 自然 规律 的 基本 特性 , 那么 
为 何某 些 对 称 性 只 是 近似 的 ? 

1960 年 左右 一 个 重要 概念 被 一 些 物 理学 家 (如 Heisenberg, Nambu 和 Gold- 
stone) 从 固体 物理 引入 到 粒子 物理 中 , 这 就 是 对 称 性 的 自发 破坏 . 它 指 的 是 这 样 的 
情况 : 物理 规律 本 身 具 有 某 种 精确 的 对 称 性 , 但 基态 中 出 现 粒 子 凝 聚 并 且 是 简 并 的 ， 
实际 的 物理 基态 只 是 这 些 众多 可 能 的 基态 中 的 某 一 个 , 因此 , 在 这 个 特定 基态 的 基 
础 上 所 发 生 的 物理 现象 将 不 显示 或 只 部 分 地 显示 物理 规律 固有 的 对 称 性 . 在 这 里 ， 
对 称 性 并 未 受到 外 界 因素 的 破坏 , 它 的 破坏 完全 是 自发 产生 的 , 故 称 为 对 称 性 的 自 
发 破坏 . 从 实质 上 说 , 这 时 物理 规律 的 对 称 性 并 没有 任何 破坏 , 只 是 在 特定 的 背景 
下 不 能 显示 出 来 . 因此 自发 破坏 的 对 称 性 又 称 为 隐 含 的 对 称 性 . 固体 物理 中 的 铁 
磁 和 超 导 电 现象 就 是 这 种 情况 的 例子 . 

在 超 导 电 理论 的 启发 下 ,，Nambu 等 在 1960 年 左右 提出 一 个 使 核子 获得 质量 
的 理论 模型 . 他 假设 物理 规律 原来 具有 手 征 对 称 性 , 从 而 该 理论 中 的 费 米 子 不 具有 
质量 . 在 粒子 物理 中 , 基态 就 是 真空 态 , 所 以 由 于 现实 基态 的 特殊 取 定 (在 众多 可 能 
的 基态 中 取 定 为 某 一 个 ) 而 造成 的 对 称 性 破坏 , 也 称 为 真空 自发 破坏 . 在 Nambu 模 
型 中 , 手 征 对 称 性 的 真空 自发 破坏 使 得 原 无 质量 的 两 个 二 分 量 的 费 米子 合成 为 一 个 
有 质量 的 核子 (具有 四 分 量 ). Nambu 发 现 , 与 此 同时 还 有 一 个 零 质 量 的 标量 玻 色 子 
存在 的 迹象 . 此 标量 粒子 被 他 认定 为 x 介子 并 假设 由 于 其 他 原因 而 获得 了 一 个 小 


附录 工 ” 电 弱 作 用 的 统一 理论 . 409 . 


质量 . 

Goldstone 于 1961 年 通过 具体 模型 清楚 地 揭示 出 , 相对 论 性 场 论 中 连续 对 称 
性 的 自发 破坏 如 何 导致 零 质量 粒子 的 出 现 , 并 认为 这 是 一 个 普遍 性 的 结论 . 此 结果 
被 称 为 Goldstone 定理 , 而 上 述 零 质量 标量 玻 色 子 通常 称 为 Goldstone( 或 Nambu- 
Goldstone) 玻 色 子 . 1962 年 Goldstone、Salam 和 Weinberg 对 此 定理 给 出 了 一 般 性 
的 证 明 . 

两 年 以 后 ，Higgs( 以 及 Englert 和 Brout) 指出 ，Goldstone 定理 有 一 个 例外 ， 
即 发 生 自 发 破坏 的 是 规范 对 称 性 的 情况 .这 时 Goldstone 玻 色 子 并 不 作为 物理 粒 
子 表现 出 来 , 它 可 以 通过 规范 变换 吸收 到 规范 玻 色 子 中 去 成 为 它 的 纵 分 量 并 使 得 规 
范 玻 色 子 获得 质量 . 这 种 现象 可 看 成 是 超 导 中 Plasmon 现象 的 相对 论 变种 ， 以 上 
所 述 的 消除 Goldstone 玻 色 子 的 机 制 一 般 称 为 Higgs 机 制 . 它 既 可 在 理论 中 消去 不 
期 望 有 的 Goldstone 粒子 ,又 可 使 规范 玻 色 子 获得 质量 , 一 举 解决 了 将 规范 理论 应 
重视 . 

1967 年 Weinberg 考虑 将 强 作用 的 手 征 同位 旋 对 称 性 取 为 规范 对 称 性 的 可 能 
性 , 并 研究 它 的 自发 破坏 的 后 果 , 但 不 能 得 出 一 个 令 人 满意 的 理论 . 若 为 了 可 重 正 
化 性 而 采用 严格 的 规范 理论 , 则 当 手 征 同位 旋 对 称 自发 破坏 到 非 手 征 的 同位 旋 对 称 
性 后 , 理论 上 获得 质量 的 是 轴 矢 介子 而 p 介子 保持 无 质量 , 同时 r 介子 应 被 轴 矢 介 
子 吸 收 掉 不 作为 物理 粒子 出 现 , 这 两 点 都 明显 地 与 实际 矛盾 . 

当年 秋天 , 他 忽然 想到 他 是 将 一 个 正确 的 概念 应 用 到 一 个 错误 的 课题 上 . 通过 
自发 破坏 获得 质量 的 不 是 强 作用 的 轴 矢 介子 而 是 弱 作 用 的 中 间 玻 色 子 , 而 保持 质量 
为 零 的 也 不 是 p 介子 而 是 光子 , 这 样 , 上 述 概念 应 用 的 对 象 就 转换 为 “弱电 相互 作 
用 ”, 在 此 基础 上 他 提出 了 一 个 可 重 正 化 的 理论 , 统一 处 理 轻 子 的 弱 作 用 和 电磁 作 
用 . 第 二 年 (1968), Salam 也 提出 了 类 似 的 理论 模型 ， 他 是 从 Kibble 那里 了 解 到 
Higgs 机 制 以 后 将 它 用 到 弱电 统一 的 理论 问题 上 的 . 


L.3 ”弱电 统一 理论 模型 
在 Weinberg-Salam 弱电 统一 理论 模型 里 , 内 部 对 称 性 仍然 取 为 弱 同 位 旋 和 弱 
超 荷 . 费 米 子 (在 这 里 是 轻 子 ) 的 弱电 作用 哈密 顿 量 为 


-一 。 Y 
Hw = 一 iy?》 (ef Wa + 3 yp, (L.5) 


上 式 中 的 全 为 弱 同 位 旋 算 符 、W、 为 相应 的 规范 玻 色 子 、9 为 弱 同 位 旋 看 合 常数 . 
类 似 地 ,了 为 弱 超 荷 算 符 、B》 为 相应 的 规范 玻 色 子 、%' 为 弱 超 荷 耦合 常数 , 在 真空 
中 凝聚 的 , 设 为 一 个 弱 同 位 旋 二 重 态 的 标量 粒子 , 它 并 带 有 弱 超 荷 1. 
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对 于 轻 子 质量 的 问题 , 模型 采用 了 Nambu 核子 模型 中 的 思想 , 即 假定 所 有 轻 
子 都 无 原始 质量 ,因而 电子 或 其 他 带电 的 轻 子 的 左手 分 量 和 右手 分 量 将 是 两 种 粒 
子 , 只 是 因为 它们 通过 与 真空 中 凝聚 的 标量 粒子 的 耦合 而 互相 转化 , 才 被 称 为 同一 
粒子 的 不 同 分 量 并 构成 有 质量 的 粒子 . 用 这 种 方式 在 理论 中 引入 轻 子 质量 , 既 可 以 
不 破坏 原来 的 “对 左右 手 分 量 有 别 ” 的 对 称 性 以 适应 弱 作 用 字 称 不 守恒 的 需要 , 又 
保证 了 自发 破坏 后 剩余 下 来 的 电磁 规范 作用 对 左右 手 是 对 称 的 , 因为 按 上 述 方式 配 
成 的 一 个 粒子 的 左右 手 分 量 , 对 于 仍然 守恒 的 量子 数 一 一 电荷 , 必定 具有 相同 的 
值 . 至 于 中 微 子 , 则 因为 它 不 通过 标量 粒子 与 其 他 二 分 量 费 米子 看 合 , 故 保持 质量 
为 零 . 它 虽 然 只 有 左手 分 量 从 而 不 是 左右 对 称 的 , 但 它 不 带电 荷 , 故 对 电磁 作用 的 
左右 对 称 性 没有 影响 . - 

下 面 继续 对 此 模型 作 具 体 的 说 明 . 在 此 模型 中 , 左手 电子 er 和 相应 的 中 微 子 
亏 构成 弱 同 位 旋 二 重 态 并 带 弱 超 荷 -1. 右手 电子 er 为 弱 同 位 旋 单 态 并 带 弱 超 荷 
(-2), 其 他 轻 子 情况 类 似 . 当 标 量 粒 子 发 生 真空 凝聚 后 , 只 有 一 个 量子 数 所 相应 的 
规范 对 称 性 没有 被 破坏 . 此 量子 数 就 是 通常 的 电荷 , 它 所 相应 的 标 符 用 @ 表示 . Q 
可 表 为 

@= 人 + 3Y, (L.6) 

其 中 的 全 为 弱 同 位 旋 第 三 分 量 的 算 符 . 与 电荷 相应 的 规范 玻 色 子 保持 质量 为 零 , 它 
即 为 光子 A、. 4、 为 W3 和 B、 的 某 种 混合 


A = cos bwBa + sin bw Wa3, (L.7) 
上 式 中 的 gw 代表 混合 角 , 并 称 为 Weinberg 角 , 它 可 通过 弱 同 位 旋 耦 合 常数 9 和 
弱 超 荷 耦合 常数 9 的 比 表示 出 来 : 

-9 
tan Ow = 本 (L.8) 

W3 和 BA 的 另 一 个 组 合 

20 = sin Ow BM — cos Ow W3 (L.9) 
以 及 WX 都 获得 质量 , 理论 预言 的 值 为 


e2 


M2 =— 一- ， 
WwW AVIG sin? Ow 

一 _MW 

COS2 Ow 


Z 所 耦合 的 中 性 弱 流 具有 下 述 形式 


ipy\ (Bs — Q sin bw)y, 


(L.10) 
M2 
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合 常数 为 ee 

Weinberg 和 Salam 猜想 这 种 自发 破坏 的 规范 场 理 论 仍然 是 可 重 正 化 的 ， 但 未 
能 给 出 证 明 . 因此 他 们 的 弱电 统一 理论 模型 在 提出 后 的 几 年 里 并 未 受到 人 们 的 注 
意 , 直到 1971 年 t Hooft 论证 了 它 的 可 重 正 性 之 后 才 引 起 广泛 的 重视 . 1972 年 
B.W.Lee 和 Zinn-Justin, 以 及 4 Hooft 和 Veltman, 进一步 给 出 了 这 种 理论 可 重 正 
化 性 的 详尽 证 明 . 

Weinberg-Salam 理论 在 其 提出 来 的 当 时 , 还 存在 一 个 问题 , 即 如 何 推广 应 用 到 
强 作 用 粒子 (在 夸克 模型 中 , 即 推广 到 夸克 上 去 ). 困难 在 于 如 何在 理论 中 避免 奇 导 
数 改 变 的 中 性 弱 流 的 出 现 〈( 因 实验 表明 此 种 弱 流 不 存在 ). 不 过 到 1971 年 时 , 这 个 
问题 实际 上 已 有 现成 的 解决 办 法 . 1970 年 Glashow, Nlipoulos 和 Maiani 对 奇异 数 
改变 的 中 性 弱 流 问题 进行 了 分 析 . 由 于 当时 尚 不 知道 有 任何 可 重 正 化 的 理论 , 他 们 
用 了 截断 的 处 理 . 在 此 项 工作 中 他 们 论证 了 对 于 已 知 的 各 类 弱 作 用 模型 (如 四 费 米 
子 作用 , 荷 电 的 中 间 玻 色 子 作用 , 弱电 统一 作用 ) 都 会 出 现 一 些 实验 上 未 观察 到 的 
效应 , 除非 强 作用 粒子 服从 某 种 约束 . 他 们 指出 , 车 存在 第 四 种 夸克 ( 染 夸 克 ), 即 可 
在 理论 中 消去 这 些 不 期 望 的 效应 . 

有 了 Glashow-llipoulos-Maiani 机 制 , 就 不 难 把 Weinberg-Salam 模型 推广 到 强 
作用 粒子 , 这 只 要 补 进去 四 个 右手 夸克 的 弱 同 位 旋 单 态 un, dn, SR, CR 和 两 个 左 
手 夸克 的 弱 同 位 旋 二 重 态 


UL CL 
(。 cos 0b. + SL sin ) ? (。 cosp — dL sin 0 
即 可 . 为 使 夸克 带 分 数 电 荷 , 应 假设 右手 夸克 wr 和 CR 带 弱 超 荷 3， dr 和 SR 带 


弱 超 荷 -而 左手 夺 克 二 重 态 带 弱 超 荷 1/3. 


这 样 到 1971 年 , 一 个 完整 的 弱电 统一 理论 模型 已 经 形成 . 同时 实验 技术 也 有 
了 很 大 发 展 , 特别 是 已 有 了 中 微 子 束 可 以 进行 中 性 弱 流 实验 . 1973 年 在 欧洲 核 物 理 
中 心 (CERN) 和 美国 费 米 实验 室 都 测 到 了 中 性 弱 流 反应 的 事例 ,其 形式 和 强度 皆 
与 理论 预言 的 一 致 . 在 那 以 后 的 五 年 中 实验 结果 有 些 混乱 , 致使 一 些 理论 物理 学 家 
提出 了 不 少 修改 方案 , 但 到 后 来 , 实验 仍 支持 原来 的 模型 . sin? gw 的 值 定 出 为 0.23 
左右 . 相应 的 质量 Mw 约 为 7?8GeV、Mz 约 为 89GeV, 另外 , 紫 夸 克 所 组 成 的 介子 
也 在 1974 年 为 实验 所 发 现 . 19 世纪 80 年 代 末 并 发 现 了 中 间 玻 色 子 WE 和 入, 并 
测定 了 它们 的 质量 , 结果 亦 与 理论 预言 的 一 致 . 

弱电 统一 理论 的 建立 以 及 它 所 预言 的 中 性 弱 流 的 发 现 是 粒子 物理 的 重大 突破 ， 
为 此 Weinberg、Salam 和 Glashow 获得 了 1979 年 诺 贝尔 奖 . 
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附录 M 近 区 高 频 电 磁场 标准 计量 方法 的 研究 " 
M.1 高 频 近 区 ( 指 离 发 射 源 的 距离 近 ) 场 强 仪 标定 的 有 关 概念 


在 离 发 射 源 远 的 地 方 , 由 于 电磁 波 中 电场 强度 EE 与 磁场 强度 B 之 间 的 比值 是 
固定 的 . 故 只 要 测 出 B 的 值 都 可 得 知 马 的 值 . 这 种 测量 比较 容易 , 只 需 测 量 一 个 
小 线 上 的 感应 电动 势 和 场 的 频率 . 而 在 近 区 , 召 和 B 没有 固定 的 关系 , 五 的 值 需 
要 直接 测定 . 测量 手段 通常 是 一 个 短 的 直线 型 天 线 (因为 需要 测量 的 是 某 地 点 处 的 
值 ) 上 的 感应 电动 势 . 因而 需要 标定 该 电动 势 与 场 强 之 间 的 比例 关系 . 

通常 标定 的 方法 有 两 类 , 一 类 是 标准 场 法 , 另 一 类 是 标准 仪器 法 . 

标准 场 法 ; 即 设计 并 建立 一 个 标准 的 场 , 这 个 场 的 强度 以 及 在 空间 的 分 布 是 可 
以 准确 地 计算 出 来 的 . 然后 , 将 被 标定 的 场 强 仪 按照 此 标准 场 进行 刻度 、 定 标 . 

标准 仪器 法 : 详 称 为 标准 测量 仪器 法 . 它 是 研制 一 个 标准 的 接收 天 线 , 并 配 上 
相应 的 测量 仪表 . 要 求 从 它 的 读数 能 直接 推算 出 场 强 的 值 . 然后 , 将 待 标定 的 场 强 
仪 与 此 标准 测量 仪器 放 在 同一 个 场 中 进行 对 比 测量 , 即 可 对 该 场 强 仪 做 出 标定 . 

标准 场 法 与 标准 仪器 法 为 互相 独立 的 定 标 方法 , 可 以 用 其 中 一 种 方法 直接 进行 
标定 . 但 从 计量 科学 上 看 , 比较 理想 的 方案 是 既 有 标准 场 法 , 又 有 标准 仪器 法 . 这 
样 , 两 类 方法 可 以 互相 验证 , 以 提高 可 信和 度 ; 同时 , 有 助 于 对 标定 误差 做 出 更 好 的 判 
断 . 
“在 无 线 电 测 量 技术 中 , 关于 高 频 电 磁场 强度 的 测定 及 其 屏蔽 问题 , 过 去 国内 外 
都 是 从 通信 和 抗 干扰 的 角度 提出 来 的 , 所 以 均 为 远 区 场 强 仪 . 这 种 远 区 场 强 仪 通常 
只 是 测量 磁场 ; 远 区 场 的 电场 强度 可 根据 磁场 强度 的 值 换算 出 来 . 还 应 该 指出 的 是 ， 
远 区 场 的 强度 均 比 较 弱 , 一 般 的 远 区 场 强 仪 只 测 到 1V.m-! 的 强度 . 在 中 短波 频段 ， 
有 些 新 的 远 区 场 强 仪 可 测 到 较 高 的 值 , 但 电场 强度 也 不 过 达到 16~17V.m-! 的 值 . 
远 区 场 强 仪 的 标定 相对 地 说 比较 容易 ， 可 以 用 单 圈 的 贺电 流 环 来 建立 一 个 标准 磁 
场 , 圆 环 上 所 需 的 高 频 电流 值 不 大 . 通常 远 区 场 强 仪 的 标定 , 就 是 用 上 述 圆 环 的 磁 
场 来 进行 的 . 

但 是 , 在 无 线 电 测量 技术 中 还 存在 着 另 一 重要 问题 , 即 对 近 区 大 强度 场 强 的 测 
定 . 在 近 区 (粗略 地 说 , 指 三 分 之 一 波长 之 内 的 范围 ) 电场 强度 与 磁场 强度 之 间 不 
再 具有 一 定 的 比例 关系 , 所 以 要 求 电场 强度 与 磁场 强度 必须 分 别 测定 . 反映 到 场 强 
仪 上 就 必须 设计 两 套 接收 系统 来 完成 测定 任务 . 这 样 , 近 区 场 强 仪 的 标定 变 得 复杂 
化 了 , 必须 分 别 对 电场 与 磁场 进行 标定 . 

@ 在 高 频 发 射 源 的 近 区 ， 由 于 场 的 强度 很 大 , 对 附近 工作 和 生活 人 员 的 健康 可 能 产生 不 良 影响 . 本 书 


作者 曾 应 北京 市 劳动 保护 研究 所 的 邀请 , 对 这 种 场 的 标准 计量 进行 了 研究 ,以 用 来 标定 高 频 强 电磁 场 的 场 强 
仪 . 此 文 就 是 研究 报告 . 该 报告 曾 发 表 在 内 部 刊物 《无线电 计量 》 上 ,此 处 转载 时 作 了 一 些 删节 . 
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M.2 ”国内 外 的 研究 概况 


根据 目前 所 了 解 到 的 资料 , 世界 上 只 有 少数 的 几 个 国家 对 高 频 电 磁场 强度 的 标 
定 技术 进行 了 一 定 程 度 的 研究 工作 , 其 中 以 美 、 苏 两 国 的 研究 较为 突出 . 

美国 的 情况 : 对 于 中 、 短 波 频 段 ，1966 年 以 来 , 美国 国家 标准 局 曾 用 两 种 方案 
建立 了 标准 电场 . 一 种 方案 是 用 一 个 圆柱 形 单 极 天 线 , 垂直 放置 在 一 个 很 大 的 接地 
的 金属 板 上 , 从 而 形成 一 个 标准 的 电场 , 可 用 来 进行 标定 ; 另外 一 个 方案 是 采用 平 
行 板 电 容器 产生 标准 场 . 

对 于 较 高 频段 (30~1000MHz) 的 远 区 电场 , 美国 国家 标准 局 曾 用 水 平 架 设 的 半 
波 天 线 来 建立 标准 场 , 并 同样 用 水 平 的 半 波 天 线 作 为 接收 探头 , 制 做 成 标准 测量 仪 
器 , 以 相互 验证 . . 

美国 曾 报 道 采用 一 种 双 半 球 式 的 标准 测量 装置 , 但 只 显示 电场 是 否 超过 某 个 阔 
值 , 未 能 给 出 被 测 场 强 的 具体 数值 . 在 美国 的 情报 资料 中 , 关于 标准 测量 仪器 和 近 
区 标准 磁场 , 未 见 有 介绍 . 

美国 所 研制 的 近 区 场 强 仪 强度 测量 范围 为 0.1 ~ 1000V.m-1!, 标定 的 准确 度 方 
面 , 给 出 的 误差 为 1dB, 即 12% 左右 . 

苏联 的 情况 : 中、 短波 频段 的 标定 只 是 采用 了 平行 板 电 容器 作为 标准 电场 装 
置 . 平行 板 的 板 面 尺寸 , 在 10MHz 以 下 时 是 1m?, 在 10MHz 以 上 时 是 0.6mx0.6m. 

我 们 未 见 有 关 标 准 测量 仪器 以 及 磁场 标准 场 的 技术 报告 . 

苏联 所 研制 的 场 强 仪 , 据 称 误差 小 于 5%, 但 不 清楚 场 强 测量 范围 能 和 否 够 达到 
1000V.m-!. 另外 , 上 述 所 给 定 的 误差 值 均 未 经 过 标准 测量 仪器 的 验证 . 

在 我 国 , 高 频 电 磁场 标准 计量 还 是 一 项 空白 ，1973 年 浙江 医科 大 学 的 有 关 人 
员 曾 采用 电容 器 来 等 效 地 代替 电 偶 极 天 线 的 阻抗 , 并 用 高 频 信 和 号 发 生 器 等 效 地 代替 
“天 线 在 场 中 感应 电动 势 ” 的 方法 来 进行 标定 . 但 未 开展 标准 场 法 和 标准 测量 仪器 
法 的 标定 技术 的 研究 . 


M.3 ”关于 标定 技术 方案 的 考虑 


我 们 所 研制 的 “高 频 电 磁场 近 区 强度 测定 仪 ” 的 工作 频段 较 宽 . 从 200kHz 至 
30MHz; 场 强 的 范围 也 较 大 , 所 以 从 电场 的 标定 角度 出 发 . 建立 电场 的 标准 场 和 标 
准 测量 仪器 都 有 相当 的 难度 . 从 磁场 的 标定 角度 来 看 , 由 于 近 区 场 强 仪 要 测量 几 百 
安 / 米 的 强度 . 因而 产生 标准 场 的 圆 环 上 的 电流 就 必须 达到 很 大 的 值 , 例如 百 安 以 
上 , 要 实现 这 样 强 的 高 频 电 流 , 本 身 就 是 一 个 难度 较 大 的 问题 , 它 的 准确 测定 更 是 
一 件 困难 的 事 . 

基于 国家 的 需要 , 我 们 经 过 认真 研究 , 提出 了 自己 的 标定 技术 方案 . 

经 过 分 析 我 们 认为 : 在 中 、 短波 频段 的 两 种 电场 标准 场 中 , 采用 平行 板 电 容器 
作为 标准 场 的 方案 是 比较 可 取 的 . 这 是 由 于 : 首先 , 这 种 装置 加 工 制造 较 容易 , 费 
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用 少 , 同时 精度 较 高 , 实现 起 来 相当 便利 ; 其 次 , 它 可 以 放 在 室内 , 便于 在 场 强 仪 的 
研制 过 程 中 随时 对 其 性 能 进行 测试 , 而 且 还 可 以 保存 下 来 , 供 以 以 后 继续 使 用 . 

为 了 保证 电场 标定 的 可 靠 性 , 我 们 认为 还 应 当 研 制 近 区 电场 的 标准 测量 仪器 . 
这 种 测量 仪器 必须 要 有 一 个 标准 的 接收 天 线 , 该 接收 天 线 的 内 阻 和 有 效 长 度 要 能 准 
确 地 计算 出 来 . 针对 上 述 要 求 , 我 们 设计 了 两 种 类 型 的 天 线 . 计算 结果 说 明 , 两 种 类 
型 的 天 线性 能 相差 不 大 , 但 从 加 工 工艺 考虑 , 决定 选用 其 中 的 双 球形 天 线 . 
是 利用 电流 的 焦耳 热效应 . 通过 温差 电 偶 来 测定 高 频 电 流 的 值 . 将 测 出 的 电流 值 乘 
上 线路 的 阻抗 即 可 计算 出 接收 天 线 上 的 感应 电动 势 .我 们 也 曾 考虑 用 晶体 管 检 波 
电路 来 作 高 频 电 压 的 测量 , 但 由 于 检 波 效率 很 难 准确 地 计算 , 需要 从 实验 上 对 这 种 
检 波 式 高 频 电 压 计 进 行 标定 . 这 就 引起 了 一 个 新 的 困难 , 即 必须 提供 一 个 规格 高 的 
高 频 信号 发 生 器 , 而 这 是 我 们 短 时 间 内 难于 得 到 的 . 而 用 真空 热电 元 件 测量 , 只 需 
用 直流 电流 进行 标定 即 可 , 实现 起 来 比较 容易 . 

对 于 “产生 标准 场 的 平行 板 电 容器 上 ”的 高 频 电压 的 测量 , 同样 是 用 热电 元 件 
配 上 适当 的 高 频 电 阻 来 完成 的 . 

以 上 是 我 们 对 电场 的 标准 场 和 标准 测量 仪器 的 基本 方案 的 考虑 . 

至 于 磁场 的 标准 场 的 问题 , 我们 考虑 : 虽然 可 以 采用 单 圆 环 产生 的 场 (这 是 可 
以 严格 计算 的 ), 但 因 近 区 场 强 仪 要 测量 到 几 百 安 / 米 , 这 就 要 求 环 上 的 高 频 电流 在 
百 安 以 上 . 这 样 大 的 高 频 电 流 是 远 远大 于 一 般 交 流 发 电机 的 输出 电流 极限 的 , 因而 
成 为 一 个 较 大 的 问题 . 解决 这 个 问题 的 一 个 方案 , 是 选用 多 图 螺 管 式 结构 , 这 样 所 
需要 的 电流 可 以 相应 地 减 小 , 但 高 频 电压 则 相应 地 增加 了 . 更 突出 的 问题 是 , 由 于 
圈 与 圈 之 间 存 在 着 电位 差 . 所 以 电磁 场 的 分 布 其 为 复杂 , 很 难 准确 地 计算 出 来 . 经 
过 研究 . 我 们 决定 试用 高 @ 值 的 模 路 来 获得 百 安 以 上 的 高 频 电 流 , 即 把 产生 标准 场 
的 电流 圆 环 与 能 承受 大 电流 的 电容 器 并 联 , 用 来 形成 高 9 值 的 槽 路 . 这 样 , 当 这 个 
槽 路 的 固有 频率 与 高 频 电源 的 频率 谐振 时 , 横路 中 的 电流 很 大 , 而 高 频 的 电源 的 输 
出 电流 并 不 大 , 从 而 解决 了 获得 高 频 大 电流 的 问题 . 当然 模 路 中 要 达到 一 百 多 安培 
的 大 电流 , 其 @ 值 必须 很 高 . 我 们 计算 的 结果 表明 , @ 值 达到 几 百 的 模 路 是 可 以 制 
作出 来 的 , 以 后 的 实验 也 证 明了 这 一 点 . 

不 过 , 对 于 百 安 以 上 的 高 频 电流 , 由 于 和 集 肤 效应 , 电流 环 上 的 焦耳 热 损耗 仍 太 
大 . 例如 在 2 兆赫 时 , 可 达到 百 瓦 以 上 . 随 着 频率 的 增加 , 损耗 值 还 要 有 所 增加 . 为 
了 减少 焦耳 热 , 需要 增加 电流 圈 的 表面 面积 , 我 们 曾 考虑 将 电流 圈 改 为 由 落 铜 板 做 
成 的 圆 简 , 但 因 电流 在 简 面 上 的 分 布 是 不 均匀 的 , 致使 磁场 的 分 布 不 容易 计算 , 最 
后 研究 改 为 一 种 由 五 个 圆 环 并 联结 构 . 这 种 结构 的 好 处 是 各 个 环 上 的 电流 可 分 别 
进行 测定 , 因而 磁场 的 分 布 便 可 以 准确 地 计算 . 高 频 电流 的 测定 方法 仍然 是 用 热电 
元 件 . 
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测量 近 区 磁场 的 标准 仪器 可 以 采用 单 圆 环 作为 接收 天 线 . 此 接收 天 线 的 内 阻抗 
以 及 它 在 上 述 标准 磁场 中 的 感应 电动 势 是 可 以 准确 计算 的 ， 高 频 电 压 的 测量 亦 用 
真空 热电 元 件 加 配 电阻 来 完成 . 

标准 电场 和 标准 磁场 装置 的 馈 电 , 都 要 求 两 极 是 对 地 平衡 的 ， 高 频 电 源 (发 射 
机 ) 的 输出 电压 要 稳定 并 应 具有 正弦 波形 . 另外 , 电 于 必须 是 可 调 的 . 


M.4 ”电场 标定 的 研究 与 实践 


对 电场 的 标定 , 我 们 以 标准 场 法 为 主 , 并 用 标准 仪器 法 来 作 验证 , 以 提高 标定 
结果 的 可 信 度 , 并 确定 其 误差 . 

标定 的 强 场 范围 为 1V.m-! 直到 1600V.m-:!. 

下 面 将 研究 情况 汇总 如 下 : 

(A) 标准 场 法 

我 们 采用 平行 板 电容 器 来 产生 标准 场 . 它 的 原理 较 简 单 , 设 两 块 平行 板 之 间 的 
距离 为 a, 则 当 加 上 电压 V 以 后 , 其 间 的 场 强 即 为 (本 文中 将 采用 实用 单位 制 ): 

V 


E= 可 : (M.1) 


不 过 , 此 公式 严格 说 来 只 能 在 静电 情况 下 而 且 平行 板 为 无 穷 大 平面 时 才 成 立 . 
在 高 频 情况 下 , 平行 板 间 的 电压 会 随 着 位 置 变化 而 变化 , 这 种 变化 亦 具 有 波 的 特性 ， 
因而 称 为 波 效 应 . 另外 , 当 平 行 板 为 有 限 平 面 时 , 由 于 边缘 效应 的 存在 , 两 板 间 的 电 
力 线 在 靠近 边缘 处 不 再 是 直 的 而 是 向 外 凸 出 的 . 这 些 因素 都 使 得 实际 场 强 值 与 式 
(M.1) 发 生 一 定 的 偏离 . 

以 上 还 只 就 纯粹 的 平行 板 来 说 . 实际 标定 时 , 在 两 板 间 要 置 入 场 强 仪 的 接收 天 
线 . 它 的 引入 会 使 平行 板 上 的 电荷 分 布 发 生变 化 , 从 而 使 电场 的 值 也 发 生 改变 . 这 
是 造成 误差 的 第 二 方面 因素 . 

第 三 方面 因素 是 “电压 测量 ”和 “两 板 间 距离 测量 ”的 误差 . 特别 前 者 受到 许 
多 高 频 效应 的 影响 , 常常 是 产生 误差 的 主要 因素 之 一 . 最 后 还 要 考虑 的 是 ,“ 在 两 板 
间接 上 测 电压 的 装置 ” 对 电场 分 布 产 生 的 影响 . 

下 面 , 我 们 先 对 装置 作 一 简单 介绍 , 然后 对 上 述 各 种 引起 误差 的 因素 逐个 地 加 
以 分 析 . 

(A.1) 装置 介绍 

电容 器 两 平行 板 固定 在 绝缘 支架 上 . 高 频 电 源 (发 射 机 ) 的 输出 如 果 对 地 是 不 
平衡 的 , 则 应 经 转换 器 变 成 平衡 输出 后 再 加 在 两 板 上 . 为 了 保证 精度 高 频 电 压 V 是 
用 真空 热电 元 件 配 上 高 频 电阻 再 通过 导线 跨 接 在 两 极 板 间 来 测量 的 ， 热 电 元 件 置 
于 测量 装置 的 中 心 , 电阻 元 件 则 均衡 地 置 于 热电 元 件 两 侧 . 热电 元 件 输出 端 接 有 高 
频 扼 流 圈 和 旁 路 电容 , 然后 将 输出 送 到 电位 差 计 进行 测量 . 


. 416 . 附 录 


(A.2) 边缘 效应 和 波 效应 对 场 分 布 的 影响 

边缘 效应 对 场 分 布 的 影响 主要 是 在 极 板 边缘 的 附近 , 因此 , 当 我 们 研究 此 效应 
所 引起 的 误差 时 , 可 以 应 用 半 无 穷 平行 板 的 场 分 布 作 出 估计 . 

对 于 一 个 半 无 穷 的 平行 板 , 它 的 静电 场 分 布 可 以 用 保 角 变 换 的 数学 方法 严格 解 
出 . 当 两 板 对 地 电位 各 为 三 时 , 在 其 正中 间 平面 上 , 场 强 只 有 垂直 极 板 的 分 量 , 其 


值 为 : 
V 1 


ditw 
式 中 的 v 为 z 的 函数 、d 为 平行 板 间 的 距离 (参见 图 M.1), 4 与 z 的 关系 由 下 式 确 
定 : 


(M.2) 


z= (utinutl). (M.3) 


这 样 , 对 于 任 一 个 z, 由 式 (M.3) 解 出 ww 即 可 按 式 (M.2) 定 出 五 . 

[和 V 

在 边缘 上 即 z = 0 点 , 与 了 相差 约 22%, 到 
xz z= 5 处 降 为 1.5%, 而 到 z = 3d 时 , 就 只 有 0.33% 了 . 
根据 上 述 计算 , 如 果 我 们 的 标定 是 在 电容 器 中 心 直 径 
图 M1 平行 板 电 容器 。” 为 0.25m 的 范围 内 进行, 并 要 求 边缘 效应 所 引起 的 误 
， 差 要 小 于 0.33%, 则 当 d = 0.5m 时 , 平行 板 尺寸 不 应 
小 于 1mx lm. 

下 面 再 来 研究 波 效应 的 影响 . 我 们 知道 , 当 两 板 之 间接 上 的 不 是 直流 电源 而 是 
交 变 电 源 (特别 是 高 频 电源 ) 时 , 板 面 上 将 有 交 变 电流 (以 随时 调整 板 面 上 的 电荷 分 
布 ). 此 交 变 电流 所 感应 的 电动 势 ( 即 分 布 电感 效应 ) 就 会 使 两 板 间 的 电压 随 着 位 置 
变化 . 粗略 地 看 , 可 以 把 平行 板 当 作 是 一 个 开路 的 传输 线 , 因此 , 在 平行 板 的 一 边 馈 
以 高 频 电 压 以 后 , 其 上 就 形成 一 个 驻 波 , 从 而 电压 的 分 布 将 是 不 均匀 的 . 要 精确 地 
计算 板 上 各 点 的 电压 是 比较 困难 的 , 但 可 以 用 实验 的 方法 来 进行 测量 , 文献 [2] 曾 
给 出 了 实验 测量 的 结果 , 这 里 不 再 详 述 . 

从 上 面 的 说 明 可 以 看 出 , 波 效 应 对 平行 板 标准 场 法 在 高 频 的 应 用 提出 了 限制 . 
不 过 , 我 们 可 以 采取 一 些 改 进 的 措施 , 例如 改变 电压 的 测量 点 使 它 更 接近 中 心 点 , 这 
样 误差 可 以 减少 相当 多 . 另外 如 果 馈 电 不 是 只 在 一 点 , 而 是 采用 多 根 导线 作 成 一 户 
形 过 渡 段 , 估计 中 心 点 与 测量 点 (位 于 平行 板 的 侧 边 上 ) 的 电压 差 还 可 进一步 减少 . 

综合 以 上 的 结果 , 我 们 看 到 , 边缘 效应 和 波 效 应 对 平行 板 的 尺寸 提出 了 相反 的 
要 求 . 从 边缘 效 应 考虑 , 板 的 尺寸 越 大 越 好 , 它 要 求 比值 了 大 (Z 为 平行 板 的 边 长 
d 为 平行 板 的 间距 ); 而 从 波 效应 考虑 , 板 的 尺寸 越 小 越 好 , 它 要 求 过 比 约 化 波长 六 
(六 =A/2r) 小 得 多 . 如 果 想 通过 减少 d 值 来 解决 此 项 矛盾 , 又 会 引起 其 他 问题 ( 参 
见 下 面 A.3 小 节 ), 因此 , 在 决定 板 的 尺寸 时 , 我 们 只 能 根据 具体 的 频率 范围 , 权衡 
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两 者 影响 的 轻重 来 作出 适当 的 安排 . 一 般 来 说 , 对 高 频段 , 波 效应 影响 重要 , 尺寸 应 
该 取得 小 些 . 

当 频 率 在 100kHz 到 30MHz 的 范围 , 两 板 距 离 d 为 0.5m 时 , 平行 板 的 尺寸 可 
以 选取 两 个 值 . 一 个 是 1mx1lm, 使 用 范围 为 100kHz 到 10MHz( 或 20MHz). 根据 
文献 [2] 的 估计 , 10MHz 时 波 效应 误差 约 1%. 当 电 压 改 在 侧 边 中 心 点 测量 以 后 , 此 
项 误差 可 降 到 0.5% 以 下 . 至 于 边缘 效应 , 如 前 所 述 , 在 中 心 点 附近 工作 区 (直径 为 
25cm 的 圆 ) 所 引起 的 误差 不 超过 0.33%. 平行 板 的 另 一 种 尺寸 是 0.6mx0.6m, 适用 
于 10MHz( 或 20MHz) 到 30MHz. 30MHz 时 波 效应 引起 的 误差 约 为 2%. 边缘 效应 
误差 在 中 心 点 附近 区 域 (直径 为 10cm 的 圆 ) 约 为 1.5%. 

以 上 两 种 效应 都 是 使 得 实际 场 强 值 比 式 (M.1) 所 给 出 的 值 小 , 我 们 把 这 种 误差 
的 符号 规定 为 正 . 

(A.3) 接收 天 线 的 置 入 对 平行 板 电场 分 布 的 影响 

以 上 考虑 的 是 纯粹 平行 板 电容 器 的 电场 分 布 . 实际 标定 时 要 置 入 场 强 仪 的 接收 
天 线 . 当 接 收 天 线 置 放 到 平行 板 之 间 以 后 , 由 于 天 线 上 感应 的 电荷 又 会 反 过 来 改变 
平行 板 上 的 电荷 分 布 , 所 以 真正 作用 到 接收 天 线 上 的 外 电场 并 不 就 是 原来 平行 板 间 
的 电场 . 当 我 们 将 标准 场 法 与 标准 仪器 法 互相 验证 时 , 也 会 发 生 同 样 的 问题 , 另外 ， 
上 述 接收 天 线 与 平行 板 的 相互 作用 还 会 影响 接收 天 线 的 内 阻抗 ， 这 一 问题 将 在 标 
准 仪器 法 中 讨论 . 

接收 天 线 置 入 后 , 平行 板 上 电荷 分 布 的 改变 、 是 天 线 上 的 电荷 反 过 来 又 在 平行 
板 上 感应 电荷 的 结果 . 此 感应 电荷 所 产生 的 附加 场 AE, 可 以 用 镜像 法 来 估计 . 设 接 
收 天 线 的 电 偶 极 矩 为 P, 则 由 镜像 法 求 出 


P 1 1 1 
As (1t+i+irli+... 
Neo (1+ 训 + 训 + 训 + ) 


P 1.2 ， 
~ neod3 《3) ~ nxeod3 PF (M.4) 


上 式 中 的 C(x) 为 黎 曼 5 函数 ,5(3) = 1.2020.…. 剩 下 的 问题 就 是 给 出 P 的 估计 和 值 . 
PP 的 值 在 天 线 两 臂 短 路 时 最 大 . 设 天 线 的 电容 为 CA、 有 效 长 度 为 Zef、 两 璧 短路 
时 其 上 各 带 的 电荷 为 +Q, 则 @ 的 值 由 下 式 确定 : 


QQ 一 CALerk. (M.5) 
再 设 天 线 的 总 长 度 为 L, 则 有 : 
P< QL= CaLLegE, (M.6) 


于 是 有 AE CALL 
A e 王 
万 <1.2 Nerds 


(M.7) 
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对 于 我 们 标准 测量 仪器 中 所 使 用 的 双 球 天 线 ( 球 半径 ro 为 2.5cm, 两 球 间距 离 

为 lcm)， 
L ~ 4ro, 了 ef 多 270, CA = 4m70， 
于 是 有 
3 
二 <40 (3) . (M.8) 
我 们 看 到 , 相对 误差 7( 即 AE/E) 与 ro/d 的 三 次 方 成 正比 . 因此 车 要 7 小 , 就 必 
须 两 板 距 离 d 比 球 半径 ro 大 得 多 , 这 就 是 前 面 所 说 的 d 不 能 取得 太 小 的 原因 . 在 
ro 确定 后 , 式 (M.8) 就 对 a 的 下 限 值 给 出 了 限制 . 对 我 们 的 标准 装置 , ro = 2.5cm,， 
d = 50cm, 因此 得 出 相对 误差 
7 < 0.5%. 


再 来 看 场 强 仪 所 用 的 双 圆 柱 天 线 , 它 的 电容 和 有 效 长 度 可 由 下 式 计算 : 


meoL 
L 3 
2 (in py 1) (M.9) 
1 
Lof 入 a 


CA 儿 


上 式 中 的 a 代表 圆柱 的 半径 , 工 为 天 线 的 总 长 度 . 代入 式 (M.7) 后 , 得 出 
AR 1 (分 
一 < 一 (|). (M.10) 
E L d 
4 (hn 到 - 1) 


当 工 取 为 20cm、a 取 为 0.5cm 时 , AE/E < 0.8%. 
还 有 一 种 估计 P( 接 收 天 线 的 电 偶 极 矩 ) 的 上 限 值 的 方法 . P 应 小 于 一 个 以 工 


3 
为 直径 的 金属 球 在 电场 E 中 的 感应 偶 极 矩 4neo . (了 万, 即 


P< TLE. (M.11) 
将 上 式 代 入 式 (M.4) 后 , 得 出 的 结果 是 
AE 3 
<06 (了 (M.12) 


对 于 我 们 标准 测量 仪器 中 的 双 球 天 线 , 由 此 给 出 : 


人 .39 (2). 


(M.13) 
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此 上 限 值 与 式 (M.8) 很 相近 . 但 此 方法 对 双 圆 柱 天 线 并 不 适用 , 因 双 圆柱 天 线 与 大 
球 相差 太 大 , 按 大 球 算出 的 上 限 值 离开 实际 值 过 远 . 
最 后 , 我 们 指出 , 此 项 效应 使 得 实际 场 强 值 比 “由 式 (M.1) 所 给 出 的 ” 场 强 值 


大 ,按照 前 面 的 规定 , 误差 4 的 符号 应 为 负 即 4 - _ ( = 等 ) 这 意味 着 它 


与 前 述 两 种 效应 的 影响 是 相 消 的 . 
(A.4) 高 频 电压 测量 的 误差 
平行 板 之 间 高 频 电 压 的 测量 是 产生 误差 的 一 个 重要 方面 , 需要 较 仔 细 地 研究 . 
首先 要 说 明 的 是 , 我 们 不 能 用 现成 的 高 频 伏特 计 来 作 测 量 , 因为 我 们 的 平行 板 是 对 
地 平衡 的 , 而 一 般 高 频 伏 特 计 却 不 是 . 另外 , 一 般 高 频 伏特 计 体 积 较 大 , 将 它 靠 近 平 
行 板 时 会 对 场 有 较 大 影响 , 它 的 量程 也 常 达 不 到 我 们 所 要 求 的 那样 大 . 
在 我 们 采用 的 热电 式 测量 装置 中 , 主要 有 下 述 三 个 效应 会 引起 测量 上 的 误差 . 
(a) 真空 热电 元 件 和 电阻 元 件 阻 抗 值 的 误差 : 
平行 板 间 的 电压 是 公式 : 
V = Rel (M.14) 
来 确定 的 . 上 式 中 的 了 为 热电 元 件 所 测 出 的 高 频 电流 ; Rs 为 热电 元 件 加 热 丝 与 电 
阻 元 件 的 总 电阻 . 在 这 里 , 我 们 把 电阻 元 件 以 及 加 热 丝 都 看 成 是 纯 电 阻 , 而 且 其 阻 
值 用 的 就 是 直流 阻 值 . 实际 上 , 由 于 集 肤 效应 , 高 频 阻 值 与 直流 阻 值 并 不 一 定 相等 . 
另外 , 除了 电阻 以 外 还 会 有 电抗 . 特别 是 , 若 加 热 丝 的 高 频 阻 值 与 直流 阻 值 有 差别 ， 
还 将 影响 电流 I 测量 的 精确 度 , 因为 热电 元 件 的 电流 测量 是 用 直流 来 标定 的 . 为 了 
减少 这 些 因素 所 引起 的 误差 , 对 电阻 元 件 需 作 适当 的 选择 . 首先 , 我 们 选用 了 薄膜 
型 电阻 . 这 种 电阻 的 值 随 频 率 变化 很 微小 ， 真空 热电 元 件 的 加 热 丝 由 于 非常 细 , 其 
电阻 值 随 频 率 的 变化 也 是 很 小 的 . 如 令 4R 表示 电阻 改变 的 相对 值 , 即 
As_B = 已 
其 中 的 及 代表 直流 阻 值 ; R 代表 高 频 阻 信 , 则 对 于 丝 状 电阻, 有 
ARY—2 2) %. (M.15) 


上 式 中 的 ro 代表 丝 的 半径 , 5 代表 和 集 肤 厚度 . 此 式 是 根据 柱 面 电磁 波 的 解 以 及 贝 塞 
尔 函 数 的 级 数 展开 式 求 出 的 , 适用 于 了 2 < 1.5( 相 应 于 ha 的 绝对 值 小 于 10%) 的 
情况 . 将 集 肤 厚度 公式 和 直流 阻 值 公式 代入 后 , 得 

ARO -3 x 10-1296， (M.16) 
其 中 的 1 代表 丝 的 长 度 (单位 为 m), f 代表 频率 (Hz)、 我 们 用 的 真空 热电 元 件 ， 
1 = 6 x 10-3m, 对 于 量程 为 6mA 和 10mA 的 真空 热电 元 件 , R 分 别 约 为 90 和 40Q， 
即使 f 达 30MHz 时 , 集 肤 效应 所 引起 的 阻 值 误 差 仍 是 很 微小 的 . 
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对 于 薄膜 电阻 4 可 以 用 下 式 来 估计 ， 
a 4 ， 
Ap~ -9 (9) %, (M.17) 


式 中 的 d 代表 膜 的 厚度 , 6 仍 为 集 肤 厚度 . 同样 , 在 代入 集 肤 厚度 公式 和 直流 阻 值 
公式 后 , 可 将 上 式 化 为 : 


2 
Ap~ (#) x 10-1296， (M.18) 
这 里 的 ro 代表 瓷 棒 的 半径 ( 膜 即 镀 在 它 的 上 面 ) 由 于 5 之 1 电阻 元 件 的 阻 值 RR 
一 般 又 较 大 , 故 注 膜 电阻 的 AR 的 绝对 值 是 极其 微小 的 . 

选用 电阻 元 件 时 还 要 注意 的 一 个 问题 是 阻 值 随 温度 的 变化 ， 我们 曾 用 过 两 种 
薄膜 电阻 , 一 种 是 硅 酸 钢 膜 的 , 一 种 是 金属 膜 的 . 前 者 的 主要 优点 是 能 承受 较 大 的 
功率 , 但 后 来 发 现 , 随 着 电阻 元 件 的 发 热 ， 它 的 阻 值 有 较 大 幅度 的 下 降 、 于 是 才 全 
部 改 用 金属 膜 电阻 

下 面 再 来 讨论 电抗 的 影响 . 对 于 电阻 元 件 , 这 里 只 需 考虑 两 端 接线 帽 “ 内 侧面 ” 
的 电容 对 电阻 的 短路 效应 , 其 余 的 分 布 电容 和 分 布 电感 的 作用 将 放 在 下 文中 讨论 . 
加 热 丝 的 电容 效应 很 微小 (一 方面 因为 电容 本 身 很 小 , 另 一 方面 加 热 丝 电阻 不 大 )， 
需要 考虑 的 只 是 电感 的 影响 . 而 对 于 标准 法 中 所 用 的 量程 为 6 和 10mA 的 真空 元 
件 来 说 , 电感 的 影响 也 仍 是 可 以 忽略 的 . 因为 它们 的 加 热 丝 电阻 约 为 90 和 409, 而 
它们 的 电感 Lr 只 有 8 x 10-9H 左右 , 这 样 , 即使 到 30MHz, 忽略 去 感 抗 所 引起 的 
阻抗 误差 亦 只 不 过 是 

2.w2 


5 pa TT. -4. 
3° -a 7.2x10 


在 上 式 中 , R 的 值 是 用 409 代 进 去 的 ， 若 取 为 909, 误差 将 更 小 . 

从 理论 上 粗略 地 估计 , 2、1、= > 和 IW 的 金属 膜 电阻 的 接线 帽 的 内 侧面 电容 分 

别 小 于 等 于 0.025、0.021、0.009、 6 0053DF. 如 果 我 们 要 求 电容 引起 的 阻抗 值 改变 小 

于 1%, 则 对 0.025pF 的 帽 内 侧面 电容 而 言 , 不 同 频率 时 的 阻 值 的 最 大 限 Rw 如 下 
式 所 示 : 

Rw = v 硬 

M 二 
Cw 


式 中 的 C 为 帽 电容 , ” 为 阻抗 改变 的 百分比 . 
帽 电容 的 短路 效应 使 实际 电压 值 比 按 式 (M.14) 计算 的 值 要 小 , 相应 的 4 值 为 


(M.19) 


正 . 

热电 元 件 实验 的 线路 如 图 M.2 所 示 . 保持 信号 发 生 器 输出 电压 不 变 (用 高 频 
伏特 计 监测 ), 考察 频率 变化 时 热电 元 件 上 电流 了 是 否 为 常数 . 我 们 在 8~20MHz 范 
围 进 行 了 实验 , 所 测 出 的 频 响 曲线 在 测量 误差 范围 内 是 平坦 的 (测量 误差 <1%). 
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M.2 ”热电 元 件 实 线 的 线路 


(b) 热电 元 件 输出 引线 的 接收 效应 所 引起 的 误差 

热电 元 件 输出 引线 也 就 是 从 热 偶 到 电位 差 计 之 间 的 传输 线 . 它 上 面 可 以 感应 两 
种 电动 势 : 一 种 是 交 变 磁场 引起 的 , 即 传输 线 作为 一 个 磁 接收 天 线 所 感应 的 电动 势 
(所 谓 的 异 极 拾取 ). 此 种 交 变 电动 势 虽然 不 会 直接 在 电位 差 计 中 读 出 来 , 但 它 可 以 
加 热 热 偶 丝 从 而 产生 一 个 直流 电动 势 再 送 到 电位 差 计 中 . 为 了 消除 此 项 效应 , 应 该 
将 两 根 传输 线 粘 在 一 起 (或 交办 起 来 ), 并 在 热 侦 输 出 端 紧 接 上 高 频 扼 流 圈 和 旁 路 电 
容 . 另外 一 种 电动 势 是 交 变 电场 引起 的 , 即 传 输 线 作为 电 接收 天 线 所 接收 的 电动 势 
(所 谓 的 同 极 拾取 ), 此 项 电动 势 所 引起 的 交 变 电流 可 以 通过 偶 丝 与 加 热 丝 之 间 的 电 
容 而 进入 加 热 丝 电路 中 , 它 不 仅 通 过 加 热 热 偶 丝 和 加 热 丝 而 引起 误差 , 还 使 得 加 热 
丝线 路 中 电流 不 是 一 个 常数 而 影响 式 (M.14) 的 有 效 性 . 为 了 消除 此 项 效应 , 应 使 
传输 线 处 处 与 电场 垂直 (我 们 之 所 以 要 对 平行 板 采用 的 平衡 馈 电 , 主要 原因 之 一 就 
在 这 里 ). 这 时 只 要 热电 元 件 以 及 传输 线 和 电位 差 计 都 位 于 两 极 的 正中 间 面 上 (此 
面 为 对 零 电位 面 ), 就 可 基本 消除 此 项 误差 . 另外 , 输出 引线 上 所 连接 的 高 频 扼 流 图 
也 能 起 到 阻止 此 种 高 频 电 流 进 入 热电 元 件 的 作用 .以 上 措施 的 有 效 性 可 通过 实验 
来 检验 , 方法 是 将 电 元 件 的 输入 引线 (以 及 附近 的 电阻 ) 去 掉 , 并 将 输入 端 短路 , 其 
至 接 上 一 个 导体 球 (以 增加 对 地 电容 ), 看 电位 差 是 否 还 有 读数 . 

我 们 的 实验 结果 表明 , 上 述 措 施 是 有 效 的 , 而 若 不 采取 上 述 措 施 , 不 仅 会 产生 
很 大 的 误差 , 甚至 还 会 将 热电 元 件 烧 毁 . 我 们 为 了 研究 此 项 误差 的 大 小 , 曾 试 不 采 
用 上 述 措施 以 作对 比 , 结果 曾 烧 毁 一 个 热电 元 件 . 

此 外 , 当 热 电 元件 处 于 对 地 零 电 位 面 上 时 , 还 可 消除 它 直接 对 地 电容 所 引起 的 
误差 . 

传输 线 上 感应 电动 势 的 加 热效应 使 得 电位 差 计 读数 变 大 , 因此 它 所 引起 的 误差 
符号 是 正 的 . 

(c) 跨 接线 上 及 电阻 上 波 效应 所 引起 的 误差 

我 们 测 电压 用 的 热电 元 件 和 附近 电阻 都 位 于 跨 接线 的 中 心 附近 , 如 果 它 们 的 长 
度 同 两 板 距 离 d 相 比 很 小 , 可 以 忽略 , 那么 RsT 实际 上 代表 的 是 跨 接线 中 端 处 的 电 
压 (用 W 表示 ), 而 我 们 要 测 的 却 是 两 极 间 的 电压 (用 V 表示 ). V 与 WwW 是 有 差别 
的 , 因为 在 跨 接 线 上 的 电压 具有 波 的 性 质 . 换 句 话说 , 由 于 导线 上 存在 着 分 布 电感 
和 相应 的 电动 势 , 它 上 面 的 电压 不 再 是 一 个 常数 . 
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另外 , 跨 接 线 上 电阻 元 件 的 长 度 有 时 亦 不 可 以 忽略 . 例如 当 电阻 是 由 两 三 个 元 
件 串联 而 成 时 , 它 的 长 度 可 达到 两 三 个 厘米 . 在 频率 较 高 而 阻 值 又 大 时 , 分 布 电容 
的 效应 可 以 引起 相当 的 误差 .也 就 是 说 , Ww( 它 仍 代表 由 热电 元 件 和 附近 电阻 所 构 
成 的 组 件 的 端 电压 ) 将 与 Rs7 的 值 不 相同 . 

此 两 项 误差 都 可 用 电报 方程 来 估计 : 

先 看 第 一 个 效应 . 电报 方程 告诉 我 们 , 电压 的 改变 是 由 分 布 电感 L 和 电流 了 决 
定 的 , 而 电流 7 的 改变 又 与 分 布 电 容 C 有 关 . 令 Re = 去 (我 们 近似 地 取 工 与 C 
为 常数 ), 则 从 电报 方程 可 得 出 : 


(M.20) 


RB-R a 
v= (1+ 8R2 X27)’ 


上 式 中 的 六 (= 去 ) 代表 约 化 波长 ; V 和 Ww 皆 指 电压 的 绝对 值 . 由 此 可 见 ， 当 
R= Rc 即 阻抗 正好 匹配 时 , V 就 等 于 WW, 否则 V 将 与 WW 有 差别 . 相对 误差 为 
-7 _ RR-Ra 
Wh 8R2 AX2 
我 们 的 Rc 值 在 400 ~ 6009 之 间 . 在 频率 高 、Rs 小 时 , 此 项 误差 可 能 很 大 . 例如 车 
频率 为 30MHz, Rs 等 于 了 Ro 即 100~150Q 时 , 4 约 达 20%. 这 就 使 得 高 频 小 电压 
的 测量 比较 困难 . 作 这 种 测量 时 应 选择 量程 尽 可 能 小 的 热电 元 件 , 以 提高 Rs 的 值 . 
在 Rs 六 Rc 时 , 式 (1.21) 简化 为 


A~3 (#). (M.22) 


这 时 的 4 与 Rs 的 值 无 关 , 只 由 频率 决定 . 在 频率 为 30MHz 时 , 4 约 为 1.2%. 

再 来 考察 第 二 个 效应 , 即 W 与 RsT 间 的 偏差 . 令 L' 和 0’ 代表 电阻 上 的 分 布 
电容 和 分 布 电感 、b 为 一 侧 电 阻 的 长 度 、L' 和 C' 也 近似 地 取 为 常数 . 这 时 从 电报 
方程 可 得 出 : 


A 


(M.21) 


1 172uw2 1 
WN Rol |1 pb 2rm12 2 二 Tv,,2 
o~ Rs | + (高 碟 + LC | (M.23) 
因此 ， 
RsI— VW 
4 = 一 一 一 一 
RsI 


1 
~ (高 慌 co 十 二 一 co ， (M.24) 
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其 中 的 第 一 项 代表 分 布 电容 对 电阻 的 短路 作用 所 引起 的 误差 ; 第 二 项 代表 分 布 电感 
与 电阻 的 串联 (从 而 导致 阻抗 增 大 ) 所 产生 的 误差 ; 第 三 项 反映 上 述 分 布 电感 又 为 
分 布 电容 短路 所 引起 的 效应 . 如 令 有 = VDOC, 记 = 也 Cuw2 则 式 (M.24) 又 可 
表 为 : 


180R2 +2 及 -6/ 
对 于 Rs > Rs 的 情况 , 第 一 项 是 主要 的 , 这 时 4 即 化 为 


4= -rw (3 Ra 1R2 3) 


(M.25) 


1 2 一 /1272 2 
= 一 一 . M.26 
4= -180RC"bw (M.26) 


上 式 中 的 分 布 电容 C' 约 在 7 ~ 14pF/m 范围 . 车 频率 为 30MHz,b 为 2cm 则 
14| = 1% 所 相应 的 Rs 值 为 50~25kQ. 此 效应 对 Rs 也 是 一 个 重要 的 限制 , 它 使 得 
高 频 时 对 高 电压 的 精确 测量 比较 困难 . 

从 式 (M.22) 和 (M.26) 我 们 看 到 , 在 Rs 较 大 时 , 此 两 个 4 符合 相反 , 因而 彼 
此 抵消 了 一 部 分 . 

(A.5) 热电 元 件 电路 对 平行 板 电 压 分 布 的 影响 

在 (A.2) 小 节 中 . 我 们 考虑 了 平行 板 上 电压 分 布 的 波 效 应 . 但 那里 所 讨论 的 是 
纯 平行 板 的 情况 . 没有 计 入 热电 元 件 的 电路 的 影响 , 此 电路 的 影响 有 两 个 方面 : 其 
一 是 电路 上 电荷 电流 将 产生 一 个 附加 的 电场 ; 其 二 是 此 电路 的 接 通 改变 了 平行 板 上 
的 电流 和 电荷 的 分 布 状态 , 从 而 改变 了 测量 点 的 电压 与 中 心 点 电压 之 间 的 关系 . 前 
一 效应 因 电 路 处 于 平行 板 的 边缘 上 , 对 平行 板 中 心 区 影响 很 小 , 所 以 我 们 只 来 估计 
后 一 效应 所 引起 的 误差 , 并 研究 Rs 的 值 要 多 大 此 电路 才 可 看 作 是 断 开 的 , 即 可 按 
(A.2) 小 节 中 的 结果 来 处 理 . 

我 们 可 以 粗略 地 把 平行 板 当 作 传 输 线 , 来 考虑 当 测 量 点 接 上 负载 Rs 以 后 , 测 
量 点 电压 与 中 心 点 电压 间 的 差 值 . 与 式 (M.21) 相仿 , 此 项 误差 为 

2 _ BE? 12 

Rc 代表 平行 板 电 容器 作为 传输 线 的 特性 电阻 ， 当 测量 点 取 为 平行 板 外 端的 中 间 点 


(M.27) 


时 , 1 即 为 平行 板 边 长 的 一 半 . 瓦 c 的 值 可 用 E ~ 去 来 估计 , 其 中 局 代表 平行 


板 单位 长 度 上 的 电容 , C > so. 21/dv 为 真空 中 光速 . 于 是 得 出 Rc 的 值 >180Q. 式 
(M.27) 告诉 我 们 , Rs 不 能 比 Rc 小 得 多 , 否则 将 引起 大 的 误差 . 当 Rs > Rc 时 ， 
结果 就 与 电路 断 开 时 一 样 , 也 就 回 到 了 (A.2) 小 节 所 讨论 的 情况 . 由 此 可 见 , 条 件 


Rs > Ro (M.28) 
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可 以 作为 (A.2) 小 节 中 的 结果 能 成 立 的 判 据 . 

关于 标准 场 法 的 误差 分 析 就 进行 到 这 里 , 还 有 一 些 产 生 误差 的 因素 , 例如 电容 
器 板 的 平行 度 、 距离 d 的 测量 准确 度 、 电 位 差 计 的 精度 、 电 阻 阻 值 测量 的 精度 、 热 
电 元 件 直 流 校准 的 精度 等 , 也 都 是 实际 工作 中 必须 注意 的 , 在 这 里 不 再 作 讨 论 . 


(B) 标准 仪器 法 


我 们 用 的 标准 测量 仪器 由 双 球 天 线 、 真 空 热电 元 
件 和 电位 差 计 组 成 , 如 图 M.3 所 示 . 真空 热电 元 件 输 
出 端 加 了 高 频 扼 流 图 和 旁 路 电容 , 以 消除 输出 引线 感 
应 电动 势 所 引起 的 误差 . 实验 时 , 双 球 是 用 尼龙 丝 悬 挂 
在 平行 板 内 , 两 球 的 间距 可 由 显 微 测 距 仪 精确 地 测定 . 

(B.1) 双 球 天 线 的 电容 和 天 线 的 有 效 长 度 

当 一 个 小 偶 极 接收 天 线 置 放 得 与 外 电场 平行 时 ， 
它 上 面 的 感应 电动 势 5 由 下 式 表 示 : 


图 M.3” 双 球 天 线 与 测量 线路 
€ = ELog, (M.29) 


互 为 外 电场 强度 、Fe 为 偶 极 天 线 的 有 效 长 度 . 此 电动 势 也 就 等 于 天 线 中 端 断 开 时 
的 端 电压 . 
若 偶 极 天 线 的 内 阻抗 为 Zs, 则 当 输 出 端 接 上 负载 Z 以 后 , 流 过 负载 的 电流 即 


为 : 
ELef 
-地 (M.30) 
于 是 ， 
= Gato (M.31) 
eff 


由 此 可 见 , 只 要 我 们 能 计算 出 Lor 和 2ZA, 那么 场 强 EE 就 可 由 负载 2 和 电流 了 的 
值 来 确定 . 在 我 们 的 装置 中 , Z 就 是 热电 元 件 的 加 热 丝 电阻 和 元 件 的 电阻 , 它 可 用 
直流 电 法 测定 , 这 样 , 唯一 需要 测量 的 就 只 是 电流 工 

我 们 所 用 的 铜 球 , 直径 D 为 5cm, 两 球 间距 为 cm. 由 于 (D/ 六 )2 < 1, 故 两 
球 间 电压 的 分 布 可 看 作为 一 常数 . 于 是 双 球 天 线 的 内 阻抗 就 只 是 容 抗 , 我 们 需要 计 
算 的 也 就 是 双 球 的 静电 容 CA. 

在 两 球 间 电压 分 布 可 作为 常数 的 情况 下 , 有 效 长 度 Feg 同样 也 可 以 用 静电 方 

需要 指出 的 是 , 在 频率 低 时 , 天 线 阻 抗 1/Caw 变 得 很 大 , 而 用 国产 热电 元 件 来 
测量 高 频 电流 , 最 小 只 能 测 到 1 ~ 2mA. 因此 , 上 述 标准 仪器 装置 只 适用 于 频率 较 
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高 、 场 强 较 大 情况 . 而 这 正 是 平行 板 电容 器 (标准 场 法 中 采用 的 ) 出 现 较 大 误差 的 
情况 . 这 样 , 此 处 的 标准 仪器 法 正好 补充 了 标准 场 法 的 不 足 之 处 . 
应 用 双 球 坐标 系 来 分 离 变数 , 可 求 出 电容 CA 的 公式 为 : 


ro ,To 1+ ch(2!+ Dé -Grr 
二 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 M.32 
CA 一 二 十 了 sh > sh + 1)é (M.32) 


式 中 的 函数 chz 和 shz 代表 双 曲 余弦 和 双 曲 正弦 函数 , ro 为 球 的 半径 ,< 由 下 式 确 
定 : 
E _ sm 一 2r2 十 bv 62— dr (M.33) 


2r2 
b 代表 两 球 心 之 间 的 距离 . 当 ro 和 的 单位 为 厘米 时 , 由 式 (M.32) 算出 的 Ca 亦 
以 厘米 为 单位 . 将 该 值 乘 以 1.1128 以 后 即 得 出 “微微 法 ”为 单位 的 数值 . 实际 计算 
时 , 式 (M.32) 的 求 和 只 需 取 前 几 项 (项 数 根据 具体 情况 来 定 ) 再 加 上 一 个 改正 项 就 
够 了 . 当 项 数 为 工时 ， 


\ 1 + ch(21 + 1)é (QH)é e— (2L+1)é 
C4= 3 + 7hé 3 sh(21 + Dé Ti | (M34) 


对 于 我 们 所 用 的 ro 和 6。 值 , 工 取 为 3 时 CA 的 准确 度 即 可 达到 四 位 有 效 数字 . 
双 球 天 线 的 有 效 长 度 可 由 下 式 确定 外 ; 


P= QLeg (M.35) 


其 中 的 P 代表 两 球 分 别 带 电荷 二 @ 时 的 电 偶 极 矩 . 利用 双 球 坐标 分 离 变 数 法 和 式 


(M.35), 求 出 
e—(1+1/2)é 


2 oo 
Lef = A Se 十 | ae (M.36) 


上 式 中 的 CA 由 式 (M.32) 给 出 . 同样 , 上 式 中 的 求 和 可 只 取 前 5' 项 再 加 上 一 个 改 
正 项 , 结果 即 为 


e-(+1/2)é 90-QL+IE 


, 2e-* 
po Te + 一 < (+ 这 <) 
sh 人 (1 +) 


了 ef = Rs é 


l=0 


(M.37) 
对 于 我 们 所 用 的 re 和 的 值 , 5' 取 为 6 即 可 保证 结果 有 四 位 有 效 数 字 . 
实际 上 , 由 于 热电 元 件 内 阻 可 以 忽略 去 , 式 (M.31) 可 简化 为 ; 
I 


二 LegGaw’ (M.38) 
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因而 可 以 不 必 分 别 计算 Lor 和 CA， 而 只 需 计 算 它们 的 乘积 , 这 样 只 用 式 (M.37) 
就 够 了 .以 ro = 2.5cm, 5b = 5.99gcm 为 例 , 计算 出 的 有 效 长 度 和 电容 为 : Fef = 
4.904cm, CA =2.595pF. 


天 线 容 抗 与 热电 元 件 加 热 丝 电 阻 及 之 比 为 RCAw, 因而 略 去 RR 所 引起 的 误差 
为 : 


A= -3 RC (M.39) 


负 号 表示 实际 值 要 比 按 式 (M.38) 计算 出 的 值 大 . 对 于 标准 仪器 法 中 所 使 用 的 量程 
为 6mA 的 热电 元 件 , 玉 900. 将 它 以 及 CA 值 代入 式 (M.39) 中 , 得 出 30MHz 时 
4 的 值 仍 只 不 过 一 0.1%. 


(B.2) 忽略 掉 双 球 天 线 电感 时 所 带 来 的 误差 


在 前 面 处 理 中 , 我 们 忽略 了 双 球 天 线 的 感 抗 而 只 计算 了 它 的 容 抗 . 此 项 忽略 所 
引起 误差 的 量 级 可 以 用 下 式 来 估计 四 ， 


2 
A 3 ( 衬 ) . (M.40) 


上 式 中 的 2ro 为 球 的 直径 . 将 ro 的 值 代入 后 , 即 求 得 在 频率 为 30MHz 时 , 4 只 有 
0.03%, 由 此 可 见 , 这 种 忽略 是 没有 问题 的 . 


(B.3) 热电 元 件 及 其 引线 对 于 电容 和 有 效 长 度 的 影响 


公式 (M.38) 中 的 CA 和 Le 只 是 纯粹 双 球 天 线 的 电容 和 有 效 长 度 . 实际 上 的 
高 频 电路 中 还 有 热电 元 件 的 加 热 丝 及 其 内 外 引线 , 它们 (主要 是 后 者 ) 对 电容 和 有 
效 长 度 也 有 一 定 影响 . 此 项 影响 的 大 小 随 热电 元 件 的 接 法 不 同 而 不 同 . 在 图 M.4 所 
示 的 两 种 接 法 中 , 接 法 I 的 影响 较 大 , 根据 粗略 的 估计 , 这 时 热电 元 件 及 其 引线 对 
LegCA 的 贡献 约 为 1pF.cm, 相应 的 误差 达 8% 左右 . 接 法 I 的 影响 要 小 得 多 , 它 
们 对 ZefCa 的 贡献 约 为 0.99pF.cm, 相应 的 误差 只 有 0.7%. 如 果 将 引线 扭转 使 热 
电 元 件 加 热 丝 与 电场 垂直 , 则 误差 还 可 减少 , 估计 可 降 到 0.2%. 此 项 误差 符号 是 正 
的 , 因为 它 使 得 实际 场 强 值 比 前 面 公式 计算 的 要 小 . 


(B.4) 平行 板 电容 器 对 双 球 天 线 容 抗 的 影响 


当 双 球 天 线 被 置 入 平行 板 电 容器 内 以 进行 测试 时 , 不 仅 平行 板 电容 器 所 产生 的 
电场 会 发 生 改 变 (这 已 在 (A.3) 小 节 中 已 讨论 过 ), 而 且 双 球 天 线 的 容 抗 也 会 发 生 改 
变 . 下 面 就 来 估计 此 项 效应 所 引起 的 误差 . 


附录 M 近 区 高 频 电磁 场 标准 计量 方法 的 研究 427 . 


Ca 


lc 


(D (CD 
图 M.4 双 球 天 线 的 两 种 接 法 


令 两 球 的 电位 分 别 保持 +V/2， 设 两 球 在 置 入 平行 板 以 前 所 带 的 电荷 分 别 为 
+@, 在 置 入 平行 板 以 后 改 为 +(Q + AQ). 则 应 用 镜像 法 可 求 出 


AQ xs roP roP ~ 2roPb _ oon (M.A1) 


DAN。 DDN da 
(e- 2) (er 引 
上 式 中 的 代表 两 球 心间 的 距离 , P 的 值 见 式 (M.35). 于 是 得 


AQ 加 2roLefb 
DD YT 


(M.42) 
在 上 述 电位 保持 不 变 条 件 下 ， 
ACA “AQ ._ 2roLegb 
~ (M.43) 


对 于 我 们 的 装置 , Feg s 2ro,5 s 2ro. 其 中 球 半径 ro = 2.5cm, 两 板 间 距离 d = 50cm， 
故 


ACA /roy3 
~8 (3) ~ 0.1%. (M.44) 


对 标准 仪器 法 误差 的 分 析 , 就 进行 到 这 里 . 其 他 误差 还 有 : 

( 热电 元 件 输出 线 上 感应 电动 势 以 及 热电 元 件 对 地 电容 所 引起 的 误差 . 这 些 
在 前 面 已 经 讨论 过 , 此 处 就 不 再 重复 . 

(i) 长度 (包括 球 半径 和 球 间距 离 ) 测量 上 的 误差 、 球 心 连 线 与 平行 板 的 垂直 
度 的 误差 、 电 位 差 计 的 误差 、 频 率 测量 的 误差 等 , 这 些 也 都 是 实际 测试 时 所 必须 注 
意 的 . 
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(C) 测试 的 结果 及 标定 误差 

我 们 在 三 个 频率 (5MHz, 10MHz, 15MHz 或 17.5MHz) 进行 了 测试 , 以 比较 “ 标 
准 场 法 和 标准 仪器 法 ”的 结果 . 考虑 到 高 频 时 误差 较 大 , 本 来 还 应 该 测试 更 高 的 频 
率 , 但 由 于 我 们 所 用 的 高 频 电源 的 最 高 频率 只 到 18MHz, 所 以 也 就 只 能 测试 到 这 一 
频率 为 止 . 平行 板 的 尺寸 是 Imxlm. 总 共 做 了 两 次 实验 . 先是 在 屏蔽 室内 做 的 (第 
I 组 值 ), 后 来 为 了 减少 屏蔽 室 铜板 的 影响 (主要 的 影响 是 增加 了 热电 元 件 输出 引线 
上 的 同 极 拾取 误差 , 因为 我 们 用 的 高 频 电源 对 地 是 不 平衡 的 ), 移 到 屏蔽 室外 又 做 了 
一 次 (第 II 组 值 ). 结果 见 表 M.1 和 表 M.2, 其 中 E 表示 标准 场 法 测 出 的 值 , BE’ 表 
示 标 准 仪 器 法 测 出 的 值 , AE= -FE'. 

从 对 比 数据 可 以 看 到 , 移 到 屏蔽 室 以 外 测 的 5MHz 和 10MHz 的 值 符合 是 比较 
好 的 , 但 17.5MHz 时 的 差 值 仍 较 理论 所 估计 的 为 大 . 理论 所 给 出 的 各 项 误差 如 表 
M.3 所 示 . 


表 M.1 第 I 组 值 (屏蔽 室内 测量 结果 ) 


[10ooo | 000 


1600 i 1310 i 580 
1570 1430 1280 
1.9 1.4 2.3 一 0.7 


表 M.3 对 比 实验 中 标准 场 法 的 误差 


B'/(V-m-!) 
人 五 
了 B/* 


误差 . 9 误差 绝 允 
天 | 符号 Ti 
a 区 
TF 7 
TE 0 


电阻 元 件 的 、 
跨 线 下 的 


< 0.9% < 0.7% < 0.8% 
方面 | 电阻 上 的 波 效应 Rs = 80kQ Rs = 40kN Rs = 20kQ 
b= 3.5cm b= 3cm b= 4cm 


区 上 训 基 三 和 (合计 侧 Lm 
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在 估计 上 述 误差 总 和 A 时 , 适当 地 考虑 了 正 负 误 差 的 相 消 . 还 要 指出 , 这 里 设 
有 计 入 热电 元 件 输出 线 的 接收 效应 以 及 热电 元 件 对 地 电容 所 起 的 误差 . 
剩 下 的 其 他 误差 儿 属 偶然 误差 , 主要 是 二 项 : 一 是 电位 差 计 的 误差 , 其 值 约 为 
土 1%; 二 是 热电 元 件 直流 标定 误差 , 其 值 约 为 上 0.5%. 如 果 剩 余 的 项 亦 估计 为 土 1%， 
则 总 误差 (不 包括 热电 元 件 输出 线 的 接收 效应 和 热电 元 件 对 地 电容 所 引起 的 部 分 ) 
为 : 
Ar = VA TR T+. 5 +t (0%), 


A 的 值 见 表 M.3 最 后 一 行 . 对 上 述 三 个 频率 的 实验 , 总 误差 Ar 分 别 为 1.9%(5MHz 
时 ); 1.6%(10MHz 时 ); 2.0%(17.5MHz 时 ). 


表 M.4 对比 实验 中 标准 仪器 法 的 误差 


路 去 热电 元 件 的 加 热 丝 电阻 
略 去 双 球 天 线 的 感 抗 

加 热 丝 及 引线 对 CALet 的 贡献 

平行 板 对 CA 的 影响 


下 面 再 说 明 一 下 利用 此 装置 来 标定 场 强 仪 时 的 标定 误差 : 

我 们 所 研制 的 场 强 仪 的 读数 , 在 其 规定 误差 范围 内 是 与 频率 无 关 的 , 因此 标定 
只 需 在 一 个 频率 上 进行 .我 们 选择 标定 的 频率 为 2MHz, 要 求 标定 的 误差 小 于 5%. 
从 以 上 结果 看 来 , 对 于 这 个 要 求 , 我 们 的 装置 是 能 够 满足 的 . 


M.5 ”磁场 标定 的 研究 与 实践 


我 们 对 磁场 的 标定 是 将 标准 场 法 与 标准 仪器 法 结合 起 来 进行 的 , 即 用 标准 场 装 
置 来 产生 磁场 , 而 其 值 的 确定 则 以 标准 仪器 法 为 主 . 这 是 因为 单纯 采用 标准 场 法 需 
要 测量 环 中 的 电流 , 而 这 种 测量 在 频率 较 高 而 电流 又 较 大 时 , 要 做 到 精确 是 比较 困 
难 的 .标准 场 法 所 给 出 的 读数 , 只 在 适当 的 范围 内 (频率 不 太 高 , 或 频率 虽 较 高 但 
环 电 流 较 小 的 情况 ) 用 来 与 标准 仪器 法 的 读数 进行 验证 . 我 们 标定 的 强度 范围 可 达 
400A.m-1. 

(A) 标准 场 法 

将 五 个 圆 环 并 联 在 电容 器 上 做 成 谐振 回路 以 产生 标准 场 . 这 种 标准 场 虽 然 是 
不 均匀 的 , 但 通过 任 一 个 “与 它 共 轴 的 ” 环 状 天 线 的 总 磁 感 通 量 , 都 不 难 精 确 地 计 
算出 来 . 下 面 我 们 就 来 介绍 装置 的 情况 和 基本 计算 公式 , 并 分 析 各 种 因素 所 引起 的 
误差 . 

(A.1) 装置 介绍 
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圆 环 是 用 lem 直径 的 铜 管 做 成 ， 环 的 直径 为 

直流 30cm, 环 与 环 之 间 的 间隔 为 lmm. 电容 器 用 的 是 能 
耐 受 较 大 电流 并 具有 较 低 损耗 的 瓷 介 质 电容 或 云母 

电容 . 高 频 馈 线 接 于 电容 器 与 圆 环 的 衔接 处 ， 每 个 

环 的 顶端 都 置 入 一 个 测 高 频 电流 的 热电 元 件 (真空 

型 或 非 真空 型 的 ). 整个 装置 如 图 M.5 所 示 (为 简便 


坟 线 计 只 画 出 一 个 贺 环 ). 
和 扩 谐振 回路 的 @ 值 是 由 电感 Q 值 (用 QL 表示 ) 
和 电容 器 的 损耗 角 5 来 决定 的 : 
图 M.5 标准 场 法 装置 的 示 
意图 (只 画 出 一 个 贺 环 ) Q = Tos (M.45) 


其 中 的 QL 等 于 圆 环 的 感 抗 与 电阻 的 比 , 即 


QL = 色 ， (M.46) 


上 式 中 的 工 为 环 的 电感 , R= Ro + R 为 欧姆 电阻 Ro 与 辐射 电阻 R 的 总 和 . 
当 圆 环 是 单一 的 情况 , QL 可 以 较 容易 地 计算 出 来 . 我 们 用 a 表示 钢管 的 半径 ， 
b 表示 环 的 半径 , 则 单 环 的 电感 L、 欧 姆 电阻 Ro 和 辐射 电阻 R. 分 别 为 : 


Lo nob (hn 2 ) (M.47) 
-2 

Ro= 了 (M.48) 

4 
R. = 320r6 (3) ， (M.49) 

上 式 中 的 p 代表 铜 的 电阻 率 , 而 

1 /px107 

= 元 ~ (M.50) 


代表 铜 的 集 肤 厚度 . 由 此 计算 出 的 Qi 值 如 表 M.5 所 示 : 


表 M.5 QL( 圆 环 的 感 抗 与 电阻 的 比值 , 见 式 (M.46)) 
Te 


当 我 们 将 圆 环 由 一 个 改 成 五 个 并 联 时 , 式 (M.47) 中 的 a 要 用 某 个 较 大 的 等 效 
值 5 来 代 蔡 , 工 的 值 将 有 所 降低 (实验 测定 的 结果 约 下 降 14%, 即 为 上 表 值 的 86% 
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左右 ), 但 是 远 不 如 Ro 降低 得 多 . 因此 , 在 较 低 的 频率 (例如 20MHz 以 下 )QL 值 还 
将 有 相当 的 提高 (20MHz 以 下 , R. 比 起 Ro 完全 可 以 略 去 ), 只 在 到 30MHz 的 范围 
以 内 , 由 于 R, 成 为 主要 的 , Qr 值 才 比 表 M.5 给 出 的 低 一 些 . 

(A.2) 场 强 公 式 及 其 准确 度 

磁场 的 标准 场 与 电场 不 同 , 它 的 数值 本 就 不 是 均匀 的 . 因此 , 通过 一 个 接收 天 
线 环 的 磁 感 通 量 % 并 不 简单 地 等 于 其 中 心 处 的 磁 感 强度 乘 上 面积 , 而 应 当 用 磁 矢 
势 4 沿 接收 环 的 线 积分 的 方法 来 计算 . 

设 bi 为 标准 场所 用 圆 环 的 半径 ( 按 铜 管 中 心 线 计 算 )、7 为 其 上 的 电流 、j2 为 
接收 环 的 半径 、d 为 两 环 之 间 的 距离 . 两 环 是 共 轴 的 . 由 于 六 < 六 , 故 标准 场 圆 环 
上 各 点 的 电流 基本 上 相同 , 这 样 我 们 可 以 利用 静 磁 学 中 的 结果 , 得 出 磁 感 通 量 


y=2nbA = pol VE + (bi + bay? (@ — 5) K(k) — Bw)| (M.51) 


上 式 中 的 4 代表 接收 环 上 的 磁 矢 势 , K(k) 为 第 一 类 完全 椭圆 积分 、E(k) 为 第 二 类 
完全 椭圆 积分 , k? 由 下 式 确 定 : 


12 _ 4b1 b» 


(M.52) 


对 任 一 接收 环 , 我 们 可 以 定义 一 个 平均 磁场 强度 : 
2 2 
HM |- 与 ) x - Bw tas) 


完全 椭圆 积分 K(k) 和 E(k) 的 值 可 以 从 数学 表 上 查 出 . 
在 推导 这 个 公式 时 ， 我 们 是 把 标准 场 圆 环 上 的 电流 近似 地 集中 在 铜 管 中 心 线 上 


来 处 理 的 , 在 (二 < 1 的 情况 下 (其 中 a 为 铜 管 半径 、 b 为 环 半径 ), 此 种 近似 处 


2 
理 所 引 起 的 误差 很 小 , 至 少 比 (#) 还 要 小 一 个 量 级 (具体 值 视 ba 的 大 小 而 定 )， 
因此 完全 可 以 忽略 不 计 . 
另外 , 我 们 忽略 了 场 传播 的 推迟 效应 (在 不 稳定 情况 下 , 由 于 波 传播 的 特点 , 矢 
势 A 中 将 出 现 一 个 推迟 因子 , 这 样 , 在 取 旋 度 以 求 场 强 B 时 ,就 将 多 出 一 改正 项 .) 
以 及 环 上 电流 分 布 的 波 效应 . 前 项 误差 约 为 ; 


辣 hh 1/nY 
Ai~1 1+ ( 半 ) ~ (如) ， (M.54) 


后 项 误差 可 将 环 上 电流 沿 圆 周 的 分 布 按 余弦 函数 来 估计 , 结果 得 出 : 


广 。 TD1 2 bi 2 
4a2 史 1 - 一 一 (一 |. . 
2 1 TD sin 文 6 (和 ) (M 55) 
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对 于 我 们 的 装置 , 部 = 15cm, 两 项 误差 之 和 在 30MHz 时 约 为 0.9%, 并 随 着 频率 降 
低 而 减少 . 

(A.3) 环 变 形 部 分 所 引起 的 磁场 值 误差 

在 上 节 计 算 中 , 我 们 还 假定 了 电流 是 在 单纯 的 圆 环 上 流动 . 实际 上 , 由 于 环 的 
上 端 要 接 热 电 元 件 , 下 端 要 接 电 容器 . 因此 电流 所 流 经 的 电路 并 不 就 是 单纯 的 圆 环 ， 
还 有 一 些 凸 出 部 分 , 或 者 说 圆 环 有 变形 . 每 一 凸 出 部 分 , 就 相应 于 在 标准 圆 环 上 附 
加 一 个 小 电流 团 (参见 图 M.6). 设 图 中 小 电流 圈 的 面积 为 S( 可 只 计 与 环 共 面 的 部 
分 , 与 环 面 垂直 的 部 分 所 产生 的 磁力 线 基本 上 不 通过 接收 天 线 ), 则 它 在 环 中 心 点 所 
产生 的 磁场 (指环 面 的 法 线 方向 分 量 ) 为 : 


全 


图 M.6 带 凸 出 部 分 圆 环 的 等 效 图 形 


H-=-_i 人 8 (M.56) 


-世间 ， 
而 圆 环 本 身 在 中 心 点 产生 的 磁场 等 于 : 


H-. (M.57) 


由 此 即 得 
(M.58) 


其 中 So = rb3 为 圆 环 的 面积 . 

为 了 减少 此 项 误差 , 应 使 面积 5 比 起 So 来 说 尽量 地 小 . 在 我 们 的 装置 中 , 此 
项 误差 随 着 所 用 电容 器 的 大 小 而 有 所 不 同 , 最 大 约 为 百 分 之 一 点 几 ， 

另外 , 馈线 上 的 电流 亦 可 能 造成 磁场 值 的 误差 , 但 由 于 馈线 基本 上 与 环 面 垂直 
而 且 谐 振 情 况 下 馈线 电流 比 回路 电流 小 得 多 . 故 只 要 保持 两 馈线 的 间距 尽 可 能 地 
小 , 它 所 造成 的 误差 是 可 以 忽略 的 . 

(A.4) 电流 测量 的 误差 

我 们 对 高 频 电 流 的 测量 都 采用 热电 元 件 , 量程 在 500mA 以 下 它 是 真空 式 的 ， 
500mA 以 上 则 是 非 真空 式 的 . 热电 元 件 的 量程 愈 大 , 它 的 加 热 丝 电阻 就 愈 小 , 因而 
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高 频 集 肤 效 应 所 引起 的 误差 也 就 愈 大 . 例如 500mA 的 真空 热电 元 件 , 加 热 丝 电阻 
约 为 0.39, 按照 式 (M.16), 在 30MHz 时 , AR = 二 约 为 -1%, 相应 的 磁场 误 
差 4= -An 二 0.5%. 而 5A 的 非 真空 式 热电 元 件 , 加 热 丝 为 两 根 并 联 , 每 根 电 


阻 约 为 0.08Q( 长 度 仍 为 6mm). 用 式 (M.16) 计算 出 的 30MHz 时 的 误差 An、 绝 对 
值 就 达 15% 以 上 (此 值 已 超过 10%， 改定 量 上 并 不 太 准 确 ) 不 过 在 10MHz 时 ,4R 
只 有 一 1.7% 左右 , 相应 的 磁场 误差 A = 3AR~ 0.9%. 故 在 此 频率 以 下 是 可 用 的 . 


对 于 量程 为 30A 的 热电 元 件 ， 加 热电 阻 为 曲 的 薄片 , 片 的 厚度 又 不 清楚 , 因而 误 
差 不 好 估计 . 

为 了 消除 热电 元 件 的 对 地 电容 及 其 输出 线 上 的 感应 电动 势 所 引起 的 误差 , 如 前 
面 所 已 指明 的 , 应 将 热电 元 件 及 其 输出 线 都 保持 在 对 地 为 零 电位 的 面 上 . 我 们 将 热 
电 元 件 置 于 环 的 项 端 就 是 为 此 原因 . 另外 , 两 根 输出 线 还 应 紧 粘 在 一 起 , 并 加 上 高 
频 扼 流 圈 和 旁 路 电容 等 . 但 由 于 我 们 使 用 的 是 成 品 型 号 的 热电 式 电表 , 其 中 未 加 扼 
流 轿 及 旁 路 电容 , 而 我 们 用 的 高 频 电 源 输 出 又 没有 达到 对 地 平衡 (于 是 顶端 对 地 电 
位 不 为 零 ), 因此 这 方面 的 误差 未 能 很 好 地 消除 . 不 过 , 考虑 到 环 上 电流 很 大 , 此 项 
误差 在 较 低频 率 时 (这 时 电源 的 不 平衡 性 较 小 ) 估计 并 不 很 严重 . 

除了 以 上 所 说 明 的 以 外 , 剩 下 的 还 有 直流 毫 伏 表 的 误差 、 半 径 和 距离 的 测量 误 
差 、 两 环 的 中 心 轴 重 合 度 的 误差 , 这 里 就 不 再 讨论 了 . 

(B) 标准 仪器 法 

我 们 用 的 标准 仪器 , 天 线 部 分 同 美国 国家 标准 
局 用 来 标定 远 区 场 强 仪 的 标准 仪器 的 天 线 一 样 , 只 
是 仪表 部 分 不 同 . 美国 标准 局 用 的 是 晶体 管 检 波 式 
测 电 压 装 置 , 而 我 们 用 的 是 热电 式 装置 . 采用 晶体 
管 检 波 式 装 置 的 问题 在 于 它 本 身 需 要 作 高 频 标 定 ， 
为 此 需要 有 平衡 输出 的 高 频 信号 发 生 器 , 若 要 用 它 
来 标定 近 区 磁场 , 此 信号 发 生 器 的 输出 电压 还 要 求 
比 一 般 用 的 大 得 多 , 如 几 十 伏 以 上 . 显然 , 这 些 要 求 
是 我 们 一 时 难 实现 的 . 

(B.1) 装置 和 基本 公式 图 1.7 标准 仪器 法 的 测量 装置 

我 们 的 装置 如 图 17 所 示 . 所 用 的 接收 天 线 为 
用 细 铀 管 经 精 加 工 制 成 的 单 圆 环 , 环 的 半径 5 为 5cm. 在 环 的 顶端 接 有 热电 式 测 电 
压 装置 : 即 真 空 热电 元 件 及 附加 的 串联 电阻 . 热电 元 件 输出 端 接 有 高 频 扼 流 图 和 旁 
路 电容 , 然后 通过 引线 接 到 电位 差 计 上 . 

决定 场 强 的 基本 公式 为 
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/ 2 Fa 
Hv = VC 十 Po) 十 PAw 7 (M.59) 


[A] Tb2w 


上 式 中 的 bw 为 环 的 半径 、 Ri 为 附加 的 电阻 、R 为 真空 热电 元 件 加 热 丝 的 电阻 、ZA 
为 环 的 自 感 、7 为 通过 加 热 丝 的 电流 . LA 由 下 式 确 定 由; 


LA = ob Dm: 一 0329| ， (M.60) 


其 中 的 a 代表 铜 管 的 半径 , 5 代表 环 的 半径 . 
(B.2) 误差 分 析 
(a) 圆 环 凸 出 部 分 所 引起 的 误差 
从 圆 环 顶端 到 热电 元 件 构成 了 圆 环 的 凸 出 部 分 , 当 它 的 平面 与 环 平面 互相 平行 
时 , 所 引起 的 误差 约 等 于 其 面积 5 与 环 面积 的 比 , 即 
A 汤 (M.61) 
由 于 接收 环 的 半径 bs 不 大 , 此 项 误差 可 能 达到 百 分 之 几 , 成 为 所 有 误差 中 最 主要 
的 . 为 了 减少 此 项 误差 , 应 尽量 减少 凸 出 部 分 的 面积 , 并 将 该 面 扭转 90°, 使 之 与 环 
平面 垂直 , 否则 对 结果 影响 是 相当 严重 的 . 我 们 将 标准 场 法 与 标准 仪器 法 进行 对 比 
实验 时 , 就 曾 由 于 对 此 因素 注意 得 不 够 而 出 现 较 大 误差 . 
(b) 略 去 波 效应 所 引起 的 误差 
在 式 (M.59) 中 , 我 们 略 去 了 接收 环 的 容 抗 , 这 相应 于 略 去 了 环 上 的 波 效应 . 根 
据 粗略 的 估计 , 环 的 感 抗 与 容 抗 比值 为 钻 ， 
2 
LaCaw 和 3 (¥) (M.62) 
对 于 我 们 所 使 用 的 环 , 即使 到 30MHz, 此 项 比值 亦 只 约 0.3% 左右 . 注意 到 整个 线路 
的 阻抗 还 有 Ri 和 Ro( 此 处 用 的 热电 元 件 为 10mA 量程 的 , Ra =400, 就 同 30MHz 
时 的 感 抗 值 相当 ), 由 此 可 得 知 , 略 去 容 抗 所 引起 的 Hs 的 误差 还 要 比 上 述 值 小 得 
多 . 因此 该 项 误差 是 可 略 去 不 计 的 . 
另外 , 我 们 还 略 去 了 电阻 元 件 和 加 热 丝 上 以 及 它们 到 环 的 引线 上 的 波 效应 . 这 
里 的 引线 很 短 , 其 上 的 波 效应 是 完全 可 以 略 去 的 , 电阻 和 加 热 丝 上 波 效应 所 引起 的 
误差 可 用 式 (M.24) 来 估计 . 由 于 此 装置 中 电阻 元 件 的 阻 值 比较 小 , 线路 总 电阻 羽 
的 最 大 值 还 不 到 2kQ, 故 分 布 电容 所 引起 的 误差 是 很 小 的 . 分 布 电感 引起 的 误差 也 
很 小 . 因为 R 的 最 小 值 是 加 热 丝 的 电阻 , 而 按 前 面 对 热 电 元 件 电抗 影响 所 作 的 讨 
论 , 即使 到 30MHz, 感 抗 所 引起 的 误差 亦 只 有 0.07% 左右 . 
(c) 热电 元 件 对 地 电容 及 其 输出 线 上 感应 电动 势 所 引起 的 误差 


附录 M 近 区 高 频 电 磁场 标准 计量 方法 的 研究 . 435 . 
了 一 一 一 


此 问题 前 已 讨论 过 , 这 里 只 补充 一 点 ， 即 热电 元 件 最 好 是 置 于 接收 环 的 顶端 
这 样 即 使 位 置 稍 偏离 中 心 线 , 它 对 地 的 电势 也 很 小 . 

(d) 其 他 引起 误差 的 因素 是 : 直流 电阻 测量 的 误差 、 频 率 测量 的 误差 、 半 径 测 
量 的 误差 、 热 电 元 件 直流 校准 的 误差 、 电 位 差 计 的 误差 等 , 其 中 以 后 两 者 较 大 . 

(C) 测试 结果 与 标定 误差 

我 们 共 进 行 了 两 次 对 比 实验 .频率 选 在 2MHz 左右 . 第 一 次 实验 做 了 两 组 值 ， 
一 组 场 强 较 大 , 标准 场 贺 环 上 的 电流 是 用 5A 的 热电 表 测 的 , 另 一 组 场 强 较 小 , 电流 
是 用 500mA 的 真空 热电 元 件 测 的 . 

我 们 用 的 标准 场 圆 环 共有 五 个 , 平行 排列 . 标准 仪器 的 接收 天 线 中 心 与 中 间 圆 
环 的 中 心 重合 . 圆 环 之 间 的 距离 为 1.1cm. 按照 式 (M.51) 计算 的 结果 , 标准 场 的 什 
由 表 M.6 表示 : 


表 M.6 标准 场 五 (其 意义 见 式 (M.53)) 的 计算 值 f = 2.140MHz 
He /Rm 


我 们 将 标准 仪器 法 给 出 的 磁场 读数 用 五, 表示. 不 ,与 标准 磁场 法 万 ,的 对 
比 情况 如 表 M.7 所 示 , 其 中 AH。 = Hov - Hl. 


表 M.7 ”标准 磁场 的 值 囊 。。 与 标准 仪器 法 读数 五‘, 的 对 比 


so | ao oo | as8 | s6r | ss [ 617 | 


两 者 符合 的 情况 虽然 看 起 来 还 可 以 , 但 实际 上 问题 还 是 比较 大 的 , 因为 我 们 要 
以 标准 仪器 法 的 读数 有 H', 为 主 , 现在 H', 比 标准 场 法 的 读数 万 大 , 而 标准 场 法 
中 的 系统 误差 是 正 的 , 其 值 估计 还 不 太 小 ， 如 环 变形 部 分 所 引起 的 误差 ( 正 ) 有 百 
分 之 一 点 几 , 热电 元 件 输出 线 上 感应 电动 势 的 发 热效应 所 引起 的 误差 也 是 正 的 . 其 
余 如 推迟 效应 和 环 电 流 波 效 应 所 引起 的 误差 以 及 集 肤 效 应 所 引起 的 误差 也 都 是 正 
的 (但 数值 很 小 ). 这 样 , 标准 仪器 法 的 读数 就 比 标准 场 法 的 还 要 差 , 出现 此 种 情况 
的 原因 , 主要 是 我 们 对 标准 仪器 接收 环 的 凸 出 部 分 的 影响 注意 得 不 够 . 在 这 次 实验 


Hev/(A.m-!) 
Hay/(Am-!) 
AHav/Hav 


. 436 . 附 录 


中 , 凸 出 部 分 面积 较 大 而 又 未 扭转 成 垂直 方向 . 我 们 随后 重 做 了 一 次 实验 , 实验 时 
将 接收 环 的 凸 出 部 分 作 了 捏 转 , 使 它 与 标准 场 垂直 . 标准 场 圆 环 上 电流 都 用 500mA 
的 真空 热电 元 件 测 量 . 结果 如 表 M.8 所 示 . 


M.8 ” 凸 出 部 分 扭转 后 , 标准 场 法 的 值 (五 sv) 与 标准 仪器 法 的 值 (五 sv) 的 对 比 . 
f=2.213MHz 


Hav/(A:-m-!) 


(Hav — Hav)/ Hav 


在 上 面 的 结果 中 , 标准 仪器 法 的 读数 甩 , 已 经 变 得 比 标准 场 法 的 读数 五 。, 小 . 
我 们 认为 , 这 是 比较 合理 的 , 因为 理论 上 估计 的 标准 仪器 上 的 系统 误差 很 小 , 电阻 
和 引线 上 波 效应 的 误差 以 及 略 去 接收 环 容 抗 的 所 引起 误差 都 可 以 忽略 不 计 , 如 果 认 
为 环 凸 出 部 分 的 误差 已 经 通过 扭转 措施 而 基本 被 消除 , 则 系统 误差 中 就 只 剩 下 热电 
元 件 对 地 电容 及 其 输出 线 接收 效应 所 引起 的 部 分 了 . 而 由 于 标准 仪器 中 的 热电 元 
件 输出 线 上 是 加 了 扼 流 圈 和 旁 路 电容 的 , 故 在 10MHz 以 下 , 此 项 误差 应 该 不 大 . 

我 们 所 研制 的 场 强 仪 的 磁场 读数 , 同 电场 一 样 , 也 是 同 频率 无 关 的 . 因此 主要 
标定 只 在 2MHz 处 进行 . 根据 以 上 的 理论 分 析 和 对 比 实验 的 情况 , 我 们 认为 , 用 标 
准 仪器 法 进行 标定 时 的 误差 在 5% 以 内 , 好 符合 设计 所 提出 的 要 求 . 

M.6 ”结论 


通过 以 上 的 误差 分 析 和 对 比 测试 的 实践 , 可 以 认为 : 我 们 所 作 的 高 频 电 磁场 标 
准 计量 和 场 强 仪 的 标定 是 可 靠 的 , 所 采用 的 技术 方案 是 成 功 的 . 与 所 见 到 的 美 、 苏 
技术 报告 相 比 , 我 们 对 误差 的 理论 分 析 更 加 周密 , 在 标定 方法 上 也 有 发 展 和 提高 . 
这 就 使 得 我 们 所 研制 的 场 强 仪 具有 较 高 的 精度 , 它 的 标定 误差 (在 2MHz 时 ) 在 5% 
以 内 . 
M.7 ”对 进一步 提高 标定 糖度 的 建议 


在 对 几 个 月 的 实践 中 所 感到 的 问题 进行 了 分 析 和 研究 后 , 我 们 提出 以 下 五 点 改 
进 意见 , 以 供 今后 的 参考 . 我 们 认为 , 这 些 改进 不 仅 可 以 提高 计量 的 精度 , 还 可 使 计 
量 过 程 简化 , 有 利于 操作 的 进行 . 

(1) 关于 高 频 电 源 输 出 的 对 地 平衡 问题 和 改进 意见 

对 地 平衡 的 必要 性 前 面 已 经 叙述 . 在 我 们 的 上 述 实 践 中 , 利用 了 原 有 的 两 台 旧 
广播 发 射 机 作为 高 频 电 源 , 它 的 输出 是 对 地 不 平衡 的 (此 机 的 末 级 输出 是 用 高 频 变 
压 器 引出 的 , 高 频 变 压 器 次 级 两 端 应 当 是 对 地 是 平衡 的 , 但 实际 上 由 于 末 级 功放 是 
并 联 放大 , 从 而 导致 了 高 频 变压器 的 初级 两 端 对 地 为 不 平衡 状态 ; 同时 , 元 件 结构 、 
位 置 等 对 地 亦 不 平衡 , 再 加 上 输出 调整 与 阻抗 匹配 调整 也 都 不 平衡 , 所 以 输出 两 端 
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对 地 构成 了 不 平衡 状态 ). 我 们 虽 作 了 一 些 改装 , 但 未 能 完全 解决 问题 . 今后 新 建 标 
准 场 时 , 最 好 专门 设计 、 制 造 高 频 电源 设备 , 以 解决 输出 两 端 对 地 平衡 问题 . 

(2) 关于 高 频 电源 输出 的 稳定 性 问题 

由 于 市 电 电 压 不 稳 , 导致 了 高 频 输出 的 不 稳定 . 为 了 保证 标定 精度 , 我 们 多 利 
用 午夜 十 二 点 以 后 , 市 内 用 电 高 峰 已 过 , 市 电 电压 基本 稳定 情况 下 进行 标定 . 这 样 
在 时 间 上 受到 了 限制 . 今后 新 建 标准 场 时 , 应 设计 、 制造 一 套 市 电 稳 压 装置 ,以 保证 
高 频 输 出 的 稳定 . 另外 , 在 设计 时 还 应 注意 使 输出 电压 具有 严格 的 正弦 波形 . 

(3) 关于 标准 磁场 法 中 磁 环 电流 的 测量 的 改进 

我 们 在 测量 磁场 标准 场 中 磁 环 电流 时 , 用 的 办 法 是 , 利用 热电 元 件 加 配 直 流 表 
头 来 进行 ， 现 用 的 表 头 刻度 较 粗 ,造成 较 大 视 读 误差 .为 了 进一步 提高 标定 精度 ， 
可 以 考虑 将 直流 表 头 改 为 电位 差 计 , 这 样 视 读 精度 必 将 大 大 提高 . 改 用 电位 差 计 以 
后 , 热电 元 件 的 输出 线 上 还 可 以 加 上 高 频 扼 流 圈 和 旁 路 电容 ,以 减少 其 接收 效应 所 
引起 的 误差 . 另外 对 于 100A.m-! 以 下 的 磁场 标定 , 可 以 将 五 个 环 电流 轿 并 联结 构 
改 为 一 个 电流 轿 , 这 样 只 读 一 个 测量 值 就 可 以 了 , 亦 将 提高 标定 精度 . 

(4) 关于 标准 电场 法 中 平行 板 电 容器 馈 电 方式 的 改进 

对 于 较 高 的 频率 , 平行 板 上 的 波 效 应 是 引起 误差 的 一 个 重要 因素 , 应 该 进一步 
研究 能 减少 此 项 误差 的 馈 电 方式 (但 此 项 研究 只 有 在 高 频 电 源 输出 的 对 地 平衡 问 
题 和 稳定 性 问题 解决 以 后 , 方 能 进行 ). 我 们 的 意见 是 , 可 试验 扇形 馈线 过 渡 段 ( 即 
馈线 末 分 叉 成 扇形 再 接 到 平行 版 上 上 ). 另外, 由 于 平行 板 的 下 边缘 上 跨 接 了 测 电压 
的 装置 , 影响 了 电流 分 布 的 对 称 性 , 可 以 试验 在 平行 板 的 上 边缘 跨 接 阻 值 相同 的 电 
阻 元 件 , 以 考察 上 述 影响 的 大 小 . 

(5) 关于 所 使 用 的 电阻 元 件 和 电位 差 计 的 改进 

现在 所 用 的 金属 膜 电阻 是 市 场 上 供应 的 定型 产品 , 往往 需要 将 几 个 电阻 元 件 焊 
接 起 来 应 用 . 建立 正式 标准 装置 时 , 应 特制 一 批 符合 需要 的 金属 膜 电阻 元 件 , 以 减 
少 大 阻 值 时 电阻 上 的 波 效应 和 接线 帽 内 侧面 电容 所 引起 的 误差 . 另外 , 目前 标定 时 
所 使 用 的 电位 差 计 量程 为 110mV, 而 测量 热电 元 件 的 温差 电动 势 , 只 需 20mV 的 量 
程 就 够 了 , 所 以 改 用 小 量程 的 电位 差 计 可 以 减少 测量 误差 (报告 全 文 完 毕 ). 

本 书 附录 刊载 上 述 研究 报告 , 是 让 读者 了 解 到 , 在 解决 某 些 实际 问题 中 , 理论 
的 分 析 具 有 的 重要 性 . 
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附录 N 关于 特殊 相对 论 的 有 关 问 题 答 读者 问 


物理 学 中 的 相对 论 并 不 否定 “事物 是 客观 的 ”这 一 辨证 唯物 论 的 结论 . 如 “ 物 
体 的 坐标 值 依赖 于 坐标 系 ” 并 不 否定 物体 位 置 的 客观 性 ;“ 物 体 的 运动 速度 值 依赖 
于 参考 系 ” 也 并 不 否定 “物质 运动 是 绝对 的 ”这 一 哲学 上 的 论断 . 特殊 相对 论 中 关 
于 物体 的 长 度 、 事件 的 时 间 间 隔 以 及 事件 发 生 的 时 序 对 参考 系 的 依赖 , 同样 也 不 能 
说 就 与 唯物 论 相 矛盾 . 当然 , 车 把 相对 论 中 的 结果 说 成 是 “时 间 和 空间 是 相对 的 , 是 
依赖 于 参考 系 的 ”, 那 就 不 确切 甚至 是 错误 的 了 . 

在 特殊 相对 论 中 , 对 长 度 和 时 间 间 隔 的 标准 是 有 严格 规定 的 . 所 谓 的 时 计 是 指 
选 定 特定 条 件 下 的 物理 过 程 作为 标准 、 来 度量 时 间 间 隔 的 仪器 , 如 一 定 温度 和 压强 
下 做 弹性 振动 的 特定 石英 晶体 , 或 者 某 个 指定 的 衰变 的 原子 核 , 等 等 . 对 于 长 度 , 理 
论 上 可 将 在 指定 温度 和 压强 下 由 若干 个 全 同 原子 排列 起 来 的 棍 作 为 指定 单位 ， 并 
规定 在 任何 参考 系 中 都 采用 同样 的 标准 . 特殊 相对 论 还 有 一 个 要 求 , 即 所 用 的 棍 和 
不 对 的 . 它 实 际 上 更 严格 地 规定 了 统一 的 标准 . 

下 面 再 谈 你 的 另 一 个 问题 , 在 特殊 相对 论 中 是 不 是 否定 了 事件 发 生 先后 的 客观 
性 ? 也 不 能 这 样 说 . 

我 们 先 来 看 看 “时 间 先 后 的 顺序 ”反映 的 是 什么 物理 内 容 ? 或 者 说 时 间 先 后 具 
有 什么 客观 意义 ? 在 旧 的 时 间 观 念 中 , 似乎 是 把 时 间 看 作 是 某 种 独立 于 物质 存在 的 
客体 , 它 均匀 地 在 流逝 中 , 所 有 事件 的 先后 次 序 就 由 它们 在 这 一 时 间 长 流 中 的 “位 
置 ”来 决定 ， 这 种 观点 实际 上 也 是 违反 辨证 唯物 论 的 ， 辨 证 唯物 论 告诉 我 们 , 世 
界 上 除了 运动 着 的 物质 , 没有 其 他 什么 东西 , 时 间 和 空间 是 物质 存在 的 形式 . 时 间 
的 时 序 所 反映 的 是 事物 之 间 的 依从 关系 或 因果 关系 . 即 车 事件 4 先 于 事件 B, 则 
4 能 影响 B, 而 B 不 能 影响 4， 这 样 一 来 , 对 于 在 同一 地 点 发 生 的 所 有 事件 , 无 
论 在 哪个 参考 系 , 其 先后 次 序 都 是 一 样 的 . 但 对 于 发 生 在 不 同 地 点 的 两 个 事件 , 情 
况 就 有 所 不 同 了 ， 对 于 发 生 在 某 个 P 点 的 事件 4 来 说 , 所 有 发 生 在 另 一 点 巳 
的 全 部 事件 B 可 分 成 三 类 , 一 类 是 可 能 对 4 发 生 某 种 影响 的 ( 称 为 B 类 ), 有 一 类 
是 可 能 受到 4 的 影响 的 ( 称 为 Ba 类 ). 最 后 一 类 是 不 可 能 互相 影响 的 . 在 影响 传 
播 的 速度 没有 上 上 限 的 情况 下 , 这 最 后 一 类 只 局 限于 发 生 于 某 一 个 时 刻 的 事件 , 这 个 
时 刻 即 与 原 事件 发 生 的 时 刻 相同 . 这 也 是 “同时 ”所 具有 的 本 质 性 意义 . 
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以 上 是 在 影响 传播 速度 没有 上 限 的 前 提 下 得 出 的 , 如 果 产 生 影 响 的 速度 有 一 个 
上 限 , 情况 就 不 同 了 . 这 时 在 已 点 将 有 一 系列 事件 不 可 能 受到 事件 4 的 影响 . 反 
过 来 , 它们 也 不 会 影响 4A. 这些 事 件 都 有 资格 定 为 与 事件 4 同时 发 生 . 由 此 可 见 ， 
特殊 相对 论 中 “同时 的 相对 性 ”依存 于 (或 源 于 )“ 极 限 速 度 为 一 有 限 值 ”, 而 且 该 
值 在 各 个 惯性 参考 系 中 相同 (后 一 点 是 特殊 相对 论 所 要 求 的 ). 

上 面 的 讨论 表明 : 在 特殊 相对 论 中 , 一 个 有 限 的 速度 c, 却 具有 通常 概念 中 无 
穷 大 速度 才 有 的 特性 . 光 场 由 于 它 的 量子 ( 即 光 子 ) 具有 静 质 量 为 零 , 它 的 传播 速 
度 即 达到 这 一 上 限 速 度 c. 实际 上 , 其 他 具有 静 质 量 的 粒子 如 中 微 子 同 样 也 具有 速 
度 c. 可 见 , 速度 c 并 不 是 光 所 独 有 的 . 

以 上 就 是 本 书 作者 回答 该 读者 的 主要 内 容 , 现 作 为 附录 刊载 于 本 书 中 , 可 能 对 
其 他 读者 也 有 一 定 意义 . | 


